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Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

ÏÐÎ ÖÈÊËI×ÍIÑÒÜ ÔÓÍÊÖIÉ Â ÎÄÍÎÌÓ ÂÀÃÎÂÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐI
ÃÀÐÄI Â ÊÐÓÇI

Ðîçãëÿíóòî îäèí âàãîâèé ïðîñòið Ãàðäi â êðóçi, âàãà â ÿêîìó êîíöåíòðó¹òüñÿ áiëÿ òî÷êè
íà ìåæi. Îäåðæàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè öèêëi÷íîñòi â öüîìó ïðîñòîði.

We consider a weighted Hardy space in the unit disk, where the weight is concentrated at a
point of the boundary. Necessary and su�cient conditions for cyclicity in this space are obtained.

×åðåç Hp(D), p ≥ 1, ïîçíà÷èìî ïðîñòið
Ãàðäi àíàëiòè÷íèõ â D = {z : |z| < 1} ôóí-
êöié, äëÿ ÿêèõ

∥f∥Hp(D) := sup
ρ∈(0;1)


2π∫
0

|f(reiφ)|pdφ


1
p

< +∞.

Òåîðiÿ ïðîñòîðiâ Ãàðäi ¹ ãëèáîêî ðîçðîáëå-
íîþ [1 � 3]. Âñòàíîâëåíî, çîêðåìà, ùî êîæíà
ôóíêöiÿ f ∈ Hp(D) ìà¹ ìàéæå ñêðiçü íà ∂D
êóòîâi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ i f ∈ Lp(∂D). Òà-
êîæ êîæíèé ïðîñòið Hp(D), p ≥ 1, ¹ áàíàõî-
âèì âiäíîñíî âèùåâêàçàíî¨ íîðìè.

Ôóíêöiÿ G íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íîþ â
Hp (D), ÿêùî G ∈ Hp (D) i ñèñòåìà

{G(z)zn : n ∈ {0} ∪ N} (1)

¹ ïîâíîþ â Hp (D).
À. Áåðëií  [4] âñòàíîâèâ, ùî ôóíêöiÿ G ∈

H2 (D) ¹ öèêëi÷íîþ â H2 (D) òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ êîæíà ç óìîâ:

1) G íå ìà¹ æîäíîãî íóëÿ â D;

2) lim
ρ→1−

2π∫
0

ln |G(ρeiφ)|dφ =
2π∫
0

ln |G(eiφ)|dφ.

×åðåç Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, ïîçíà÷è-
ìî ïðîñòið Ãàðäi àíàëiòè÷íèõ ó ïiâïëîùèíi
C+ = {z : Rez > 0} ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ

||f || := sup
x>0


+∞∫
−∞

|f(x+ iy)|pdy


1/p

< +∞.

(2)
Ôóíêöiÿ G íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íîþ â

Hp (C+), ÿêùî G ∈ Hp (C+) i ñèñòåìà

{G(z)eτz : τ ≤ 0} ¹ ïîâíîþ â Hp (C+). Ïîâ-
íîòó òóò ðîçóìi¹ìî ó òîìó ñåíñi, ùî êîæíà
ôóíêöiÿ f ∈ Hp (C+) ìîæå áóòè íàáëèæåíà
ñêií÷åííîþ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ôóíêöié
ñèñòåìè {G(z)eτz : τ ≤ 0} ç äîâiëüíîþ íàïå-
ðåä çàäàíîþ òî÷íiñòþ çà íîðìîþ ïðîñòîðó
Hp (C+).

Ï. Ëàêñ [5] îïèñàâ âñi öèêëi÷íi ôóíêöi¨ â
H2
σ (C+). A. Ñ¹äë¹öêèé ïîêàçàâ [6], ùî ïðî-

ñòîðè Hp (C+), 0 < p < +∞, ìîæóòü áóòè
âèçíà÷åíi i ÿê êëàñè àíàëiòè÷íèõ ó C+ ôóí-
êöié f , äëÿ ÿêèõ

∥f∥∗ := sup
|φ|<π

2


+∞∫
0

∣∣f(reiφ)∣∣p dr


1/p

< +∞,

ïðè÷îìó îñòàííÿ íîðìà åêâiâàëåíòíà íîðìi,
âèçíà÷åíié ôîðìóëîþ (2).

Á. Âèííèöüêèé ðîçãëÿíóâ [7] âàãîâå óçà-
ãàëüíåííÿ ïðîñòîðó Hp (C+), à ñàìå ïðîñòið
Hp
σ (C+), p ≥ 1, σ ≥ 0, àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

â C+, äëÿ ÿêèõ ||G|| < +∞, äå

||G|| := sup
|φ|<π

2


+∞∫
0

|G(reiφ)|pe−prσ| sinφ|dr


1/p

.

ßê i â íåâàãîâîìó âèïàäêó, ôóíêöiþ G
íàçâåìî öèêëi÷íîþ â Hp

σ (C+), ÿêùî G ∈
Hp
σ (C+) i ñèñòåìà {G(z)eτz : τ ≤ 0} ¹ ïîâíîþ

â Hp
σ (C+). Â [10] îäåðæàíî íàñòóïíå òâåð-

äæåííÿ.
Òåîðåìà À. Íåõàé G ∈ H2

σ(C+), σ > 0,
G ̸≡ 0. Òîäi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ¹ åêâiâà-
ëåíòíèìè:
1) G ¹ öèêëi÷íîþ ó ïðîñòîði H2

σ(C+);
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2) G íå ìà¹ æîäíîãî íóëÿ â C+, äëÿ äîâiëü-
íèõ äiéñíèõ t1, t2

lim
ε→0+

t2∫
t1

ln |G(iy + ε)|dy =

t2∫
t1

ln |G(iy)|dy (3)

i âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

à) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
= +∞;

á) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
= +∞;

â) lim
r→+∞

(
KG(r)−

σ

π
ln r
)
= −∞;

ã) lim
r→+∞

(
KG(r)−

σ

π
ln r
)
= −∞;

ä)G(z) exp

(
2σ

π
z ln z − cz

)
̸∈ Hp(C+)

äëÿ êîæíîãî c ∈ R, äå

KG(r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt.

Îäíàê äëÿ çàñòîñóâàíü, îñîáëèâî â ôóí-
êöiîíàëüíîìó àíàëiçi [8], çðó÷íiøå ïðàöþâà-
òè ç ïðîñòîðàìè Ãàðäi â êðóçi. Îòðèìàííþ
àíàëîãà Òåîðåìè À äëÿ îäèíè÷íîãî êðóãà i
ïðèñâÿ÷åíà öÿ ñòàòòÿ.

Íåõàé Ĥp
σ(D), 1 < p < +∞, σ ≥ 0, � êëàñ

òàêèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â D, äëÿ ÿêèõ
∥f∥Ĥp

σ(D) < +∞, äå

∥f∥Ĥp
σ(D) = sup

b∈R


∫
γb

|f (w)|p e−
2pσ|Imw|

1−2Rew+|w|2 |dw|


(4)

i γb = ∂U
(
ib;
√
1 + b2

)
∩ D

Òåîðåìà 1. Ôóíêöiÿ f íàëåæèòü ïðî-
ñòîðó Ĥp

σ (D) , σ ≥ 0, 1 ≤ p < +∞ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè f3 ∈ Hp

σ (C+), äå

f3 (z) = f

(
z − 1

z + 1

)
· (z + 1)2/p .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ Hp
σ (D). Òîäi çà

îçíà÷åííÿì âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (4). Çðî-
áèìî ïiä çíàêîì iíòåãðàëà çàìiíó w = reiφ−1

reiφ+1
.

Òîäi ÿêùî w = u+ iv, îòðèìà¹ìî{
u = r2−1

r2+2r cosφ0+1

v = 2r sinφ0

r2+2r cosφ0+1

i

|w|2 = u2 + v2 =
r4 + 2r2 + 1 + 4r2 sin2 φ

(r2 + 2r cosφ+ 1)2
,

|dw| = 2

r2 + 2r cosφ+ 1
.

Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ |w|2 ó (4) i âðàõó-
âàâøè, ùî

2 |Imw|
1− 2Rew + |w|2

= r| sinφ|,

îäåðæèìî∫
γb

|f3 (w)|p e
−pσ 2|Imw|

1−2Rew+|w|2 |dw|

=

+∞∫
0

∣∣∣∣f (reiφ − 1

reiφ + 1

)
(reiφ + 1)2/p

∣∣∣∣p

×e−pσr| sinφ| 2

|reiφ + 1|2
dr

= 2

+∞∫
0

∣∣∣∣f (reiφ − 1

reiφ + 1

)∣∣∣∣p e−pσr| sinφ|dr < c,

äå ñòàëà c âiä φ ∈ (−π/2;π/2) íå çàëåæèòü.
Çâiäñè ìà¹ìî, ùî f3 ∈ Hp

σ (C+) , σ ≥ 0,
1 ≤ p < +∞.

Â ïðîòèëåæíó ñòîðîíó òåîðåìà äîâîäè-
òüñÿ äîñëiâíèì ïîâòîðåííÿì âèùåíàâåäåíèõ
ìiðêóâàíü â çâîðîòíüîìó ïîðÿäêó.
Òåîðåìà 2.
Íåõàé G1 ∈ Ĥ2

σ (D). Òîäi íàñòóïíi óìîâè
¹ åêâiâàëåíòíèìè:

1. ñèñòåìà{
G1 (w) (1− w) · eτ

1+w
1−w : τ ≤ 0

}
(5)

¹ ïîâíîþ â Ĥ2
σ (D) ;
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2. ôóíêöiÿ G1 íå ìà¹ íóëiâ â D, äëÿ äî-
âiëüíèõ 0 < α1 < α2 < 2π âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

lim
ρ→1−

α2∫
α1

ln |G1(ρe
iφ)|dφ =

α2∫
α1

ln |G1(e
iφ)|dφ

(6)
i ñïðàâåäëèâà îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

à1) lim
u→1−

(
(1− u) ln |G1 (u)| − 4σ

π
ln |1− u|

)
= +∞;

á1) lim
u→1−

(
(1− u) ln |G1 (u)| − 4σ

π
ln |1− u|

)
= +∞;

â1) lim
r→+∞

( ∫
2 arcctg r<|β|<π/2

(
1

cos2 β
2

− 1

r2 sin2 β
2

)
× ln

∣∣G1

(
eiβ
)∣∣ dβ − 4σ log r

)
= −∞;

ã1) lim
r→+∞

( ∫
2 arcctg r<|β|<π/2

(
1

cos2 β
2

− 1

r2 sin2 β
2

)
× ln

∣∣G1

(
eiβ
)∣∣ dβ − 4σ log r

)
= −∞;

ä1) G1 (w) exp
(
2σ
π

1+w
1−w ln 1+w

1−w − c
1+w
1−w

)
/∈

Hp (C+) äëÿ êîæíîãî c ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1 ñèñòåìà (5)
¹ ïîâíîþ â Ĥ2

σ (D) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ôóíêöiÿ

G(z) = G1

(
z − 1

z + 1

)
(z + 1)

¹ öèêëi÷íîþ â Hp
σ (C+). Â öüîìó âèïàäêó,

î÷åâèäíî, êîæíà ç ôóíêöié G òà G1 íå ìà¹
íóëiâ ó âiäïîâiäíié îáëàñòi. Òàêîæ åêâiâà-
ëåíòíèìè ¹ óìîâè (3) òà (6). Îñêiëüêè ln |G1|
¹ àíàëiòè÷íîþ â D, òî öå ìîæíà ïîêàçàòè,
ïîäiáíî ÿê i â [6], çà äîïîìîãîþ ìið Êàðëåñî-
íà. Òàêîæ âèêîíóþòüñÿ óìîâè à)-ä) òåîðåìè
À. Óìîâà à) åêâiâàëåíòíà óìîâi

lim
x→+∞

(
ln |G1(

x−1
x+1

)|
x

+
2σ

π
lnx

)
= +∞.

Ïîçíà÷èìî x−1
x+1

= u, òîäi

lim
u→1−

(
(1−u) ln |G1(u)|

1+u
− 2σ

π
ln(1− u)

)
= +∞.

Îñêiëüêè
lim
u→1−

(
(1−u) ln |G1(u)|

1+u
− (1−u) ln |G1(u)|

2

)
= 0, òî

çâiäñè îòðèìà¹ìî óìîâó à1). Àíàëîãi÷íî

ìîæíà ïîêàçàòè ðiâíîñèëüíiñòü óìîâ á) òà
á1).

Íåõàé òåïåð âèêîíó¹òüñÿ óìîâà â). Òîäi

lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln

∣∣∣∣G1

(
it− 1

it+ 1

)∣∣∣∣ dt
−2σ ln r) = −∞.

Çðîáèâøè çàìiíó it−1
it+1

= eiβ i âðàõóâàâøè,
ùî òîäi t = ctg β

2
, îòðèìà¹ìî â1). Àíàëîãi÷íî

ìîæíà ïîêàçàòè ðiâíîñèëüíiñòü óìîâ ã) òà
ã1).

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ä). Òîäi

G1

(
z − 1

z + 1

)
(z+1) exp

(
2σ

π
z ln z − cz

)
̸∈ Hp(C+).

Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ 1 òà ïîçíà÷èâøè
w = z−1

z+1
, îäåðæèìî âèêîíàííÿ ä1).

Ôóíêöiþ G íàçâåìî öèêëi÷íîþ â Ĥ2
σ(D),

ÿêùî G ∈ Ĥ2
σ(D) i ñèñòåìà (1) ¹ ïîâíîþ â

Ĥ2
σ(D).
Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà (5) ¹ ïîâíîþ â ïðî-

ñòîði Ĥ2
σ(D), òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ôóíêöiÿ

G1 ¹ öèêëi÷íîþ â ïðîñòîði Ĥ2
σ(D).

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, çà óìîâà-
ìè òåîðåìè G1 ̸≡ 0. Íåõàé ñèñòåìà (5)

¹ ïîâíîþ â Ĥ2
σ(D). Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ

êîæíî¨ ôiêñîâàíî¨ ôóíêöi¨ G1 ∈ Ĥ2
σ(D),

äëÿ äîâiëüíèõ f ∈ Ĥ2
σ(D) i ε > 0 çíà-

éäåòüñÿ ñêií÷åííà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ

Λ(z) =
nε∑
k=0

ak,εG1(z)(1 − z)eτk,ε
1+z
1−z òàêà, ùî

∥f − Λ∥Ĥ2
σ(D)

< ε. Ò. Ñðiíiâàñàí òà Äæ.
Âàí  ïîêàçàëè [9], [1], ñ. 104 ñïðàâåäëèâiñòü
òåîðåìè Áåðëií à äëÿ äîâiëüíîãî Hp(D),
1 ≤ p ≤ ∞. Ôóíêöiÿ (1 − z)eτk,ε

1+z
1−z , íà-

ëåæèòü H∞(D). Òîìó çàñòîñóâàâøè öþ
òåîðåìó ïðè G ≡ 1 ∈ H∞(D), p = ∞,
äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 ìà¹ìî iñíóâàí-
íÿ ñêií÷åííî¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñòåïå-

íåâèõ ôóíêöié Λ1(z) =
mδ∑
n=0

bn,δz
n, ùî

∥(1 − z)eτk,ε
1+z
1−z − Λ1(z)∥H∞(D) < δ. Òîìó

ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà,

îäåðæèìî

∥∥∥∥f − nε∑
k=0

ak,εG1(z)Λ1(z)

∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)
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≤
∥∥∥∥f − nε∑

k=0

ak,εG1(z)(1− z)eτk,ε
1+z
1−z

∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)

+

∥∥∥∥ nε∑
k=0

ak,εG1(z)(1− z)eτk,ε
1+z
1−z

−
nε∑
k=0

ak,εG1(z)Λ1(z)

∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)
≤ ε

+

∥∥∥∥G1(z)
nε∑
k=0

ak,ε

(
(1− z)eτk,ε

1+z
1−z

−Λ1(z))∥Ĥ2
σ(D)
≤ ε

+

∥∥∥∥G1(z)
nε∑
k=0

ak,ε

∥∥∥(1− z)eτk,ε 1+z
1−z

−Λ1(z)∥H∞(D)

∥∥∥
Ĥ2
σ(D)
≤ ε

+δ

∥∥∥∥G1(z)
nε∑
k=0

ak,ε

∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)
≤ ε

+δ
nε∑
k=0

|ak,ε| ∥G1(z)∥Ĥ2
σ(D)

. Âèáðàâøè δ òåïåð

äîñèòü ìàëèì, îäåðæèìî, ùî äîâiëüíó ôóí-
êöiþ f ∈ Ĥ2

σ(D) ìîæíà ç äîâiëüíîþ íàïåðåä
çàäàíîþ òî÷íiñòþ íàáëèçèòè ñêií÷åííèìè
ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè ôóíêöié ñèñòåìè
(1) çà íîðìîþ öüîãî ïðîñòîðó, òîáòî G1 ¹
öèêëi÷íîþ â Ĥ2

σ(D).

Íåõàé òåïåð G1 ¹ öèêëi÷íîþ â Ĥ2
σ(D).

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöi¨ f ∈ Ĥ2
σ(D)

òà ε > 0 çíàéäåòüñÿ òàêà ñêií÷åííà ëiíié-

íà êîìáiíàöiÿ µ(z) =
nε∑
k=0

ck,εG1(z)z
k, ùî

∥f − µ∥Ĥ2
σ(D)

< ε. Iç âèùåíàâåäåíîãî ðåçóëü-
òàòó Ò. Ñðiíiâàñàíà òà Äæ. Âàí à âèïëèâà¹,
ùî êîæíó ôóíêöiþ θ ∈ H∞(D) ìîæíà
íàáëèçèòè ç äîâiëüíîþ íàïåðåä çàäàíîþ
òî÷íiñòþ çà íîðìîþ ïðîñòîðó H∞(D) ñêií-
÷åííèìè ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè ôóíêöié
ñèñòåìè (5). Òîáòî ïîêëàâøè θ(z) = zk, äëÿ
äîâiëüíîãî δ > 0 çíàéäåòüñÿ ñêií÷åííà ëiíié-

íà êîìáiíàöiÿ µ1(z) =
mδ∑
n=0

dn,δ(1 − z)eτk,ε
1+z
1−z ,

ùî ∥zk−µ1(z)∥H∞(D) < δ. Òîìó çà íåðiâíiñòþ

òðèêóòíèêà

∥∥∥∥f − nε∑
k=0

ck,εG1(z)µ1(z)

∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)

=

∥∥∥∥f − nε∑
k=0

ck,εG1(z)z
k

∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)

+

∥∥∥∥ nε∑
k=0

ck,εG1(z)z
k−

nε∑
k=0

ck,εG1(z)
mδ∑
n=0

dn,δ(1− z)eτk,ε
1+z
1−z

∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)

≤ ε

+

∥∥∥∥ nε∑
k=0

ck,εG1(z)
(
zk

−
mδ∑
n=0

dn,δ(1− z)eτk,ε
1+z
1−z

)∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)

≤ ε+ δ∥G1∥Ĥ2
σ(D)

nε∑
k=0

|ck,ε|. Çíîâó âèáðàâøè δ

òåïåð äîñèòü ìàëèì, îäåðæèìî, ùî äîâiëü-
íó ôóíêöiþ f ∈ Ĥ2

σ(D) ìîæíà ç äîâiëüíîþ
íàïåðåä çàäàíîþ òî÷íiñòþ íàáëèçèòè ñêií-
÷åííèìè ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè ôóíêöié
ñèñòåìè (5) çà íîðìîþ öüîãî ïðîñòîðó.

Íàì íå âiäîìî, ÷è óìîâè òåîðåìè 2 îïè-
ñóþòü òàêîæ öèêëi÷íi ôóíêöi¨ ó ïðîñòîði
Hp
σ(D), 1 < p < +∞, σ ≥ 0, àíàëiòè÷íèõ

â D ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ ∥f∥ < +∞, äå

∥f∥ = sup
ρ∈(0;1)


∫
|w|=ρ

|f (w)|p e−
2pσ|Imw|

1−2Rew+|w|2 |dw|


1
p

.
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