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ÇÀÄÀ×À ÄIÐIÕËÅ ÄËß ÂÈÐÎÄÆÅÍÎÃÎ ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÎÃÎ
ÐIÂÍßÍÍß Ç IÌÏÓËÜÑÍÈÌÈ ÓÌÎÂÀÌÈ

Ó ãåëüäåðîâèõ ïðîñòîðàõ iç ñòåïåíåâîþ âàãîþ äîñëiäæó¹òüñÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿç-
êó çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç ñòåïåíåâèìè îñîáëèâîñòÿìè â êîåôiöi¹íòàõ
ïî ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ òà iìïóëüñíèìè óìîâàìè ïî ÷àñîâié çìiííié.

We study the existence and uniqueness of the solutions of the Dirichlet problem for a parabolic
equation with power-features in the coe�cients depending on the spatial variables and an impulse
action with respect to the time variable.

Â ñó÷àñíèõ ïðèêëàäíèõ äîñëiäæåííÿõ
ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè òà ðiâíÿíü ç
÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè âñå ÷àñòiøå çóñòði-
÷àþòüñÿ çàäà÷i ç íåêëàñè÷íèìè óìîâàìè ó
ðiâíÿííÿõ, êðàéîâèõ îïåðàòîðàõ i ðiçíèìè
îñîáëèâîñòÿìè i âèðîäæåííÿìè. Îñîáëèâèé
iíòåðåñ ìàþòü òàêi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿíü i ñè-
ñòåì ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ÿêi îïèñóþòü ïðî-
öåñè äèôóçi¨ ðiäèí i ãàçiâ, òèñê, ïîøèðåííÿ
òåïëà òà iíøi ïðîöåñè ó òiëàõ ñêëàäíî¨ êîí-
ôiãóðàöi¨.

Ôóíäàìåíòàëüíi ðåçóëüòàòè â òåîði¨
êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè
ïîõiäíèìè, ÿêi ìàþòü îñîáëèâîñòi, îäåð-
æàíi Ì.Â.Êåëäèøîì, Ì.Ì.Ñìèðíîâèì,
Î.Â.Áiöàäçå, Ô.Òðiêîìi, Ã.Ôiêåðîþ,
Ñ.Ì.Íiêîëüñüêèì, Ë.Ã.Ìèõàéëîâèì,
Ñ.Ä.Åéäåëüìàíîì, Ì.I.Ìàòié÷óêîì,
I.Ä.Ïóêàëüñüêèì òà iíøèìè ìàòåìàòè-
êàìè.

Ó ìîíîãðàôi¨ Ì.I. Ìàòié÷óêà [3] äîñëi-
äæåíà çàäà÷à Êîøi òà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ
ðiâíÿíü i ñèñòåì ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òè-
ïó, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ìàþòü ñòåïåíåâi îñî-
áëèâîñòi ïåâíîãî ïîðÿäêó. Ïðàöÿ I.Ä. Ïó-
êàëüñüêîãî [4] ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ êðà-
éîâèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ òà åëiïòè-
÷íèõ ðiâíÿíü ç ñòåïåíåâèìè âèðîäæåííÿìè
òà îñîáëèâîñòÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ ðiâíÿííÿ i
êðàéîâèõ óìîâàõ.

Iñíóþòü ðåàëüíi ïðîöåñè, ÿêi îïèñóþòüñÿ
ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i ïiääà-
þòüñÿ iìïóëüñíié äi¨ â ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó,
òîäi âèíèêàþòü ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ç iì-

ïóëüñíîþ äi¹þ. Çàäà÷i äëÿ ñèñòåì çâè÷àé-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíîþ
äi¹þ ãëèáîêî âèâ÷åíi ó ïðàöi À.Ì. Ñàìîé-
ëåíêà i Î.Ì. Ïåðåñòþêà [8].

Ç iíøîãî áîêó, iñíó¹ çàâåðøåíà òåîðiÿ çà-
äà÷i Êîøi òà êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ç
÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.
Çàäà÷i ç iìïóëüñíîþ äi¹þ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü
äóæå ìàëî âèâ÷åíi.

Â ìîíîãðàôi¨ Ì.I. Ìàòié÷óêà [2] ïîáóäî-
âàíà òåîðiÿ êîðåêòíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ ïà-
ðàáîëi÷íèõ ñèñòåì ç iìïóëüñíîþ äi¹þ ó ìà-
êñèìàëüíî øèðîêèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ
Äiíi.

Ó äàíié ñòàòòi âñòàíîâëþ¹òüñÿ êîðåêò-
íiñòü ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ âèðîäæå-
íîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç iìïóëüñíèìè
óìîâàìè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îñíîâíèé ðå-
çóëüòàò

Íåõàé (x1, ..., xn) � êîîðäèíàòè òî÷êè x ∈
Rn, Ωj ≡ {x, x ∈ Rn, xj = 0} , D � îáìåæå-
íà îáëàñòü iç ìíîæèíè {x ∈ Rn|xj ≥ 0, j ∈
{1, ..., n}} ç ìåæåþ ∂D, òàêà, ùî ∂D∩Ωj ̸= ∅,
j ∈ {1, ..., n}.

Â îáëàñòi Q = [t0, tN+1)×D ðîçãëÿäà¹òüñÿ
çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ u(t, x), ÿêà ïðè
t ̸= tk, k ∈ {1, 2, . . . , N} ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨
êðàéîâî¨ çàäà÷i ç iìïóëüñíèìè óìîâàìè

(Lu)(t, x) = ∂tu(t, x)−
n∑

ij=1

Aij(t, x)∂xi∂xj×

112 Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2014. � Ò. 2, � 2�3.



×u(t, x)−
n∑
i=1

Ai(t, x)∂xiu(t, x)−

−A0(t, x)u(t, x) = f(t, x), (1)

u(t0 + 0, x) = φ0(x), (2)

u(tk+0, x)−u(tk−0, x) = bk(tk, x)u(tk−0, x)+

+φk(tk, x), (3)

u(t, x)|Γ = g(t, x), (4)

äå Γ = [t0, tN+1) × ∂D, t0 < t1 < t2 < ... <
tN < tN+1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q(ν) = [tν , tν+1) ×
D, ν ∈ {0, 1, . . . , N}, P (t, x), P1(t

(1), x(1)),
Hi(t

(1), x(2)), P2(t
(2), x(2)) � äîâiëüíi òî-

÷êè îáëàñòi Q(ν), i ∈ {1, 2, . . . , n}, äå
x(1) = (x

(1)
1 , . . . , x

(1)
i , . . . , x

(1)
n ), x(2) =

(x
(1)
1 , . . . , x

(1)
i−1, x

(2)
i , x

(1)
i+1, . . . , x

(1)
n ), x(1), x(2) ∈

Q; βi, γ, a, l � äiéñíi ÷èñëà, äå β =
{β1, . . . , βn}, βi ∈ (−∞,∞), γ ≥ 0, a ≥ 0,
l ≥ 0.

Ïîðÿäîê îñîáëèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ äèôå-
ðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà L áóäå õàðàêòåðè-
çóâàòè ôóíêöiÿ s(βi, xi), äå s(βi, xi) = xβii
ïðè 0 < xi ≤ 1, s(βi, xi) = 1 ïðè xi ≥ 1;
i ∈ {1, . . . , n}.

Ïðîñòið ôóíêöié, â ÿêîìó âèâ÷à¹òüñÿ çà-
äà÷à (1) � (4) ïîçíà÷èìî ÷åðåç C l(γ; β; a;Q),
l ∈ R. Êëàñó C l(γ; β; a;Q) íàëåæàòü ôóí-
êöi¨ u(t, x), ÿêi ìàþòü íåïåðåðâíi ÷àñòèííi
ïîõiäíi ïðè t ̸= tλ, x ̸∈ Q, âèãëÿäó ∂jt ∂

r
xu,

2j + |r| ≤ [l], äëÿ ÿêèõ ñêií÷åííîþ ¹ íîðìà

∥u; γ; β; a;Q∥l = ∥u; γ; β; a;Q|[l]+

+⟨u; γ; β; a;Q⟩l,
äå, íàïðèêëàä,

∥u; γ; β; 0;Q∥0 = sup
ν
{sup
Q(ν)

|u|} ≡ ∥u;Q∥0,

∥u; γ; β; a;Q∥[l] = sup
ν

{ ∑
2j+|k|≤[l]

sup
P∈Q(ν)

[s(a+

+(2j + |k|)γ, x)
n∏
i=1

s(−riβi, xi)|∂jt ∂rxu(P )|,

⟨u; γ; β; a;Q⟩l = sup
ν

{ ∑
2j+|k|=[l]

sup
(P1,Hω)⊂Q(ν)

[s(a+ lγ, x̃)
n∏
i=1

s(−riβi, x̃i)|∂jt ∂rxu(P1)−

−∂jt ∂rxu(Hω)||x(1)ω − x(2)ω |−{l}
]}

+

+
∑

2j+|k|=[l]

n∑
i=1

sup
(P2,Hω)⊂Q(ν)

s(a+ lγ, x̃)×

×
n∏
k=1

s(−rkβk, x̃i)|∂jt ∂rxu(P2)−

−∂jt ∂rxu(Hω)||t(1) − t(2)|−
{
l
2

}
,

òóò |r| = r1 + · · · + rn, l = [l] +
{l}, s(γ, x) = min

i
s(γ, xi); s(a, x̃i) =

min{s(a, x(1)), s(a, x(2))}.
Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ çàäà÷i (1) � (4) âè-

êîíóþòüñÿ óìîâè:
à) äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn)

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

π1|ξ|2 ≤
n∑

ij=1

Aij(t, x)s(βi, xi)s(βj, xj)ξiξj ≤

≤ π2|ξ|2,

π1, π2 � ôiêñîâàíi äîäàòíi ñòàëi;
á) s(βi, xi)s(βj, xj)Aij(t, x) ∈

Cα(γ; β; 0;Q), s(µi, x)Ai(t, x) ∈
Cα(γ; β; 0;Q), s(µ0, x)A0(t, x) ∈
Cα(γ; β; 0;Q), A0(t, x) < K < +∞, K =
const, α ∈ (0, 1), µi ≥ 0, i ∈ {1, ..., n};
γ = max{max

i
(1 + βi);max

i
(µi − βi); µ02 };

â) ôóíêöi¨ f(t, x) ∈ Cα(γ; β;µ0;Q),
φ0(x) ∈ C2+α(γ; β; 0;D), φk(x) ∈
C2+α(γ; β; 0;Q ∩ (t = tk)), bk(tk, x) ∈
C2+α(γ; β; 0;Q ∩ (t = tk)), g ∈
C2+α(γ; β; 0;Q(ν)), ìåæà ∂D ∈ C2+α,
φ0(x)|∂D = g(t0, x)|∂D; (g(tk + 0, x) − g(tk −
0, x))|∂D = (bk(tk, x)g(tk−0, x)+φk(tk, x))|∂D.

Ïðè âèêîíàííi óìîâ à) � â) äëÿ çàäà÷i (1)
� (4) ïðàâèëüíîþ ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. ßêùî äàíi çàäà÷i (1) �

(4) çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì à) � â), òî
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iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) � (4) iç ïðîñòîðó
C2+α(γ; β; 0;Q) äëÿ ÿêîãî ïðàâèëüíà îöiíêà

∥u; γ; β; 0;Q∥2+α ≤ c

{
N∑
k=1

N∏
λ=k

(1+

+∥bλ;Q ∩ (t = tλ)∥0)×
×(∥φk−1; γ; β; 0;Q ∩ (t = tk−1)∥2+α+

+∥f ; γ; β;µ0;Q
(k−1)∥α+

+∥g; γ; β; δ;Q(k−1)∥1+α)+
+∥φN ; γ; β; 0;Q ∩ (t = tN)∥2+α+

+∥f ; γ; β;µ0;Q
(N)∥α + ∥g; γ; β; δ;Q(N)∥1+α

}
.

(5)
Äëÿ îòðèìàííÿ íåðiâíîñòi (5) íåîáõiäíî

ñïî÷àòêó çàäà÷i (1) � (4) ïîñòàâèòè ó âiäïî-
âiäíiñòü ìíîæèíó çàäà÷ ç ãëàäêèìè êîåôi-
öi¹íòàìè i ïîáóäóâàòè ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ
îòðèìàíî¨ çàäà÷i. Òîäi iç ìíîæèíè çíàéäå-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèäiëèòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâ-
íiñòü, ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ÿêî¨ áóäå ðîçâ'ÿç-
êîì çàäà÷i (1) � (4).
Îöiíêà ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çàäà÷ ç

ãëàäêèìè êîåôiöi¹íòàìè
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q(ν)

m = Q(ν) ∩
{
(t, x) ∈

Q(ν)| s(βi, xi) ≥
1

m
, i ∈ {1, .., n},m > 1

}
�

ïîñëiäîâíîñòi îáëàñòåé, ÿêi ïðè m→∞ çái-
ãàþòüñÿ äî Q(ν).

Â îáëàñòi Q ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çíàõîäæå-
ííÿ ôóíêöié um(t, x), äå, ïðè t ̸= tν , um(t, x)
¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ç ãëàäêèìè êîåôiöi¹íòà-
ìè

(L1um)(t, x) ≡
[
∂t −

n∑
ij=1

aij(t, x)∂xi∂xj−

−
n∑
i=1

ai(t, x)∂xi − a0(t, x)
]
um = fm(t, x), (6)

um(t0 + 0, x) = φ(0)
m (x), (7)

um(tν + 0, x)− um(tν − 0, x) =

= bν(tν , x)um(tν − 0, x) + φ(ν)
m (tν , x), (8)

um(t, x)|Γ ≡ gm(t, x), (9)

òóò êîåôiöi¹íòè aij, ai, a0, ôóíêöi¨ fm, φ
(0)
m ,

φ
(ν)
m , gm â îáëàñòi Q(ν)

m ñïiâïàäàþòü ç êîåôi-
öi¹íòàìè Aij, Ai, A0 i ôóíêöiÿìè f , φ0, φk, g

âiäïîâiäíî, à â îáëàñòÿõ Q\Q(ν)
m âîíè ¹ íåïå-

ðåðâíèì ïðîäîâæåííÿì êîåôiöi¹íòiâ Aij, Ai,
A0, ôóíêöié f , φ0, φk, g iç îáëàñòåé Q

(ν)
m â

îáëàñòü Q\Q(ν)
m iç çáåðåæåííÿì íîðì i ãëàä-

êîñòi [6, ñòîð. 82].
Âñòàíîâèìî îöiíêó ðîçâ'ÿçêó um(t, x) çà-

äà÷i (6) � (9).
Ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Íåõàé um(t, x) � êëàñè÷íèé

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6) � (9) â îáëàñòi Q òà âè-
êîíóþòüñÿ óìîâè à) � â). Òîäi äëÿ ðîçâ'ÿçêó
um(t, x) ïðàâèëüíà îöiíêà

|um(t, x)| ≤
N∑
ν=1

{
N∏
r=ν

(1 + ∥bmr ;Q ∩ (t = tr)∥0)·

·(∥φ(ν−1)
m ;Q(ν−1) ∩ (t = tν−1)∥0+

+∥fma−10 ;Q(ν−1)∥0 + ∥gm;Q(ν−1)∥0

}
+

+∥φNm;Q ∩ (t = tN)∥0 + ∥fma−10 ;Q(N)∥0+
+∥gm;Q(N)∥0. (10)

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî um(t, x) �
êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6) � (9). Çíà-
éäåìî éîãî îöiíêó â îáëàñòi Q. Ðîçãëÿíåìî
âñåìîæëèâi âèïàäêè ðîçìiùåííÿ äîäàòíüîãî
ìàêñèìóìó òà âiä'¹ìíîãî ìiíiìóìó.

Íåõàé òî÷êà M1(t, x) ¹ òî÷êîþ ìàêñè-
ìóìó ôóíêöi¨ um(t, x), òîáòî um(M1) ≡
max
Q(ν)

um(t, x) â îáëàñòi Q.

ßêùî M1(t, x) ∈ Q(ν) òî â òî÷öi M1 âè-
êîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ∂tum(M1) ≥ 0,
∂xium(M1) = 0,

n∑
ij=1

aij(M1)∂xi∂xjum(M1) ≤ 0 (11)

i çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ ðiâíÿííÿ (6).Âðàõîâóþ÷è
ôîðìóëè (11) i ðiâíÿííÿ (6) â òî÷öi M1 ïðà-
âèëüíà íåðiâíiñòü

um(M1) ≤ sup
Q(ν)

(fa−10 ). (12)

ßêùî M1 ∈ [tν , tν+1) × ∂D, òî ç êðàéîâî¨
óìîâè (8) ìà¹ìî, ùî

|um(M1)| ≤ ∥gm;Q(ν)∥0. (13)
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Ó âèïàäêó, êîëèM1 ∈ D, âðàõîâóþ÷è ïî-
÷àòêîâó óìîâó (7), îäåðæèìî

∥um∥ ≤ ∥φ(0)
m ;D∥0. (14)

ßêùîM1 ∈ Q∩(t = tν), òî iç óðàõóâàííÿì
óìîâ (8), îòðèìó¹ìî

∥um;Q∩(t = tν)∥0 ≤ (1+∥bmν ;Q∩(t = tν)∥0)×

×∥um;Q(ν−1)∥0 + ∥φ(ν)
m ;Q ∩ (t = tν)∥0. (15)

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïðîàíàëiçóâàòè âñåìî-
æëèâi ðîçìiùåííÿ âiä'¹ìíîãî ìiíiìóìó.

Òîäi, ïðè ν = 0, äëÿ ðîçâ'ÿçêó um(t, x)
ïðàâèëüíà îöiíêà

∥um;Q(0)∥0 ≤ ∥fma−10 ;Q(0)∥0 + ∥φ(0)
m ;Q(0)∥0+

+∥gm;Q(0)∥0. (16)

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (15), (16) i çàñòî-
ñîâóþ÷è ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ îòðè-
ìà¹ìî îöiíêó (10).

Îòæå, äëÿ ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ
çàäà÷ ç ãëàäêèìè êîåôiöi¹íòàìè (6) � (9)
ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü (10).

Âñòàíîâèìî òåïåð êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü
ìíîæèíè êðàéîâèõ çàäà÷ ç ãëàäêèìè êîå-
ôiöi¹íòàìè (6) � (9). Â ïðîñòîði C(2+α)(Q)
ââåäåìî íîðìó ∥um; γ; β; a;Q∥l åêâiâàëåí-
òíó ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó m ãåëü-
äåðîâié íîðìi, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê ñà-
ìî, ÿê i ∥u; γ; β; a;Q∥l òiëüêè çàìiñòü ôóí-
êöié s(βi, x) áåðåìî d(βi, x), äå d(βi, x) =
max(s(βi, x),m

−βi), ïðè βi ≥ 0 i d(βi, x) =
min(s(βi, x),m

−βi), ÿêùî βi < 0.
Ïðàâèëüíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. ßêùî äëÿ çàäà÷i (6) � (9)

âèêîíóþòüñÿ óìîâè à) � â), òî äëÿ ðîçâ'ÿç-
êó um(t, x) öi¹¨ çàäà÷i ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

∥um; γ; β; 0;Q∥2+α ≤

≤ c

{
N∑
ν=1

{ N∏
k=ν

(1 + ∥bk;Q ∩ (t = tk)∥0)×

×(∥φν−1; γ; β; 0;Q ∩ (t = tν−1)∥2+α+
+∥f ; γ; β;µ0;Q

(ν−1)∥α+

+∥g; γ; β; δ;Q(ν−1)∥1+α
}
+

+∥φN ; γ; β; 0;Q ∩ (t = tN)∥2+α+

+∥f ; γ; β;µ0;Q
(N)∥α + ∥g; γ; β; 0;Q(N)∥1+α

}
.

(17)
Äîâåäåííÿ.Â çàäà÷i (6) � (9) çðîáèìî çàìi-
íó

um(t, x) = vm(t, x)e
λt + gm(t, x), (18)

òîäi vm(t, x) áóäå ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

(L1vm)(t, x) = Fm(t, x), (19)

vm(t0, x) = Φ(0)
m (t0, x), (20)

vm(tν , x) = Φ(ν)
m (tν , x), (21)

vm(t, x)|Γ(ν) = 0, (22)

äå Γ(ν) = [tν , tν+1) × ∂D, Fm(t, x) =

fm(t, x)e
−λt − (L1gm)(t, x), Φ

(0)
m (t0, x) =

φ
(0)
m (x)e−λt0 − gm(t0, x), x ∈ D, Φ(ν)

m (tν , x) =
(1 + bν(tν , x))[vm(tν − 0, x) + gm(tν − 0, x)] +
[φm(tν , x)e

−λtν−gm(tν+0, x)], x ∈ Q∩(t = tν),
ν ∈ {1, . . . , N}.

Ó ïðàöi [7, ñòîð.364] âñòàíîâëåíî, ùî çà-
äà÷à âèãëÿäó (19) � (22) â îáëàñòi Q(ν), ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ó êëàñi C(2+α)(Q(ν)), ÿêèé
ìà¹ âèãëÿä

vm(t, x) =

∫ t

t0

dτ

∫
D

Γ(t, τ, x, ξ)Fm(τ, ξ)dξ+

+

∫
D

Γ(t, t0, x, ξ)Φ
(0)
m (t0, ξ)dξ,

ÿêùî (t, x) ∈ Q(0);

vm(t, x) =

∫ t

tν

dτ

∫
D

Γ(t, τ, x, ξ)Fm(τ, ξ)dξ+

+

∫
D

Γ(t, t0, x, ξ)Φ
(ν)
m (t0, ξ)dξ,

ÿêùî (t, x) ∈ Q(ν), òóò Γ(t, τ, x, ξ) � ôóíêöiÿ
Ãðiíà çàäà÷i (19) � (22).

Âñòàíîâèìî îöiíêó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (19)
� (22).

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ íîðìè òa ií-
òåðïîëÿöiéíi íåðiâíîñòi iç [6], [4], ìà¹ìî

∥vm; γ; β; 0;Q(ν)∥2+α ≤ (1 + εα)×

×⟨vm; γ; β; 0;Q(ν)⟩2+α + c(ε)∥vm;Q(ν)∥0,

Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2014. � Ò. 2, � 2�3. 115



äå ε � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî iç (0; 1).Îöiíèìî
ïiâíîðìó ⟨vm; γ; β; 0;Q(ν)⟩2+α. Iç âèçíà÷åííÿ
ïiâíîðìè âèïëèâà¹, ùî â îáëàñòi Q(ν) iñíó-
þòü òî÷êè P1, Hi, P2, äëÿ ÿêèõ ïðàâèëüíà
îäíà ç íåðiâíîñòåé

1

2
∥vm; γ; β; 0;Q(ν)∥2+α ≤ Eδ, δ ∈ {1, 2},

(23)
äå

E1 =
∑

2j+|r|=2

N∑
i=1

|x(1)i − x
(2)
i |−αd((2 + α)γ, x̃)×

×
n∏
ν=1

d(−rνβν , x̃)|∂jt ∂rxvm(Hi)− ∂jt ∂rxvm(P1)|,

E2 =
∑

2j+|r|=2

N∑
i=1

|t(1) − t(2)|−
α
2 d((2 + α)γ, x̃)×

×
n∏
ν=1

d(−rνβν , x̃)|∂jt ∂rxvm(Hi)− ∂jt ∂rxvm(P2)|,

d(γ, x̃) = min(d(γ, x(1)), d(γ, x(2))).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç T1 ≡ d(2γ, x̃) τ

16
, äå τ �

äîâiëüíå ÷èñëî iç iíòåðâàëó (0;1). Òîäi, ÿêùî
|t(1) − t(2)| ≥ T1, òî

E2 ≤ 2τ−α∥vm; γ; β; 0;Q(ν)∥2. (24)

Íåõàé T2 ≡ n−1d(γ − βi, x̃)
τ
4
, òîäi ïðè

|x(1)i − x
(2)
i | ≥ T2 ìà¹ìî, ùî

E1 ≤ 2τ−α∥vm; γ; β; 0;Q(ν)∥2. (25)

ßêùî äî íåðiâíîñòåé (24) i (25) çàñòîñó-
âàòè iíòåðïîëÿöiéíi íåðiâíîñòi, òî îòðèìà¹-
ìî

Eδ ≤ τα∥vm; γ; β; 0;Q(k)∥2+α+c(τ)∥vm;Q(ν)∥0.
(26).

Çàëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè
|x(1)i −x

(2)
i | ≤ T2, |t(1)−t(2)| ≤ T1. Ïðèïóñòèìî,

ùî d(γ, x̃) ≡ d(γ, x(1)), P (ν)
1 (t(1), x(1)) ∈ Q(ν),

ν ∈ {0, 1, . . . , N}.
Â îáëàñòi Q(ν) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (19) �

(22) ó âèãëÿäi

(L2vm)(t, x) ≡
[
∂t −

n∑
ij=1

aij(P1)∂xi∂xj

]
vm =

=
n∑

ij=1

[aij(P )− aij(P1)]∂xi∂xjvm+

+
n∑
i=1

ai(P )∂xivm + a0(P )vm + Fm(t, x) ≡

≡ F (1)
m (t, x; vm) + Fm(t, x), (27)

vm(tν + 0, x) = Φ(ν)
m (tν , x), (28)

vm|Γ(ν) = 0. (29)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äåÿêó ïiäîáëàñòü îáëàñòi
Q(ν) i ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç V

(ν)
ε1 , äå V

(ν)
ε1 ≡

{(t, x) ∈ Q(ν)||t − t1| ≤ ε1T1; |xi − x
(1)
i | ≤

ε1T2, i ∈ {1, .., n}}. Â çàäà÷i (27) � (29) çðî-
áèìî çàìiíó vm(t, x) = Vm(t, y), äå yi =

d(βi, x
(1)
i )xi.

Òîäi çàäà÷à (27) � (29) íàáóäå âèãëÿäó

(L2Vm)(t, y) ≡
[
∂t −

n∑
ij=1

aij(P
(ν)
1 )d(βi, x

(1)
i )×

×d(βj, x(1)j )∂yi∂yj

]
Vm = F (1)

m (t, ỹ;Vm)+Fm(t, ỹ),

(30)
Vm(tν + 0, y) = Φ(ν)

m (tν , ỹ), (31)

Vm(t, y)|Γ(ν) ≡ 0, (32)

òóò ỹ = (d(−β1, x(1)))y1, . . . , d(−βn, x(1))yn),
P

(ν)
1 (t(1), x(1)) ∈ Q(ν).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç y

(1)
i = d(βi, x

(1))x
(1)
i ,

H
(ν)
ε1 = {(t, y) : |t − t(1)| ≤ ε1T1, |yi − y(1)i | ≤

ε1n
−1√T2} i âiçüìåìî òðè÷i äèôåðåíöiéîâíó

ôóíêöiþ η(t, y), ÿêà âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè

η(t, y) =


1, (t, y) ∈ H(ν)

1/4, 0 ≤ η(t, y) ≤ 1;

0, (t, y) ̸∈ H(ν)
3/4, |∂

j
t ∂

r
yη| ≤ ciν ·

·d(−(2j + |r|)γ, x(1)).

Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ ωm(t, y) =
Vm(t, y)η(t, y), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâó
çàäà÷ó

(L3ωm)(t, y) =
n∑

ij=1

aij(P
(ν)
1 )d(βi, x

(1)
i )×

×d(βj, x(1)j ){∂yiVm∂yjη + ∂yjVm∂yiη}+

+Vm(t, y)
n∑

ij=1

aij(P
(ν)
1 )d(βi, x

(1)
i )d(βj, x

(1)
j )×
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×{∂yi∂yjη − ∂tη} ≡ F (2)
m + ηFm, (33)

ωm(tν + 0, y) = ηΦ(ν)
m (tν , ỹ)η(tν , ỹ), (34)

ωm(t, y)|Γ(ν) = 0. (35)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (33) � (35) ωm(t, y), çãi-
äíî ç òåîðåìîþ 5.2 iç [7, ñòîð.264], çàäîâîëü-
íÿ¹ íåðiâíiñòü

d−α(N1, N2)|∂jt ∂ryωm(N1)− ∂jt ∂ryωm(N2)| ≤

≤ c(∥F (2)
m + ηFm∥Cα(H(ν)

3/4
)
+ ∥ηΦ(ν)

m ∥C2+α(H
(ν)
3/4

)
,

(36)

äå (N1, N2) ⊂ H 1
4

(ν), d(N1, N2) � ïàðàáîëi÷íà
âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè N1 i N2, 2j + |r| = 2.

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ η(t, y),
îòðèìà¹ìî îöiíêè äëÿ äîäàíêiâ iç (36):

∥F (2)
m + ηFm∥Cα(H(ν)

3/4
)
≤

≤ cd(−(2 + α)γ, x(1))(∥Vm; γ; 0; 0;H(ν)
3/4∥2+

+∥Vm;H(ν)
3/4∥0 + ∥F

(1)
m ; γ; 0; 2γ;H

(ν)
3/4∥α+

+∥Fm; γ; 0; 2γ;H(ν)
3/4∥α), (37)

∥ηΦ(ν)
m ∥C2+α(H

(ν)
3/4
∩(t=tν))

≤ cd(−(2 + α)γ, x(1))×

×(∥Φ(ν)
m ; γ; 0; 0;H

(ν)
3/4 ∩ (t = tν)∥2+α, (38)

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíi îöiíêè (37), (38) ó
íåðiâíiñòü (36), à ïîòiì ïîâåðíåìîñü äî çìií-
íèõ (t, x), â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

Eδ ≤ c1(∥F (1)
m ; γ; β; 2γ;H

(ν)
3
4

∥α+

+∥Φ(ν)
m ; γ; β; 0;H

(ν)
3
4

∩(t = tν)∥2+α+∥vm;H(ν)
3
4

∥0+

+∥vm; γ; β; 0;H(ν)
3
4

∥2 + ∥Fm; γ; β; 2γ;H(ν)
3
4

∥α.
(39)

Çà äîïîìîãîþ iíòåðïîëÿöiéíèõ íåðiâíî-
ñòåé i îöiíîê íîðìè êîæíîãî äîäàíêà âèðà-
çiâ F (1)

m i Φ(ν)
m , ìà¹ìî

Eδ ≤ (τα(n+ 2) + ε1n
2)∥vm; γ; β; 0;Q(ν)∥2+α+

+c(∥Fm; γ; β; 2γ;Q(ν)∥α+

+∥Φ(ν)
m ; γ; β; 0;Q(ν)∩(t = tν)∥2+α+c1∥vm;Q(ν)∥0).

(40)

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (26), (39), (40) òà
âèáðàâøè τ i ε äîñèòü ìàëèìè âåëè÷èíàìè
îòðèìà¹ìî íàñòóïíó îöiíêó

∥vm; γ; β; 0;Q(ν)∥2+α ≤ c(∥Fm; γ; β; 2γ;Q(ν)∥α+

+∥Φ(ν)
m ; γ; β; 0;Q(ν) ∩ (t = tν)∥2+α. (41)

Îñêiëüêè, Fm(t, x) = fm(t, x) −
(L1gm)(t, x), Φ

(0)
m (t0, x) = φ

(0)
m (x) − gm(t0, x),

Φ
(ν)
m (tν , x) = (1 + bν(tν , x))[vm(tν − 0, x) +

gm(tν − 0, x)] + [φm(tν , x) − gm(tν + 0, x)], òî
ïðàâèëüíi íåðiâíîñòi

∥Fm; γ; β; 2γ;Q(ν)∥α ≤ c(∥fm; γ; β;µ0;Q
(ν)∥α+

+∥gm; γ; β; 0;Q(ν)∥2+α), (42)

∥Φ(0)
m ; γ; β; 0;D)∥α ≤ ∥φ(0)

m ; γ; β; 0;D∥2+α+
+∥gm; γ; β; 0;Q(0)∥2+α), (43)

∥Φ(ν)
m ; γ; β; 0;Q(ν) ∩ (t = tν))∥2+α ≤
≤ c(1 + ∥bν ;Q(ν) ∩ (t = tν))∥0)×
×(∥vm; γ; β; 0;Q(ν−1))∥2+α+
+∥gm; γ; β; 0;Q(ν−1)∥2+α+

+∥φ(ν)
m ; γ; β; 0;Q(ν) ∩ (t = tν))∥2+α+
+∥gm; γ; β; 0;Q(ν)∥2+α), (44)

ïðè k = 1, ..., N .
Êðiì öüîãî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

∥fm; γ; β;µ0;Q
(ν)∥α ≤ c∥f ; γ; β;µ0;Q

(ν)∥α,

∥gm; γ; β; 0;Q(ν)∥2+α ≤ c∥g; γ; β; δ;Q(ν)∥2+α,
∥φ(ν)

m ; γ; β; 0;Q(ν) ∩ (t = tν)∥2+α ≤
≤ c∥φν ; γ; β; 0;Q(ν) ∩ (t = tν)∥2+α,

Âðàõîâóþ÷è òåïåð çàìiíó (18), îöiíêó
(10) òà íåðiâíîñòi (41) � (44) îòðèìó¹ìî îöií-
êó ðîçâ'ÿçêó um(t, x) çàäà÷i (6) � (9):

∥um; γ; β; 0;Q∥2+α ≤

≤ c

{
N∑
ν=1

{ N∏
k=ν

(1 + ∥bk;Q ∩ (t = tk)∥0)×

×(∥φν−1; γ; β; 0;Q ∩ (t = tν−1)∥2+α+
+∥f ; γ; β;µ0;Q

(ν−1)∥α+

+∥g; γ; β; δ;Q(ν−1)∥1+α
}
+
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+∥φN ; γ; β; 0;Q ∩ (t = tN)∥2+α+

+∥f ; γ; β;µ0;Q
(N)∥α + ∥g; γ; β; 0;Q(N)∥1+α

}
.

Òàêèì ÷èíîì, âñòàíîâëåíî êîðåêòíó
ðîçâ'ÿçíiñòü ìíîæèíè êðàéîâèõ çàäà÷ ç
ãëàäêèìè êîåôiöi¹íòàìè (6) � (9). Òåïåð iç
öi¹¨ ìíîæèíè îäåðæàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìîæíà
âèäiëèòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü ãðàíè÷íå
çíà÷åííÿ ÿêî¨ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1) � (4).
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ïðàâà ÷àñòè-

íà íåðiâíîñòi (17) íå çàëåæèòü âiä m.
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíîñòi {U (0)

m } ≡ {um},
{U (1)

m } ≡ {d(γ − βi, x)∂xium(t, x)}, {U
(2)
m } ≡

{d(2γ; x) ∂tum(t, x)}, {U (3)
m } ≡ {d(2γ − βi −

βj, x)∂xi∂xjum(t, x)}. Òîäi, çà òåîðåìîþ Àð÷å-

ëà, iñíóþòü ïiäïîñëiäîâíîñòi {U (j)
mν}, ÿêi ðiâ-

íîìiðíî çáiæíi â Q(ν) äî {U (j)
0 } ïðè m→∞,

j ∈ {0, 1, 2, 3}. Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè
m → ∞ â çàäà÷i (6) � (9), îäåðæèìî, ùî
u(t, x) = U

(0)
0 � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)

� (4), u ∈ C2+α(γ; β; 0;Q).
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