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ÄÅßÊI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÑÈËÜÍÎ
ÍÀÐIÇÍÎ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÍÀ ÄÎÁÓÒÊÀÕ

Äîñëiäæóþòüñÿ ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà ïiäìíîæèíàõ äîáóòêiâ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ. Äîâîäèòüñÿ, ùî êëàñ ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié çàìêíå-
íèé âiäíîñíî ñóì, ðiçíèöü, äîáóòêiâ, ðiâíîìiðíî¨ i ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ñóì, àëå íå çàìêíåíèé
âiäíîñíî ÷àñòêè. Êðiì òîãî, äîñëiäæóþòüñÿ äåòåðìiíàëüíi ìíîæèíè â êëàñi ñèëüíî íàðiçíî
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

We investigate strongly separately continuous function on subsets of products of topological
spaces. We prove that the class of all strongly separately continuous functions is closed under sums,
di�erences, products, uniform limits and locally �nite limits, but is not closed under quotients.
Moreover, we investigate determining sets in the class of strongly separately continuous functions.

1 Âñòóï

ÍåõàéX =
∏
t∈T

Xt � äîáóòîê ñiì'¨ ìíîæèíXt,

äå |Xt| > 1 äëÿ êîæíîãî t ∈ T . Äëÿ ìíîæèíè
S ⊆ S1 ⊆ T i òî÷îê a = (at)t∈T ∈ X òà
x = (xt)t∈S1 ∈

∏
t∈S1

Xt ÷åðåç axS ìè áóäåìî

ïîçíà÷àòè òî÷êó (yt)t∈T ∈ X, òàêó, ùî

yt =

{
xt, t ∈ S,
at, t ∈ T \ S.

Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

σn(a) = {(xt)t∈T ∈ X : |{t ∈ T : xt ̸= at}| ≤ n},

σ(a) =
∞∪
n=1

σn(a).

Ïiäìíîæèíè âèãëÿäó σ(a) íàçèâàþòü ùå σ-
äîáóòêàìè ïðîñòîðó X.

Äëÿ ïiäìíîæèíè X ⊆
∏
t∈T

Xt äîáóòêó òî-

ïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâXt ñèìâîëîìXτ ìè áó-
äåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíóX ç òîïîëîãi¹þ ïî-
òî÷êîâî¨ çáiæíîñòi, iíäóêîâàíîþ ç äîáóòêó∏
t∈T

Xt.

ßêùî a ∈ X, E ⊆ σ(a) i S ⊆ T , òî ïîêëà-
äåìî

XS =
∏
t∈S

Xt, ES = {x ∈ XS : axS ∈ E}.

Îçíà÷åííÿ 1. Ìíîæèíà A ⊆ X íàçèâà-
¹òüñÿ S-âiäêðèòîþ [6], ÿêùî

σ1(x) ⊆ A

äëÿ âñiõ x ∈ A.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé T � äåÿêà òîïîëîãiÿ
íà S-âiäêðèòié ìíîæèíi X ⊆

∏
t∈T

Xt i (Y, d) �

ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Ôóíêöiÿ f : X → Y íà-
çèâà¹òüñÿ ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíîþ â òî-
÷öi a ∈ X âiäíîñíî t-î¨ çìiííî¨, ÿêùî

lim
x→a

d(f(x), f(xat )) = 0.

Ôóíêöiÿ f : X → Y ¹ ñèëüíî íàðiçíî íåïå-
ðåðâíîþ â òî÷öi a ∈ X, ÿêùî f ñèëüíî íà-
ðiçíî íåïåðåðâíà â òî÷öi a âiäíîñíî êîæíî¨
çìiííî¨ t ∈ T , i ôóíêöiÿ f ¹ ñèëüíî íàðiçíî
íåïåðåðâíîþ íà ìíîæèíi X, ÿêùî f ñèëü-
íî íàðiçíî íåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi a ∈ X
âiäíîñíî êîæíî¨ çìiííî¨ t ∈ T .

Ïîíÿòòÿ ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ äié-
ñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ âiä n äiéñíèõ çìiííèõ
ââiâ Î. Äçà íiäçå â ñòàòòi [2] i âñòàíîâèâ, ùî
ôóíêöiÿ f ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíà íà Rn

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f íåïåðåðâíà. Ïðî-
äîâæóþ÷è öi äîñëiäæåííÿ, â [1] i [4] àâòîðè
ðîçãëÿäàëè ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíi ôóí-
êöi¨, âèçíà÷åíi íà ïðîñòîði ïîñëiäîâíîñòåé
ℓ2, íàäiëåíîìó ñòàíäàðòíîþ òîïîëîãi¹þ, ïî-
ðîäæåíîþ ℓ2-íîðìîþ.
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Ïðèðîäíî âèíèêëî ïèòàííÿ ïðî äîñëi-
äæåííÿ ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié, âèçíà÷åíèõ íà ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíî-
ñòåé ç iíøèìè òîïîëîãiÿìè (íàïðèêëàä, ç òî-
ïîëîãi¹þ äîáóòêó, òîïîëîãi¹þ ïðÿìî¨ ãðàíè-
öi ÷è ÿùèêîâîþ òîïîëîãi¹þ). Òàê, â [5] âè-
â÷àëàñÿ áåðiâñüêà êëàñèôiêàöiÿ ñèëüíî íà-
ðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, çàäàíèõ íà Rℵ0 ;
çîêðåìà, áóëî ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ ñèëüíî íà-
ðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : Rℵ0 → R,
ÿêà íå âèìiðíà çà Áåðîì. Äàëi, â [6] àâòî-
ðè îõàðàêòåðèçóâàëè ìíîæèíó òî÷îê ðîçðè-
âó ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ äiéñíîçíà÷íî¨
ôóíêöi¨, âèçíà÷åíî¨ íà σ-äîáóòêó ïîñëiäîâ-
íîñòi ñêií÷åííîâèìiðíèõ íîðìîâàíèõ ïðî-
ñòîðiâ. Â [7] ðîçãëÿäàëèñÿ ñèëüíî íàðiçíî íå-
ïåðåðâíi ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi íà äîáóòêàõ òî-
ïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, íàäiëåíèõ ÿùèêîâîþ
òîïîëîãi¹þ.

Â öié ñòàòòi ìè äîñëiäæó¹ìî îïåðàöi¨
íàä ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíèìè ôóíêöi-
ÿìè (òàêi, ÿê ñóìà, ðiçíèöÿ, äîáóòîê, ìiíi-
ìóì òà ìàêñèìóì) i âñòàíîâëþ¹ìî, ùî ÷àñ-
òêà ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
íå ¹ ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.
Êðiì òîãî, ìè ââîäèìî ïîíÿòòÿ ñóïåðùiëü-
íî¨ ìíîæèíè â σ-äîáóòêó X òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ i âñòàíîâëþ¹ìî íåîáõiäíi i äîñòà-
òíi óìîâè íà ìíîæèíó E ⊆ X, òàêó, ùî äëÿ
äîâiëüíèõ ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíèõ äié-
ñíîçíà÷íèõ ôóíêöié f i g íà X ç ðiâíîñòi
f |E = g|E âèïëèâà¹ ðiâíiñòü f(x) = g(x) äëÿ
âñiõ x ∈ X.
2 Ìàéæå âiäêðèòi ìíîæèíè i ñèëüíî

íàðiçíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨
Íåõàé X =

∏
t∈T

Xt � äîáóòîê ñiì'¨ òîïîëîãi÷-

íèõ ïðîñòîðiâ i a ∈ X.

Îçíà÷åííÿ 3. Ìíîæèíà W ⊆ σ(a) íàçèâà-
¹òüñÿ ìàéæå âiäêðèòîþ â σ(a), ÿêùî äëÿ
äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè S ⊆ T ìíî-
æèíà WS âiäêðèòà â ïðîñòîði XS, íàäiëåíî-
ìó òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi. Âiäïî-
âiäíî, ìíîæèíà E ⊆ σ(a) íàçèâà¹òüñÿ ìàé-
æå çàìêíåíîþ â σ(a), ÿêùî ¨¨ äîïîâíåííÿ
σ(a) \ E ìàéæå âiäêðèòå â σ(a).

Òåîðåìà 1. Íåõàé (Xt)t∈T � ñiì'ÿ òîïîëî-
ãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, (Y, d) � ìåòðè÷íèé ïðî-

ñòið, a ∈ X =
∏
t∈T

Xt i f : στ (a)→ Y � ñèëü-

íî íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Òîäi ìíî-
æèíà f−1(V ) ìàéæå âiäêðèòà â σ(a) äëÿ
äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè V ⊆ Y .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé V � âiäêðèòà ìíî-
æèíà â Y i W = f−1(V ). Ðîçãëÿíåìî òàêó
íåïåðåðâíó ôóíêöiþ ψ : Y → R, ùî V =
ψ−1((0, 1)). Ïîêëàäåìî h = ψ ◦ f i çàóâàæè-
ìî, ùî ôóíêöiÿ h : σ(a)→ R ñèëüíî íàðiçíî
íåïåðåðâíà, ïðè÷îìó f−1(V ) = h−1((0, 1)).

Íåõàé S ⊆ T � äîâiëüíà ñêií÷åííà ìíî-
æèíà. Ïîçíà÷èìî G = (h−1(0, 1))S i ïîêà-
æåìî, ùî ìíîæèíà G âiäêðèòà â XS. Çàôi-
êñó¹ìî z0 ∈ G. Òîäi u0 = az0S ∈ h−1(0, 1) i
0 < ε = h(u0)/2 < 1

2
. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ h

ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíà â òî÷öi u0 âiäíî-
ñíî t-î¨ çìiííî¨ äëÿ êîæíîãî t ∈ S, òî iñíó¹
òàêèé áàçèñíèé îêië U0 òî÷êè u0 â X, ùî

|h(x)− h(xu0S )| < ε

2
(1)

äëÿ âñiõ x ∈ U0 ∩ σ(a). Ç íåïåðåðâíîñòi âiä-
îáðàæåííÿ φ : XS → σ(a), φ(z) = azS, â òî÷öi
z0 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ áàçèñíèé îêië W0 òî-
÷êè z0 â XS, òàêèé, ùî φ(W0) ⊆ U0. Ïîêàæå-
ìî, ùî W0 ⊆ G. Íåõàé z ∈ W0 i u = azS ∈ U0.
Îñêiëüêè y = xuS ∈ U0 i y

u0
S = xu0S , òî ç íåðiâ-

íîñòi (1) âèïëèâà¹, ùî

|h(x)− h(xuS)| ≤
≤ |h(x)− h(xu0S )|+ |h(xu0S )− h(xuS)| <

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

äëÿ âñiõ x ∈ U0 ∩ σ(a). Òîäi ç îñòàííüî¨ íå-
ðiâíîñòi ïðè x = u0 âèïëèâà¹, ùî

|h(u)− ε| < ε,

çâiäêè 0 < h(u) < 2ε < 1. Îòæå, z ∈ G.
Òàêèì ÷èíîì,W0 ⊆ G i ìíîæèíà G âiäêðèòà
â XS.

Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê X =
∞∏
n=1

Xn ïîñëi-

äîâíîñòi òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ (Xn)
∞
n=1 i

äëÿ òî÷êè a = (an)
∞
n=1 ∈ X ïîçíà÷èìî

En =
n∏
k=1

Xk, σn(a) = En ×
∞∏

k=n+1

{ak}.
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Íåõàé σnτ (a) � öå ìíîæèíà σn(a) ç òîïîëî-
ãi¹þ τn ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi, à σ∞(a) � öå
ìíîæèíà σ(a), íàäiëåíà íàéñèëüíiøîþ òîïî-
ëîãi¹þ τ∞, â ÿêié êîæíå òîòîæíå âêëàäåííÿ
σnτ (a) ↪→ σn+1

τ (a) íåïåðåðâíå. Ïðèïóñòèìî,
êðiì òîãî, ùî äëÿ êîæíîãî n ïðîñòið σnτ (a)
çàìêíåíèé â σn+1

τ (a). Çàóâàæèìî, ùî ìíî-
æèíà W âiäêðèòà â σ∞(a) òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ìíîæèíà W ∩ σn(a) âiäêðèòà â σnτ (a)
äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Êðiì òîãî, ìíîæèíà
W ⊆ σ(a) ìàéæå âiäêðèòà â σ(a) âiäíîñíî
òîïîëîãi¨ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âîíà âiäêðèòà â σ∞(a).

Ç öèõ çàóâàæåíü i òåîðåìè 1 íåãàéíî âè-
ïëèâà¹

Òåîðåìà 2. Íåõàé (Xn)
∞
n=1 � ïîñëiäîâíiñòü

òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, a ∈
∞∏
n=1

Xn i Y �

ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi êîæíà ñèëüíî íà-
ðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : στ (a) → Y íå-
ïåðåðâíà íà σ∞(a).

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå âiðíå, ÿê ïîêà-
çó¹ íàñòóïíèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé R∞ = σ∞(a), äå a =
(0, 0, . . . ) ∈ Rℵ0. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ f : R∞ → R, ÿêà íå ¹ ñèëüíî íàðiçíî
íåïåðåðâíîþ íà σ(a) ç òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êî-
âî¨ çáiæíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî n ∈
NÏîêëàäåìî

xn = (
1

n
, 0, . . . , 0, n︸︷︷︸

n

, 0, . . . ),

yn = (0, . . . , 0, n︸︷︷︸
n

, 0, . . . )

i íåõàé F1 = {xn : n ∈ N}, F2 = {yn : n ∈ N}.
Îñêiëüêè ìíîæèíè F1 i F2 íåïåðåòèííi i çà-
ìêíåíi â äîñêîíàëî íîðìàëüíîìó ïðîñòîði
R∞, òî iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : R∞ →
R, òàêà, ùî F1 = f−1(0) i F2 = f−1(1). Çà-
óâàæèìî, ùî xn → a ïîêîîðäèíàòíî íà σ(a)
i yn = (xn)

a
1. Àëå f(xn) − f(yn) = 1 äëÿ êî-

æíîãî n, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ f íå ¹
ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíîþ íà σ(a) â òî÷öi
a âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨.

3 Îïåðàöi¨ íàä ñèëüíî íàðiçíî íåïå-
ðåðâíèìè ôóíêöiÿìè

Îçíà÷åííÿ 4. Ìíîæèíà A ⊆
∏
t∈T

Xt íàçè-

âà¹òüñÿ ïðîåêòèâíî ñèìåòðè÷íîþ âiäíîñíî
òî÷êè a ∈ A, ÿêùî xat ∈ A äëÿ âñiõ t ∈ T òà
x ∈ A.

Îçíà÷åííÿ 5. Íåõàé X ⊆
∏
t∈T

Xt i T �

äåÿêà òîïîëîãiÿ íà X. Ïðîñòið (X, T ) íà-
çèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ïðîåêòèâíî ñèìåòðè-
÷íèì [6], ÿêùî êîæíà òî÷êà x ∈ X ìà¹ áàçó
ïðîåêòèâíî ñèìåòðè÷íèõ îêîëiâ âiäíîñíî x.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äîâiëüíà S-âiäêðèòà
ìíîæèíà äîáóòêó

∏
t∈T

Xt òîïîëîãi÷íèõ ïðî-

ñòîðiâ Xt ç òîïîëîãi¹þ τ ïîòî÷êîâî¨ çái-
æíîñòi ¹ ëîêàëüíî ïðîåêòèâíî ñèìåòðè÷íèì
ïðîñòîðîì. Òàêîæ âñiõ êëàñè÷íi ïðîñòîðè
ïîñëiäîâíîñòåé, òàêi, ÿê ïðîñòið c âñiõ çái-
æíèõ ïîñëiäîâíîñòåé àáî ïðîñòîðè ℓp ç 0 <
p ≤ ∞ ¹ ëîêàëüíî ïðîåêòèâíî ñèìåòðè÷íè-
ìè.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé X � S-âiäêðèòà
ìíîæèíà â äîáóòêó

∏
t∈T

Xt, íàäiëåíà ëîêàëü-

íî ïðîåêòèâíî ñèìåòðè÷íîþ òîïîëîãi¹þ T ,
a = (at)t∈T ∈ X, Y � ìåòðè÷íèé ïðîñòið i
f : (X, T ) → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
â òî÷öi a. Òîäi f ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíå
â òî÷öi a.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i t ∈ T .
Âèáåðåìî ïðîåêòèâíî ñèìåòðè÷íèé âiäíîñíî
òî÷êè a îêië U òî÷êè a, òàêèé, ùî

d(f(x), f(a)) <
ε

2

äëÿ âñiõ x ∈ U . Òîäi xat ∈ U i

d(f(x), f(xat )) ≤ d(f(x), f(a))+

+d(f(a), f(xat )) <
ε

2
+
ε

2
= ε

äëÿ âñiõ x ∈ U .

Òåîðåìà 3. Íåõàé X ⊆
∏
t∈T

Xt � S-âiäêðè-

òà ìíîæèíà, íàäiëåíà ëîêàëüíî ïðîåêòèâ-
íî ñèìåòðè÷íîþ òîïîëîãi¹þ T i x0 ∈ X.
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(i) ßêùî f : X → R i g : X → R ñèëü-
íî íàðiçíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ â òî÷öi
x0, òî ôóíêöi¨ f(x) ± g(x), f(x) · g(x),
|f(x)|, min{f(x), g(x)} i max{f(x), g(x)}
òàêîæ ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíi â òî-
÷öi x0.

(ii) ßêùî ðÿä
∞∑
n=1

fn(x), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíèõ â òî÷öi x0
ôóíêöié fn : X → R ðiâíîìiðíî çái-
æíèé íà ìíîæèíi X, òî ñóìà f(x)
öüîãî ðÿäó ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíà â
òî÷öi x0.

(iii) ßêùî (fi)i∈I � ëîêàëüíî ñêií÷åííà ñiì'ÿ
ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíèõ â òî÷öi x0
ôóíêöié fi : X → R, òî ôóíêöiÿ
f(x) =

∑
i∈I
fi(x) ñèëüíî íàðiçíî íåïå-

ðåðâíà â òî÷öi x0.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî çìiííó t ∈ T i
ïîêàæåìî, ùî âêàçàíi ôóíêöi¨ ñèëüíî íàði-
çíî íåïåðåðâíi â òî÷öi x0 âiäíîñíî t-î¨ çìií-
íî¨.

(i). Â öüîìó ïóíêòi äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ
h(x) = f(x) · g(x) ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâ-
íà. Äîñèòü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè ôóí-
êöi¨ f òà g îáìåæåíi. Îñêiëüêè

|f(x) · g(x)− f(xx0t ) · g(xx0t )| ≤
≤ |f(x) · g(x)− f(xx0t ) · g(x)|+

+|f(xx0t ) · g(x)− f(xx0t ) · g(xx0t )| =
= |g(x)||f(x)− f(xx0t )|+

+|f(xx0t )||g(x)− g(xx0t )|,

òî lim
x→x0

|h(x)− h(xx0t )| = 0.

(ii). Âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi

|f(x)− f(xx0t )| ≤
∞∑
n=1

|fn(x)− fn(xx0t )|

i òåîðåìè ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì
ñóìè ðiâíîìiðíî çáiæíîãî ðÿäó.

(iii). Íåõàé (Wi : i ∈ I) � ëîêàëüíî ñêií-
÷åííà ñiì'ÿ ìíîæèí Wi = f−1i ((0, 1]), W =∪
i∈I
Wi i ε > 0.

Ó âèïàäêó x0 ̸∈ W âèáåðåìî òàêèé ïðîå-
êòèâíî ñèìåòðè÷íèé âiäíîñíî x0 îêië V òî-
÷êè x0 â X, ùî V ⊆ X \ W . Òîäi äëÿ âñiõ

x ∈ V ìà¹ìî, ùî fi(x) = fi(x
x0
t ) = 0, çâiäêè

|f(x)− f(xx0t )| = 0 < ε.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê x0 ∈ W i âèáåðåìî

îêië U òî÷êè x0 â X, òàêèé, ùî ìíîæèíà
I0 = {i ∈ I : U ∩Wi ̸= ∅} ñêií÷åííà i íåïî-
ðîæíÿ. Äëÿ êîæíîãî i ∈ I0 âiçüìåìî òàêèé
îêië Ui òî÷êè x0 â X, ùî äëÿ âñiõ x ∈ Ui
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|fi(x)− fi(xx0t )| < ε

|I0|
.

Ïîêëàäåìî V = U ∩
( ∩
i∈I0

Ui

)
. Òîäi V � îêië

òî÷êè x0 â X, ïðè÷îìó

|f(x)− f(xx0t )| ≤
∑
i∈I0

|fi(x)− fi(xx0t )| < ε

äëÿ âñiõ x ∈ V .
Âòiì, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ÷àñòêà ñèëüíî íà-

ðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íå îáîâ'ÿçêîâî ¹
ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Âiä-
ïîâiäíèé ïðèêëàä ìè ðîçãëÿíåìî â íàñòó-
ïíîìó ïóíêòi.

4 ×àñòêà ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâ-
íèõ ôóíêöié

Íåõàé R+ = (0,+∞)ℵ0 , | · |n � ìåòðèêà íà

ïðîñòîði Xn ïðè n ∈ N, a ∈
∞∏
n=1

Xn, u =

(un)
∞
n=1 ∈ σ(a) i r = (rn)

∞
n=1 ∈ R+. Ïîêëàäå-

ìî

Bn(un, rn) = {x ∈ Xn : |x− un|n < rn},
Bn[un, rn] = {x ∈ Xn : |x− un|n ≤ rn},

B∞(u, r) =
( ∞∏
n=1

Bn(un, rn)
)
∩ σ(a).

Ëåìà 1. Íåõàé ((Xn, | · |n))n=1 � ïîñëi-
äîâíiñòü ëîêàëüíî êîìïàêòíèõ ìåòðè÷íèõ

ïðîñòîðiâ i a ∈
∞∏
n=1

Xn. Òîäi ñiì'ÿ B∞ =

{B∞(u, r) : u ∈ σ(a), r ∈ R+} óòâîðþ¹ áàçó
â ïðîñòîði σ∞(a).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó âiä-
êðèòó â σ∞(a) ìíîæèíó W i äëÿ êîæíîãî
n ∈ N ïîçíà÷èìî Gn = {x ∈ En : ax{1,...,n} ∈
W}. Íåõàé x ∈ W , ïðè÷îìó xn = an äëÿ âñiõ
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n > N . Äëÿ êîæíîãî n = 1, . . . , N âèáåðåìî
òàêå rn(x) > 0, ùî

F1 =
N∏
n=1

Bn[xn, rn(x)] ⊆ GN .

Îñêiëüêè F1 × {aN+1} � êîìïàêòíà ïiäìíî-
æèíà âiäêðèòî¨ â EN+1 ìíîæèíè GN+1, òî
iñíó¹ òàêå rN+1(x) > 0, ùî

F2 = F1 ×BN+1[aN+1, rN+1(x)] ⊆ GN+1.

Äàëi, F2 × {aN+2} � êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà
âiäêðèòî¨ â EN+2 ìíîæèíè GN+2. Òîìó iñíó¹
òàêå rN+2(x) > 0, ùî

F2 ×BN+2[aN+2, rN+2(x)] ⊆ GN+2.

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äî íåñêií÷åííîñòi,
ìè îäåðæèìî ïîñëiäîâíiñòü (rn(x))∞n=1 ∈ R+,
òàêó, ùî( ∞∏

n=1

Bn[xn, rn(x)]
)
∩ σ(a) ⊆ W.

Òîäi x ∈ B∞(x, r(x)) ⊆ W .
Ç [7, Ëåìà 2] âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ôàêò.

Ëåìà 2. Íåõàé X =
∞∏
n=1

Xn � äîáóòîê ïîñëi-

äîâíîñòi ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ Xn, a ∈ X i
r ∈ R+. Òîäi iñíó¹ ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâ-
íà ôóíêöiÿ f : X → [0, 1], òàêà, ùî

B∞(a, r) = f−1((0, 1]).

Òåîðåìà 4. Íåõàé ((Xn, |·|n))∞n=1 � ïîñëiäîâ-
íiñòü ëîêàëüíî êîìïàêòíèõ ñåïàðàáåëüíèõ

ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ i a ∈ X =
∞∏
n=1

Xn. Òî-

äi

(i) ÿêùî W ⊆ σ(a) � ìàéæå âiäêðèòà
ìíîæèíà, òî iñíó¹ ñèëüíî íàðiçíî íå-
ïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → [0, 1], òàêà,
ùî W = f−1((0, 1]);

(ii) ÿêùî F ⊆ σ(a) � ìàéæå çàìêíåíà ìíî-
æèíà, òî iñíó¹ ñèëüíî íàðiçíî íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → [0, 1], òàêà,
ùî F = f−1(0).

Äîâåäåííÿ. (i). Çãiäíî ç ëåìîþ 1 iñíó¹
ñiì'ÿ (Bi : i ∈ I) ìíîæèí Bi = B∞(ui, ri),
òàêà, ùî W =

∪
i∈I
Bi. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî

n ∈ N ñiì'ÿ (Bi ∩ σn(a) : i ∈ I) óòâîðþ¹ âiä-
êðèòå ïîêðèòòÿ ìíîæèíè Vn = W ∩ σn(a) â
σn(a), òî iñíó¹ çëi÷åííà ìíîæèíà In ⊆ I, òà-
êà, ùî ñiì'ÿ (Bi∩σn(a) : i ∈ In) ¹ ïîêðèòòÿì
Vn. Ïîêëàäåìî J =

∞∪
n=1

In = {im : m ∈ N}.

ÒîäiW =
∞∪
m=1

Bim . Äàëi, äëÿ êîæíîãî m ∈ N

çà ëåìîþ 2 iñíó¹ ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâ-
íà ôóíêöiÿ fm : X → [0, 1], òàêà, ùî Bim =
f−1m ((0, 1]). Òîäi ôóíêöiÿ f : X → [0, 1],

f(x) =
∞∑
m=1

1

2m
fm(x)

¹ ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíîþ çà òåîðå-
ìîþ 3. Êðiì òîãî, W = f−1((0, 1]).

(ii). Íåõàé òåïåð F ⊆ σ(a) � ìàéæå çà-
ìêíåíà ìíîæèíà i g : X → [0, 1] � òà-
êà ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, ùî
σ(a) \ F = g−1((0, 1]). Äëÿ êîæíîãî x ∈ X
ïîêëàäåìî

f(x) = g(x) + χX\σ(a)(x).

Íåñêëàäíî ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôóí-
êöiÿ f ¹ øóêàíîþ.

Òåîðåìà 5. Iñíóþòü ñèëüíî íàðiçíî íåïå-
ðåðâíi äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ íà Rℵ0, ÷àñòêà
ÿêèõ íå ¹ ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (xn)
∞
n=1, (yn)

∞
n=1, F1 i

F2 � òàêi ïîñëiäîâíîñòi i ìíîæèíè, ÿê â ïðè-
êëàäi 1. Îñêiëüêè êîæíà ç ìíîæèí F1 òà F2

çàìêíåíà â R∞, à çíà÷èòü, ìàéæå çàìêíåíà
â R∞τ , òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 4 iñíóþòü ñèëüíî
íàðiçíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f, g : Rℵ0 → R,
ùî F1 = f−1(0) i F2 = g−1(0). Ôóíêöiÿ
h(x) = f(x) + g(x) ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâ-
íà íà Rℵ0 çà òåîðåìîþ 3. Ðîçãëÿíåìî ÷àñòêó
φ(x) = f(x)

h(x)
i çàóâàæèìî, ùî φ(x) = 0 íà F1

i φ(x) = 1 íà F2. Çàçíà÷èìî, ùî yn = (xn)
0
1 i

xn → 0 íà Rℵ0 . Ç ðiâíîñòi

|φ(xn)− φ(yn)| = 1

âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ φ : Rℵ0 → R íå ¹ ñèëü-
íî íàðiçíî íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x = 0 âiäíî-
ñíî ïåðøî¨ çìiííî¨.
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5 Äåòåðìiíàëüíi i ñóïåðùiëüíi ìíî-
æèíè

Íåõàé (X, Y ) � ïàðà òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
i F(X, Y ) � äåÿêèé êëàñ âiäîáðàæåíü ìiæ X
òà Y .

Îçíà÷åííÿ 6. Ìíîæèíà E ⊆ X íàçè-
âà¹òüñÿ äåòåðìiíàëüíîþ â êëàñi F(X, Y ),
ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ âiäîáðàæåíü f, g ∈
F(X,Y ) ç òîãî, ùî f |E = g|E âèïëèâà¹, ùî
f = g íà X.

Äîáðå âiäîìî, ùî êîæíà âñþäè ùiëüíà
ïiäìíîæèíà E òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ¹
äåòåðìiíàëüíîþ â êëàñi C(X,R) âñiõ íåïå-
ðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà X.

Òåîðåìà Ñåðïiíñüêîãî [3] ñòâåðäæó¹, ùî
âñþäè ùiëüíà ïiäìíîæèíà E ⊆ R2 ¹ äåòåðìi-
íàëüíîþ â êëàñi CC(R2,R) âñiõ íàðiçíî íå-
ïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà R2.

Â öüîìó ïóíêòi ìè âñòàíîâèìî íåîáõiäíi
i äîñòàòíi óìîâè äåòåðìiíàëüíîñòi ìíîæèíè
E â êëàñi ñèëüíî íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié.

Îçíà÷åííÿ 7. Íåõàé T � äåÿêà òîïîëî-
ãiÿ íà äîáóòêó X =

∏
t∈T

Xt i a ∈ X. Ìíî-

æèíà E ⊆ σ(a) íàçèâà¹òüñÿ ñóïåðùiëüíîþ
â (σ(a), T ), ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨
ìíîæèíè S ⊆ T ìíîæèíà ES ùiëüíà â XS.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ÿêùî T � öå òîïîëî-
ãiÿ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi, òî ìíîæèíà ñóïåð-
ùiëüíà â (σ(a), T ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âî-
íà ùiëüíà â (σ(a), T ). Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëü-
íî¨ òîïîëîãi¨ T íà X iç ñóïåðùiëüíîñòi ìíî-
æèíè âèïëèâà¹ ¨¨ ùiëüíiñòü. Îáåðíåíå òâåð-
äæåííÿ íå âiðíå, ÿê ïîêàçó¹ íàñòóïíèé ðå-
çóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé (Xn)
∞
n=1 � ïîñëiäîâ-

íiñòü ãàóñäîðôîâèõ ñåïàðàáåëüíèõ ïðîñòî-

ðiâ, a = (an)
∞
n=1 ∈

∞∏
n=1

Xn, ïðè÷îìó â êîæíî-

ìó ïðîñòîði Xn iñíó¹ íåòðèâiàëüíà çáiæíà
ïîñëiäîâíiñòü (xn,k)

∞
k=1 äî òî÷êè an. Òîäi â

σ∞(a) iñíó¹ âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà A, òà-
êà, ùî äëÿ êîæíîãî n ≥ 1 ìíîæèíà

An = {x ∈ En : ax{1,...,n} ∈ A}

íiäå íå ùiëüíà â En.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî n

äîáóòîê En =
n∏
k=1

Xk ñåïàðàáåëüíèé, òî â

íüîìó iñíó¹ âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà Bn =
{dn,k : k ∈ N}. Ïîêëàäåìî D1 = {d1,1} i äëÿ
âñiõ n ≥ 1 íåõàé

Dn+1 = {(dn,k, xn+1,k) : k ∈ N},

Da
n+1 = Dn+1 ×

∞∏
k=n+2

{ak},

A =
∞∪
n=1

Da
n.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî n ≥ 1 ìà¹ ìiñöå
âêëþ÷åííÿ

Da
n+1 ⊇ σn(a).

Íåõàé x = (x1, . . . , xn, an+1, . . . ) ∈ σn(a) i

W = (
∞∏
k=1

Wk)∩σ(a) � áàçèñíèé îêië òî÷êè x

â σ∞(a). Âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü (dn,km)
∞
m=1

òî÷îê ç ìíîæèíè Bn, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî òî-
÷êè p = (x1, . . . , xn) â En. Íåõàé N1 � òà-
êèé íîìåð, ùî dn,km ∈ W1 × · · · × Wn äëÿ
âñiõ km ≥ N1, à N2 � òàêèé íîìåð, ùî
xn+1,k ∈ Wn+1 äëÿ âñiõ k ≥ N2. Ïîçíà÷èìî
N = max{N1, N2}. Òîäi

(dn,N , xn+1,N) ∈ W ∩Da
n+1.

Ç âêëþ÷åíü

A =
∞∪
n=1

Da
n ⊇

∞∪
n=1

Da
n ⊇

∞∪
n=1

σn(a) = σ(a)

âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà A âñþäè ùiëüíà â
σ∞(a).

Çàëèøèëîñü çàóâàæèòè, ùî An = Dn i êî-
æíà ìíîæèíà Dn íiäå íå ùiëüíà â En ïðè
n ≥ 1.

Íàñëiäîê 2. Â ïðîñòîði R∞ iñíó¹ âñþäè
ùiëüíà ìíîæèíà, ÿêà íå ¹ ñóïåðùiëüíîþ.

Íàì áóäå ïîòðiáíèé òàêîæ íàñòóïíèé ðå-
çóëüòàò.

Òåîðåìà 6. [6, Corollary 3.6] Íåõàé X �

S-âiäêðèòà ìíîæèíà â äîáóòêó
n∏
k=1

Xk òî-

ïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ Xk i Y � ìåòðè÷íèé
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ïðîñòið. Òîäi êîæíà ñèëüíî íàðiçíî íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ f : Xτ → Y íåïåðåðâíà.

Òåîðåìà 7. Íåõàé X =
∏
t∈T

Xt � äîáóòîê

ñiì'¨ öiëêîì ðåãóëÿðíèõ ïðîñòîðiâ Xt, T �
äåÿêà òîïîëîãiÿ íà X, çâóæåííÿ ÿêî¨ íà äî-
âiëüíèé ñêií÷åííèé äîáóòîê XS çáiãà¹òüñÿ
ç òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íà XS,
a ∈ X, σT (a) � ìíîæèíà σ(a), íàäiëåíà òî-
ïîëîãi¹þ T i SSC � êëàñ âñiõ ñèëüíî íàði-
çíî íåïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà
σT (a). Äëÿ ìíîæèíè E ⊆ σ(a) íàñòóïíi
óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) E � äåòåðìiíàëüíà â êëàñi SSC;

(ii) E � ñóïåðùiëüíà â σT (a).

Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii). Ìiðêóþ÷è âiä
ñóïðîòèâíîãî, ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêà
ñêií÷åííà ìíîæèíà S ⊆ T , ùî ìíîæèíà
ES íå ¹ ùiëüíîþ â XS. Âèáåðåìî äîâiëü-
íó òî÷êó u ∈ XS \ ES, äå çàìèêàííÿ áåðå-
òüñÿ â ïðîñòîði XS. Îñêiëüêè äîáóòîê XS

öiëêîì ðåãóëÿðíèé, òî iñíó¹ òàêà íåïåðåðâ-
íà ôóíêöiÿ φ : XS → R, ùî ES ⊆ φ−1(0)
i φ(u) = 1. Äëÿ âñiõ x = (xt)t∈T ∈ σ(a)
ïîêëàäåìî f(x) = φ((xt)t∈S). Òîäi ôóíêöiÿ
f : σT → R íåïåðåðâíà, ïðè÷îìó f |E = 0.
Çàóâàæèìî, ùî f(auS) = φ(u) = 1, ùî ñóïå-
ðå÷èòü äåòåðìiíàëüíîñòi ìíîæèíè E.

(ii) ⇒ (i). Íåõàé f : σT (a) → R � ñèëüíî
íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òàêà, ùî f |E =
0. Ïîêàæåìî, ùî f(x) = 0 äëÿ âñiõ x ∈ σ(a).
Çàôiêñó¹ìî òî÷êó u = (ut)t∈T ç σ(a) i íåõàé
S ⊆ T � òàêà ñêií÷åííà ìíîæèíà, ùî ut = at
äëÿ âñiõ t ∈ T\S. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ g :
XS → R, g(x) = f(axS), íåïåðåðâíà çãiäíî ç
òåîðåìîþ 6. Êðiì òîãî, ìíîæèíà ES ùiëüíà
âXS, ïðè÷îìó g|ES = 0. Òîäi g ≡ 0 íà âñüîìó
äîáóòêó XS. Òîäi

f(u) = f(auS) = g(u) = 0.

Îòæå, ìíîæèíà E äåòåðìiíàëüíà.
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