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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÏÐÎ ÏÎËIÍÎÌIÀËÜÍIÑÒÜ ÍÀÐIÇÍÎ ÏÎËIÍÎÌIÀËÜÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ
ÂIÄ ÁÀÃÀÒÜÎÕ ÇÌIÍÍÈÕ

Äîâåäåíi òåîðåìè ïðî ñóêóïíó ïîëiíîìiàëüíiñòü íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíèõ ôóíêöié âiä
áàãàòüîõ çìiííèõ, çîêðåìà, çíàéäåíèé çàãàëüíèé âèãëÿä íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü
f : X1 × ... ×Xn → K, äå Xk− ïiäìíîæèíè äîâiëüíîãî ïîëÿ K i f ¹ ïîëiíîìîì ôiêñîâàíîãî
ñòåïåíÿ mk âiäíîñíî êîæíî¨ çìiííî¨ xk, çà óìîâè, ùî |Xk| > mk äëÿ âñiõ k, êðiì, ìîæëèâî,
îäíîãî.

We prove theorems on the joint polynomiality of separately polynomial functions of several
variables. In particular, we obtain a general representation of separately polynomial mappings
f : X1 × · · · × Xn → K for the case where every Xk is a subset of a �eld K, f is polynom of a
�xed power mk with respect to each variable xk and |Xk| > mk for all k except for at most one.

1. Âñòóï. Íåõàé K − äîâiëüíå ïîëå i Z
− âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì K. Ïîëiíî-
ìîì âiä n çìiííèõ íà ïîëi K ç êîåôiöi¹íòà-
ìè ç ïðîñòîðó Z íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ
f : Kn → Z, ÿêå ìà¹ âèãëÿä

f(x1, ..., xn) =
N∑

k1,...,kn=0

ak1,...,knx
k1
1 ...x

kn
n ,

äå ak1,...,kn− äîâiëüíi âåêòîðè ç ïðîñòîðó Z.
Ñèìâîëîì K ïîçíà÷èìî ïîëå R äiéñíèõ ÷è-
ñåë àáî ïîëå C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. ßêùî
E ⊆ Kn, òî ôóíêöiþ f : E → Z íàçèâàþòü
ïîëiíîìiàëüíîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé ïîëiíîì
g : Kn → Z, ùî g |E= f. Ïðè n > 1 ïîëiíîìi-
àëüíó ôóíêöiþ f : E → Z íàçèâàþòü ñóêó-
ïíî ïîëiíîìiàëüíîþ àáî ïîëiíîìiàëüíîþ çà
ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

Äëÿ òî÷êè a = (a1, ..., an) ç Kn i
íîìåðà k = 1, ..., n ïîêëàäåìî âk =
(a1, ...ak−1, ak+1, ..., an). Çðîçóìiëî, ùî âk ∈
Kn−1. Ïîêëàäàþ÷è

qâk(xk) = (a1, ..., ak−1, xk, ak+1, ..., an)

äëÿ äîâiëüíîãî k = 1, ..., n, a ∈ Kn i xk ∈
K, ìè îäåðæèìî âiäîáðàæåííÿ qâk : K →
Kn. Äëÿ ìíîæèíè E ⊆ Kn, i òî÷êè a =
(a1, ..., an) ∈ E i íîìåðà k = 1, ..., n ââåäå-
ìî ìíîæèíè Eâk = q−1âk (E). Âiäîáðàæåííÿ
f : E → Z íàçèâà¹òüñÿ íàðiçíî ïîëiíîìiàëü-
íèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè a ∈ E i äîâiëü-

íîãî k = 1, ..., n âiäîáðàæåííÿ fâk = f ◦ qâk :
Eâk → Z áóäå ïîëiîìiàëüíèì.

Íåõàé −→m = (m1, ...,mn)− íàáið ç n íåâiä'-
¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë i E ⊆ Kn.Íàðiçíî ïîëiíî-
ìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ f : E → Z íàçèâàòüñÿ
−→m-ïîëiíîìiàëüíèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè
a ∈ Kn i äîâiëüíîãî íîìåðà k = 1, ..., n ïîëi-
íîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ fâk : Ek → Z ¹ çâó-
æåííÿì ïîëiíîìà g : K → Z, ñòåïiíü ÿêîãî
íå ïåðåâèùó¹ mk. Ñèìâîë |M | îçíà÷à¹ ïîòó-
æíiñòü ìíîæèíè M.

Ó âèïàäêó E = X1 × ...×Xn, äå Xk ⊆ K
ïðè k = 1, ..., n, ó ïðàöi [1] áóëî äàíî íåîá-
õiäíi i äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá êîæíà
íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóíöiÿ f : X1 × ... ×
Xn → K áóëà ïîëiíîìiàëüíîþ çà ñóêóïíi-
ñòþ çìiííèõ. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè E ïè-
òàííÿ ïðî ñóêóïíó ïîëiíîìiàëüíiñòü íàðiçíî
ïîëiíîìiàëüíèõ ôóíêöié f : E → K ùå íå
äóæå äîáðå âèâ÷åíå, õî÷à ÷àñòêîâi âiäïîâiäi
íà íüîãî áóëè îòðèìàíi â [2].

Ó öié ñòàòòi ìè ïðîäîâæó¹ìî äîñëiäæåí-
íÿ çâ'ÿçêiâ ìiæ íàðiçíîþ i ñóêóïíîþ ïîëiíî-
ìiàëüíiñòþ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ. Ñïî-
÷àòêó ìè ïåðåíîñèìî íà âèïàäîê äîâiëüíîãî
n äîâåäåíó â [3] ïðè n = 2 òåîðåìó ïðî çà-
ãàëüíèé âèãëÿä −→m-ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðà-
æåíü äëÿ E = X1 × ...×Xn.

Äàëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïèòàííÿ ïðî ñóêó-
ïíó ïîëiíîìiàëüíiñòü íàðiçíî ïîëiíîìiàëü-
íèõ âiäîáðàæåíü f : X1 × ... × Xn → Z,
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äå X1, ..., Xn i Z− âåêòîðíi ïðîñòîðè. Ìîäè-
ôiêóþ÷è êîíñòðóêöiþ Ñ.Ìàçóðà i Â.Îðëè÷à
[4], ìè áóäó¹ìî ÿâíèé ïðèêëàä íàðiçíî ïî-
ëiíîìiàëüíî¨ ôóíêöi¨ f : K∞ × K∞ → K, äå
K∞− ïðîñòið ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ñêà-
ëÿðiâ, ÿêå íå ¹ ñóêóïíî ïîëiíîìiàëüíîþ. Íà-
ðåøòi, ìè äîâîäèìî, ùî äëÿ êîìïëåêíèõ áà-
íàõîâèõ ïðîñòîðiâ X1, ...Xn êîæíà íàðiçíî
íåïåðåðâíà i íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ
f : X1 × ... × Xn → C áóäå ïîëiíîìiàëü-
íîþ çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ (öåé ðåçóëüòàò
áóâ àíîíñîâàíèé â [5]).
2. Çàãàëüíèé âèãëÿä −→m-

ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü.
Òåîðåìà 2. Íåõàé −→m = (m1, ...,mn)− äî-

âiëüíèé íàáið ç n íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë,
E = X1 × ... × Xn− äîáóòîê äîâiëüíèõ ïiä-
ìíîæèí ïîëÿ K, òàêèõ, ùî |Xk| > mk äëÿ
âñiõ k = 1, ..., n, êðiì, ìîæëèâî, îäíîãî, i
f : E → K− −→m-ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåí-
íÿ. Òîäi iñíóþòü òàêi åëåìåíòè ak1,...,kn ç ïîëÿ
K, ùî

f(x1, ..., xn) =

m1∑
k1=0

...
mn∑
kn=0

ak1,...,knx
k1
1 ...x

kn
n .

Äîâåäåííÿ. Ïðè n = 1 äîâîäèòè íi÷îãî,
ïðè n = 2 âiäïîâiäíå òâåðäæåíÿ áóëî äîâå-
äåíî â [3].

Íåõàé n > 2 i âiäïîâiäíå òâåðäæåííÿ
ñïðàâäæó¹òüñÿ, êîëè êiëüêiñòü çìiííèõ äî-
ðiâíþ¹ n− 1. Äîâåäåìî, ùî òîäi âîíî ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ i äëÿ n çìiííèõ, ÿê ó ôîðìóëþ-
âàííi òåîðåìè.

Íåõàé −→m,E i f− òàêi, ÿê ó ôîðìóëþâàííi
òåîðåìè. Áóäåìî ââàæàòè äëÿ ïåâíîñòi, ùî
|Xn| > mn. Ïîêëàäåìî X = X1 × ...×Xn−1 i
Y = Xn. Òîäi E = X1× ...×Xn−1×Xn = X×
Y. Çà óìîâîþ, äëÿ êîæíîãî x = (x1, ..., xn−1)
ôóíêöiÿ fx(y) = f(x1, ..., xn−1, xn), äå y =
xn ∈ Y, ¹ mn-ïîëiíîìiàëüíîþ, òîáòî iñíó¹
òàêèé ïîëiíîì px(y) =

∑mn
kn=0 akn(x)y

kn , ùî
fx(y) = px(y) äëÿ êîæíîãî y ∈ Y. Îñêiëüêè
|Y | = |Xn| > mn, òî â ìíîæèíi Y ìè ìî-
æåìî çíàéòè mn + 1 ðiçíèõ òî÷îê y0, ..., ymn .
Ïiäñòàâëÿþ÷è ¨õ çàìiñòü y ó ðiâíiñòü

f(x, y) =
mn∑
kn=0

akn(x)y
kn ,

îòðèìà¹ìî ïðè j = 0, 1, ...,mn ðiâíîñòi

mn∑
kn=0

akn(x)y
kn
j = f(x, yj) = fyj(x).

Îñêiëüêè f− öå −→m-ïîëiíîìiàëüíà ôóí-
êöiÿ, òî äëÿ êîæíîãî j = 0, ...,mn ôóíêöiÿ
fyj : X → K áóäå

−→
l -ïîëiíîìiàëüíîþ, äå

−→
l = (m1, ...,mn−1). Çà iíäóêòèâíèì ïðèïó-
ùåííÿì äëÿ êîæíîãî j = 0, ...,mn iñíóþòü
òàêi åëåìåíòè ajk1,...,kn−1

∈ K, ùî

fyj(x) =

m1∑
k1=0

...

mn−1∑
kn−1=0

ajk1,...,kn−1
xk11 ...x

kn−1

n−1 .

Ðîçãëÿíåìî âèçíà÷íèêè

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 y0 . . . ymn0

1 y1 . . . ymn1

. . . . . . . . . . . .
1 yn . . . ymnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
i ∆kn(x), ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ ç âèçíà÷íèêà ∆
øëÿõîì çàìiíè åëåìåíòiâ ykn0 , y

kn
1 , ..., y

kn
n éî-

ãî kn-ãî ñòîâï÷èêà, äå kn = 0, 1, ...,mn íà
åëåìåíòè fy0(x), fy1(x), ...fymn (x) âiäïîâiäíî.

Âèçíà÷íèê∆− öå âèçíà÷íèê Âàíäåðìîí-
äà [6], äëÿ ÿêîãî

∆ =
∏

0≤i<j≤mn

(yj − yi),

çîêðåìà, ∆ ̸= 0. Òîìó çà ôîðìóëàìè Êðàìå-
ðà

akn(x) =
∆kn(x)

∆

äëÿ êîæíîãî kn = 0, 1, ...,mn. Ðîçêëàäàþ÷è
âèçíà÷íèê ∆kn(x) ïî åëåìåíòàõ kn-ãî ñòîâ-
ï÷èêà, îòðèìà¹ìî, ùî

∆kn(x) =
mn∑
j=0

akn,jfyj(x),

äå akn,j − àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåí-
òà fj(x) ó âèçíà÷íèêó ∆kn(x), ÿêå íå çàëå-
æèòü âiä x, à òiëüêè âiä âèáðàíèõ åëåìåíòiâ
y0, ..., ymn . Òîäi, ïîêëàâøè ãkn,j =

akn,j
∆
, i âè-

êîðèñòàâøè ôîðìóëè äëÿ ∆kn i fyj(x) îòðè-
ìà¹ìî:
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f(x1, ..., xn) = f(x, y) =
mn∑
kn=0

akn(x)y
kn =

=

m1∑
k1=0

mn∑
kn=0

ak1,...,knx
k1
1 ...x

kn
n

äå ak1,...,kn =
∑mn

j=0 akn,ja
j
k1,...,kn−1

. Òàêèì ÷è-
íîì, òåîðåìà äîâåäåíà.
3. Ïðèêëàä íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíîãî

i íå ïîëiíîìiàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ.
Ñ. Áàíàõ çàïðîïîíóâàâ çàãàëüíå îçíà÷å-

ííÿ ïîëiíîìà f : X → Y, äå X,Y− äîâiëüíi
âåêòîðíi ïðîñòîðè íàä îäíèì i òèì ñàìèì
ïîëåì K. Òàêi ïîëiíîìè âïåðøå ïî÷àëè äî-
ñëiäæóâàòè Ñ. Ìàçóð i Â. Îðëè÷ ó [4]. Íà-
ãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçè-
âà¹òüñÿ n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì, ÿêùî iñó¹
òàêå n-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ g : Xn → Y,
ùî g(x, ..., x) = f(x) íà X, i ïðîñòî ïî-
ëiíîìîì ñòåïåíÿ ≤ m, ÿêùî iñíóþòü òà-
êi k-îäíîðiäíi ïîëiíîìè fk : Xk → Y ïðè
k = 0, 1, ...,m, ùî f =

∑m
k=0 fk. Àíàëîãi÷íî

äî ïîïåðåäíüîãî ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ íà-
ðiçíî i ñóêóïíî ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü
÷è −→m-ïîëiíîìiàëüíèõ f : X1 × ...×Xn → Y,
çàäàíèõ íà äîáóòêàõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ,
÷è íàâiòü ¨õ ïiäìíîæèíàõ.

Äîâiëüíi íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíi âiäîáðà-
æåííÿ f : X1 × ...×Xn → Y âæå ìîæóòü íå
áóòè ïîëiíîìiàëüíèìè çà ñóêóïíiñòþ çìií-
íèõ. Òàê, â [4] äëÿ äîâiëüíèõ íåñêií÷åííî-
âèìiðíèõ ïðîñòîðiâ X1, ..., Xn i íåíóëüîâîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Y, áóëî äîâåäåíî iñíó-
âàííÿ íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü
f : X1× ...×Xn → Y, ÿêi íå ¹ ïîëiíîìiàëüíè-
ìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è iäåþ Ìàçóðà-Îðëè÷à,
ìè ìîæåìî íàâåñòè ïðèêëàä íàðiçíî ïîëiíî-
ìiàëüíîãî i íå ïîëiíîìiàëüíîãî âiäîáðàæåí-
íÿ.
Òåîðåìà 2. Ôîðìóëîþ f(x, y) =∑∞
k=1 (ξkηk)

k, äå x = (ξk)
∞
k=1 i y = (ηk)

∞
k=1−

äîâiëüíi åëåìåíòè ç K∞, âèçíà÷à¹-
òüñÿ íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ
f : K∞ ×K∞ → K, ÿêà íå ¹ ïîëiíîìîì.
Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî f− íàðiçíî

ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëü-
íèé åëåìåíò y = (η1, ..., ηm, ..., 0, 0, ...) ç ïðî-

ñòîðó K∞. Òîäi äëÿ x = (ξk)
∞
k=1 ∈ K∞

fy(x) = f(x, y) =
m∑
k=1

(ξkηk)
k =

m∑
k=1

αkξ
k
k ,

äå αk = ηkk ∈ K ïðè k = 1, ...,m. Êî-
æíà ôóíêöiÿ gk(x) = αkξ

k
k− öå k-îäíîðiäíèé

ïîëiíîì íà ïðîñòîði K∞. Ñïðàâäi, ôóíêöiÿ
hk(x1, ..., xk) = αkξ1,k...ξk,k, äå xj = (ξj,s)

∞
s=1 ∈

K∞, ¹ n-ëiíiéíîþ íà Kn i

hk(x, ..., x) = αkξk...ξk = αkξ
k
k

äëÿ äîâiëüíîãî x = (ξs)
∞
s=1. Îòæå, ôóíêöiÿ

fy(x) =
∑m

k=1 gk(x). − öå ïîëiíîì, ñòåïåíÿ ≤
m. Òàê ñàìî i âñi ôóíêöi¨ fx(y) =

∑n
k=1 βkη

k
k ,

äå x = (ξ1, ..., ξn, 0, ...) ∈ K i βk = ξkk − öå
ïîëiíîìè íà K∞.

Äîâåäåìî, ùî f íå ¹ ïîëiíîìiàëüíîþ ôóí-
êöi¹þ íà K∞ × K∞. Íåõàé öå íå òàê. Òî-
äi iñíóþòü òàêi k-îäîðiäíi ïîëiíîìè fk, ùî
f =

∑N
k=0 fk. Äëÿ êîæíîãî p ∈ (K∞)2 i äî-

âiëüíîãî λ ∈ K áóäåìî ìàòè

f(λp) =
N∑
k=0

fk(λp) =
N∑
k=0

λkfk(p) =
N∑
k=0

akλ
k,

äå ak = fk(p). Îòæå, ôóíêöiÿ g(λ) = f(λp)
− öå ïîëiíîì ñòåïåíÿ ≤ N.

Ðîçãëÿíåìî îðòè ej = (δj,k)
∞
k=1, äå

δj,k =

{
1, j = k
0, j ̸= k

− ñèìâîë Êðîíåêåðà, i òî-

÷êó p0 = (eN+1, eN+1).
Äëÿ íå¨ λp0 = (λeN+1, λeN+1), ïðè÷îìó

λeN+1 = (0, ..., 0,︸ ︷︷ ︸
N ðàç

, λ︸︷︷︸
N+1

, 0, 0, ...). Òîìó

f(λp0) = (λλ)N+1 = λ2N+2.

ßñíî, ùî f(λp0) − öå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ
2N + 2, ÿêèé áiëüøèé âiä N, ùî ïðèâîäèòü
äî ñóïåðå÷íîñòi.
4. Ïîëiíîìiàëüíiñòü íàðiçíî ïîëiíî-

ìiàëüíèõ êîìïëåñíîçíà÷íèõ ôóíêöiî-
íàëiâ âiä áàãàòüîõ çìiííèõ.
Òåîðåìà 3. Íåõàé X1, ..., Xn− êîìïëå-

êñíi áàíàõîâi ïðîñòîðè i f : X1 × ...×Xn →
C− íàðiçíî íåïåðåðâíà i íàðiçíî ïîëiíîìi-
àëüíà ôóíêöiÿ. Òîäi f− íåïåðåðâíèé ïîëi-
íîì íà äîáóòêó X = X1 × ...×Xn.
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Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ âiäíî-
ñíî n. Ïðè n = 1 íàøå òâåðäæåííÿ òðèiàëü-
íå. Ïðèïóñòèìî, ùî n > 1 i íàøå òâåðäæåí-
íÿ ñïðàâåäëèâå, êîëè êiëüêiñòü ñïiâìíîæíè-
êiâ äîðiâíþ¹ n − 1. Äîâåäåìî, ùî òîäi âîíî
áóäå ñïðàâåäëèâèì i êîëè êiëüêiñòü ñïiâìíî-
æíèêiâ äîðiâíþ¹ n ÿê ó ôîðìóëþâàííi òåî-
ðåìè. ßê i â äåâåäåííi òåîðåìè 1 ïîêëàäå-
ìî X = X1 × ... × Xn−1, Y = Xn i f(x, y) =
f(x1, ..., xn−1, xn), äå x = (x1, ..., xn−1) ∈ X i
y = xn ∈ Y.

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ôóí-
êöiÿ fy : X → C, äå fy(x) = f(x, y) ¹ íàði-
çíî ïîëiíîìiàëüíîþ i íàðiçíî íåïåðåðâíîþ.
Òîäi çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì fy− öå
íåïåðåðâíèé ïîëiíîì íà X. Ôóíêöiÿ fx :
Y → C, fx(y) = f(x, y) òåæ áóäå íåïåðåðâ-
íèì ïîëiíîìîì, áî f− íåïåðåðâíà i ïîëiíî-
ìiàëüíà âiäíîñíî îñòàííüî¨ çìiííî¨. Òàêèì
÷èíîì f : X × Y → C− öå íàðiçíî íå-
ïåðåðâíà i íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ.
Îñêiëüêè äîáóòîê X = X1 × ... × Xn ¹ áà-
íàõîâèì ïðîñòîðîì, òî çà íàñëiäêîì 2 ç [5]
f áóäå íåïåðåðâíèì ïîëiíîìîì íà äîáóòêó
X × Y = X1 × ...×Xn.
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