
ÓÄÊ 517.983

c⃝2014 ð. Ñ.Ñ. Ëií÷óê

×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÏÐÎ ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ËIÍIÉÍÈÕ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ Ó
ÂÈÃËßÄI ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎÃÎ

ÏÎÐßÄÊÓ ÂIÄÍÎÑÍÎ Q-ÏÎÕIÄÍÎ�

Âèâ÷à¹òüñÿ çîáðàæåííÿ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíê-
öié ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî q-ïîõiäíî¨.

The image of linear continuous operators in spaces of analytic functions in the form of di�erential
operators of in�nite order with respect to q-derivative is studied.

×åðåç AR, 0 < R ≤ ∞, ïîçíà÷èìî ïðîñòið
óñiõ àíàëiòè÷íèõ â êðóçi |z| < R ôóíêöié,
ùî íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæ-
íîñòi. Â òåîði¨ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðà-
òîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié, âàæëèâîþ ¹ çàäà÷à ïðî çàãàëüíèé
âèãëÿä òàêèõ îïåðàòîðiâ. Â öié ñòàòòi âèâ÷à-
¹òüñÿ ìîæëèâiñòü çîáðàæåííÿ äîâiëüíîãî ëi-
íiéíîãî íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà T : AR1 −→
AR2 ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî q-ïîõiäíî¨.

Íåõàé q � äîâiëüíå ôiêñîâàíå êîìïëå-
êñíå ÷èñëî, ÿêå âiäìiííå âiä 1. q-ïîõiäíîþ
ôóíêöi¨ f íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ (Dqf)(z) =
f(qz)−f(z)

qz−z . Â [1] êîðîòêî âèêëàäåíî iñòî-
ðè÷íi òà áiáëiîãðàôi÷íi âiäîìîñòi ñòîñîâ-
íî q-ïîõiäíî¨, à òàêîæ äîñëiäæåíi óìîâè
çàñòîñîâíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî q-ïîõiäíî¨.
Äëÿ ïîäàëüøîãî íàì áóäóòü ïîòðiáíèìè äå-
ÿêi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ, ÿêi ìàþòü òàêîæ
i ñàìîñòiéíèé iíòåðåñ.

1. Âèâ÷èìî ñïî÷àòêó âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ
ëiíiéíèìè íåïåðåðâíèìè îïåðàòîðàìè T ∈
L(AR1 , AR2) i îäíèì êëàñîì õàðàêòåðèñòè-
÷íèõ ôóíêöié öèõ îïåðàòîðiâ. Íåõàé α(z) =
∞∑
n=0

αnz
n � äåÿêà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ, äëÿ

ÿêî¨ αn ̸= 0, n = 0, 1, . . . i

lim
n→∞

n
√
|αn| = a, 0 < a <∞. (1)

Íåõàé T ∈ L(AR1 , AR2), à φn(z) = Tzn, n =

0, 1, . . .. Ôóíêöiþ äâîõ çìiííèõ

t(λ, z) =
∞∑
n=0

αnλ
nφn(z) (2)

íàçâåìî õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ îïåðà-
òîðà T . Äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ AR òà 0 < r < R
ïîêëàäåìî ||f ||r = max

|z|≤r
|f(z)|. Îñêiëüêè T ∈

L(AR1 , AR2), òî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié
(φn(z))

∞
n=0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà íåïåðåðâíîñòi

[3]:

∀r2 < R2 ∃r1 < R1 ∃C > 0 ∀n = 0, 1, . . . :

||φn||r2 ≤ Crn1 . (3)

×åðåç Kr (âiäïîâiäíî Kr) ïîçíà÷àòèìåìî
êðóã âèäó Kr = {z ∈ C : |z| < r}, 0 < r ≤ ∞
(âiäïîâiäíî Kr = {z ∈ C : |z| ≤ r}, 0 ≤ r <
∞).

Ç óìîâè íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà T âè-
ïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ t(λ, z) ¹ ëîêàëüíî-
àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi K 1

aR1

×KR2 [2]. Öå

îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî r2, 0 < r2 < R2,
iñíó¹ r1, 0 < r1 < R1, òàêå, ùî ôóíêöiÿ
t(λ, z) ¹ àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi K 1

ar1

×Kr2 .

Ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà óçãîäæåííî-
ñòi: ÿêùî r′1 < R1 âèáðàíå äëÿ r′2 < R2 òà-
êèì, ùî ôóíêöiÿ t(λ, z) ¹ àíàëiòè÷íîþ íà
ìíîæèíi K 1

ar′1
× Kr′2

, òî âèçíà÷åíà íà ìíî-

æèíàõ {λ ∈ C : |λ| < 1
ar1
}×{z ∈ C : |z| < r2}

òà {λ ∈ C : |λ| < 1
ar′1
}×{z ∈ C : |z| < r′2} ôó-

íêöiÿ t(λ, z) çáiãà¹òüñÿ íà ïåðåòèíi öèõ ìíî-
æèí.
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Íàâïàêè, íåõàé ôóíêöiÿ t(λ, z) ¹
ëîêàëüíî-àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi
K 1

aR1

× KR2 . Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ îïå-

ðàòîð T ∈ L(AR1 , AR2), äëÿ ÿêîãî ôóíêöiÿ
t(λ, z) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ. Ç öi¹þ ìåòîþ
ðîçêëàäåìî ôóíêöiþ t(λ, z) â ðÿä âèäó (2).
Òîäi φn ∈ AR2 , n = 0, 1, . . .. Ïîêàæåìî,
ùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié (φn(z))

∞
n=0

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3). Çàôiêñó¹ìî äî-
âiëüíå r2 < R2 i âèáåðåìî r′2 òàêèì, ùîá
r2 < r′2 < R2. Íåõàé ôóíêöiÿ t(λ, z) ¹
àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi K 1

ar′1
× Kr′2

, äå

r′1 < R1. Âèáåðåìî ùå ÷èñëî ρ òàêèì, ùîá
1
aR1

< ρ < 1
ar′1
. Òîäi çà íåðiâíîñòÿìè Êîøi

äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó àíàëiòè÷íî¨
ôóíêöi¨ ó ñòåïåíåâèé ðÿä ç ðiâíîñòi (2)
îäåðæèìî, ùî

||φn||r2 ≤ C|αn|−1ρ−n, n = 0, 1, . . . ,

äå C = max{|t(λ, z)| : |λ| ≤ ρ, |z| ≤ r2}.
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ïîñëiäîâíîcòi ôóíêöié
(φn(z))

∞
n=0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3). Òîìó ôîð-

ìóëîþ (Tf)(z) =
∞∑
n=0

f (n)(0)
n!

φn(z) âèçíà÷à¹-

òüñÿ îïåðàòîð T ç êëàñó L(AR1 , AR2). Ïðè
öüîìó ôóíêöiÿ t(λ, z) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ
äëÿ îïåðàòîðà T . Òàêèì ÷èíîì, ¹ ïðàâèëü-
íèì íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 1. Ôîðìóëîþ (2) âñòàíîâëþ-

¹òüñÿ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü
ìiæ îïåðàòîðàìè T ∈ L(AR1 , AR2) i
ëîêàëüíî-àíàëiòè÷íèìè íà ìíîæèíi
K 1

aR1

×KR2 ôóíêöiÿìè t(λ, z).

Çàóâàæåííÿ. Ó âèïàäêó α(z) = 1
1−z

òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1 ìîæíà îäåðæàòè
ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [2].

ßêùî R1 < ∞, òî ïðè |λ| < 1
aR1

âiäïî-
âiäíà ôóíêöiÿ fλ(z) = α(λz) íàëåæèòü äî
ïðîñòîðó AR1 . Òîìó õàðàêòåðèñòè÷íó ôóí-
êöiþ t(λ, z) ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî îïåðà-
òîðà T : AR1 −→ AR2 ïðè |λ| < 1

aR1
òà

|z| < R2 ìîæíà âèçíà÷èòè òàêîæ ôîðìóëîþ
t(λ, z) = (Tfλ)(z).
2. Ïðè |q| < 1 q-ïîõiäíà Dq ¹ ÷àñòèí-

íèì âèïàäêîì îïåðàòîðà óçàãàëüíåíîãî äè-
ôåðåíöiþâàííÿ, îñêiëüêè Dqz

n = αn−1

αn
zn−1

ïðè n ≥ 1 òà Dq1 = 0, äå αn = 1
[n]q !

, à

[n]q! = [1]q[2]q . . . [n]q, [n]q =
qn−1
q−1 . Íàäàëi ââà-

æàòèìåìî, ùî [0]q! = 1.
Îñêiëüêè lim

n→∞
n
√
|[n]q!| = 1

|1−q| , òî îïåðà-

òîð Dq ëiíiéíî òà íåïåðåðâíî äi¹ â êîæíîìó
ç ïðîñòîðiâ AR, 0 < R ≤ ∞. Â [1] âèâ÷à-
ëèñÿ óìîâè çàñòîñîâíîñòi îïåðàòîðiâ íåñêií-
÷åííîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî q-ïîõiäíî¨ âèäó

∞∑
n=0

ψn(z)
(
Dn
q f
)
(z) (4)

äî ïðîñòîðó AR. Íåõàé (ψn(z))
∞
n=0 � ïîñëiäî-

âíiñòü ç ïðîñòîðó AR2 i R2 ≤ R1. Äèôåðåíöi-
àëüíèé îïåðàòîð íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó (4)
âiäíîñíî q-ïîõiäíî¨ íàçèâà¹òüñÿ çàñòîñîâíèì
äî ïðîñòîðó AR1 ó ïðîñòið AR2 , ÿêùî äëÿ
äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ AR1 ðÿä (4) çáiãà¹òüñÿ
çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó AR2 . Àíàëîãi÷íî ÿê
i òåîðåìà 2 ç [1] äîâîäèòüñÿ íàñòóïíå òâåð-
äæåííÿ.
Òåîðåìà 2. Íåõàé |q| < 1, 0 < R2 ≤

R1 ≤ ∞, à (ψn(z))
∞
n=0 � ïîñëiäîâíiñòü ôóí-

êöié ç ïðîñòîðó AR2. Äëÿ òîãî, ùîá äèôå-
ðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íåñêií÷åííîãî ïîðÿä-
êó (4) áóâ çàñòîñîâíèì äî ïðîñòîðó AR1 ó
ïðîñòið AR2 íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âè-
êîíóâàëàñÿ óìîâà

∀r2 < R2 lim
n→∞

n
√
||ψn||r2 < |q − 1|R1. (5)

3. Äîñëiäèìî ìîæëèâiñòü çîáðàæåííÿ äî-
âiëüíîãî ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà
T : AR1 −→ AR2 ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëü-
íîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âiä-
íîñíî q-ïîõiäíî¨. Äëÿ |q| < 1 ôîðìóëîþ

eq(z) =
∞∑
n=0

zn

[n]q !
âèçíà÷à¹òüñÿ q-åêñïîíåíòà.

Ç ðiâíîñòi lim
n→∞

n
√
|[n]q!| = 1

|1−q| âèïëèâà¹, ùî

q-åêñïîíåíòà ¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ â êðó-
çi |z| < 1

|1−q| . Ïðè öüîìó eq(z) ̸= 0 ïðè

|z| < 1
|1−q| [4]. q-åêñïîíåíòà ¹ âëàñíîþ ôóí-

êöi¹þ äëÿ îïåðàòîðà Dq. Ñôîðìóëþ¹ìî i äî-
âåäåìî òåïåð îñíîâíèé ðåçóëüòàò äàíî¨ ðîáî-
òè.
Òåîðåìà 3. Íåõàé |q| < 1, 0 < R2 ≤

R1 ≤ ∞. Òîäi äîâiëüíèé ëiíiéíèé íåïåðåðâ-
íèé îïåðàòîð T : AR1 −→ AR2 çîáðàæà¹-
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òüñÿ ó âèãëÿäi îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî ïî-
ðÿäêó âiäíîñíî Dq-ïîõiäíî¨ âèäó

(Tf)(z) =
∞∑
n=0

ψn(z)
(
Dn
q f
)
(z), (6)

äå (ψn(z))
∞
n=0 � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

ç ïðîñòîðó AR2 i ðÿä â ïðàâié ÷àñòèíi (6)
çáiãà¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ AR1 äî
(Tf)(z) çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó AR2.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé T � äîâiëüíèé ëi-

íiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, T : AR1 −→
AR2 . ×åðåç t(λ, z) ïîçíà÷èìî õàðàêòåðèñòè-
÷íó ôóíêöiþ îïåðàòîðà T âèäó t(λ, z) =
T [eq(λz)]. Çà òåîðåìîþ 1 ôóíêöiÿ t(λ, z) ¹
ëîêàëüíî àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíiK 1

|1−q|R1

×
KR2 . Ôóíêöiÿ eq(λz) òàêîæ ëîêàëüíî àíàëi-
òè÷íà íà ìíîæèíiK 1

|1−q|R1

×KR2 i íå ïåðåòâî-

ðþ¹òüñÿ â íóëü ïðè |z| < R2 òà |λ| < 1
|1−q|R1

.
Òîìó ôóíêöiÿ t1(λ, z) = t(λ, z)e−1q (λz) ¹ ëî-
êàëüíî àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi K 1

|1−q|R1

×
KR2 ôóíêöi¹þ, ÿê ÷àñòêà äâîõ òàêèõ ôó-
íêöié ïðè âiäìiííîìó âiä íóëÿ çíàìåííè-
êó. Ðîçêëàäåìî ôóíêöiþ t1(λ, z) â ðÿä çà

ñòåïåíÿìè λ: t1(λ, z) =
∞∑
n=0

ψn(z)λ
n, äå

ψn ∈ AR2 , n = 0, 1, . . .. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ
t1(λ, z) ¹ ëîêàëüíî àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi
K 1

|1−q|R1

×KR2 , òî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié

(ψn(z))
∞
n=0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5). Òîìó çà

òåîðåìîþ 2 äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íå-
ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó (4) ¹ çàñòîñîâíèì äî
ïðîñòîðó AR1 ó ïðîñòið AR2 . Çà ïðèíöèïîì
ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi ôîðìóëîþ

(T1f)(z) =
∞∑
n=0

ψn(z)
(
Dn
q f
)
(z)

âèçíà÷à¹òüñÿ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðà-
òîð T1 : AR1 −→ AR2 . Îñêiëüêè õàðàêòåðè-
ñòè÷íà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà T1 çáiãà¹òüñÿ ç õà-
ðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ îïåðàòîðà T , òî
T = T1. Îòæå, îïåðàòîð T çîáðàæà¹òüñÿ ó
âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií-
÷åííîãî ïîðÿäêó (6). Òåîðåìà äîâåäåíà.

ÑÏÈÑÎÊ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

1. Ëií÷óê Ñ.Ñ. Ïðî çàñòîñîâíiñòü äèôåðåíöiàëü-
íèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî q-

ïîõiäíî¨ // Áóê. ìàò. æóðí. � 2014. � 1 , � 3-4. � Ñ.
81-83.

2. K�othe G. Dualit�at in der Funktionentheorie //
J. reine und angew. Math.� 1953.� 191.� P.30-49.

3. Ñ.Ñ. Ëií÷óê, Þ.Ñ. Ëií÷óê. Îïåðàòîðè ó ïðî-
ñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. � ×åðíiâöi: Ðóòà, 2011.
� 147 ñ.

4. H. Exton. q-Hypergeometric Functions and
Applications. � New York: Halstead Press, Chichester:
Ellis Horwood, 1983. � 347 p.

138 Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2014. � Ò. 2, � 2�3.




