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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÄÅÐÈÂÀÖIÉÍI ÏÀÐÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ Ç H(G1) Â H(G2)

Îïèñàíî âñi ïàðè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü ç ïðîñòîðó H(G1) ó ïðîñòið H(G2) i
çàäîâîëüíÿþòü îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ Ðóáåëà.

We describe all pairs of linear operators that act from H(G1) to H(G2) and satisfy Rubel's
operator equation.

Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè i H(G) � ïðîñòið óñiõ àíàëiòè÷íèõ
â G ôóíêöié, ùî íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ êîì-
ïàêòíî¨ çáiæíîñòi [1]. Â [2] Ë.À. Ðóáåë ïî-
ñòàâèâ i ðîçâ'ÿçàâ çàäà÷ó, ïðî çíàõîäæåííÿ
âñiõ ïàð ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ
L òà M íà ïðîñòîði H(G), ÿêi çàäîâîëüíÿ-
þòü ñïiââiäíîøåííÿ

L(fg) = L(f)M(g) + L(g)M(f) (1)

äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f òà g ç ïðîñòîðó
H(G). Ïiçíiøå Í.Ð. Íàíäàêóìàð â [3] òà Ë.
Çàëüöìàí â [4] ðiçíèìè ñïîñîáàìè ðîçâ'ÿçà-
ëè çàäà÷ó Ðóáåëà â êëàñi ëiíiéíèõ ôóíêöiî-
íàëiâ. Â [5] äîñëiäæåíi ðîçâ'ÿçêè óçàãàëüíå-
íîãî ðiâíÿííÿ Ðóáåëà íà ïðîñòîði H(G).

Íàñòóïíi äîñëiäæåííÿ ñòîñîâíî îïèñó
ïàð ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà ïðîñòîði
H(G), ïîâ'ÿçàíi ç ñïiââiäíîøåííÿìè, ÿêi ïî-
äiáíi äî ðiâíÿííÿ Ðóáåëà (1). Â [6] Í.Ð. Íàí-
äàêóìàð ïîñòàâèâ çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ
âñiõ ïàð ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ L òà M íà
ïðîñòîði H(G), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiä-
íîøåííÿ, ÿêå ¹ ôóíêöiîíàëüíèì àíàëîãîì
òåîðåìè äîäàâàííÿ äëÿ êîñèíóñà:

L(fg) = L(f)L(g) +M(g)M(f)

äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f òà g ç ïðîñòîðó
H(G). Ïiçíiøå â [7] Í.Ð. Íàíäàêóìàð òà Ï.
Êàííàïïàí ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàëè çàäà÷ó, ïðî
îïèñ â êëàñi ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà ïðî-
ñòîði H(G) ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

L(fg) = L(f)L(g)−M(f)M(g).

Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ ñòîñîâíî îïèñó ïàð
ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà ïðîñòîðiH(G), ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü ïîäiáíi ñïiââiäíîøåííÿ, ðîç-
ãëÿíóòi ó ìîíîãðàôi¨ Ï. Êàííàïïàíà [8].

Íàäàëi â ðiçíèõ ðîáîòàõ ðîçãëÿäàëèñÿ
îïåðàòîðíi ìîäèôiêàöi¨ ñïiââiäíîøåííÿ (1) â
ïåâíèõ êëàñàõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðî-
ñòîði H(G). Â ïðàöÿõ [9]-[10] äîâåäåíî, ùî
êîæíà äåðèâàöiÿ D : H(G) → H(G), òîá-
òî àäèòèâíèé íà H(G) îïåðàòîð, ÿêèé çàäî-
âîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

D(fg) = fD(g) + gD(f)

äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ôóíêöié f, g ∈ H(G),
ìà¹ âèãëÿä: (Df)(z) = φ(z)f ′(z), äå φ � äî-
âiëüíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó H(G). Çàçíà÷è-
ìî, ùî ëiíiéíèì äåðèâàöiÿì íà ïðîñòîði íå-
ïåðåðâíèõ ôóíêöié C[0, 1] ïðèñâÿ÷åíà ðîáî-
òà [11].

Íàñòóïíèì åòàïîì äîñëiäæåíü ñòàâ ðîç-
ãëÿä ïåâíèõ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ñïiââiäíî-
øåíü äëÿ ðiçíèõ êëàñiâ îïåðàòîðiâ, ùî äi-
þòü ó ïðîñòîði H(G). Â [12] Ð. Áàðêåë òà
Ñ. Ñàåêi îïèñàëè âñi àäèòèâíi îïåðàòîðè T :
H(G1) → H(G2), ÿêi äëÿ äåÿêî¨ âiäìiííî¨
âiä ñòàëî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ H(G2) çàäîâîëüíÿ-
þòü ñïiââiäíîøåííÿ

T (zf) = φT (f)

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H(G1).
Â ðîáîòi [13] Í.Ð. Íàíäàêóìàð îïèñàâ âñi

àäèòèâíi îïåðàòîðè M : H(G) → H(G), ÿêi
çàäîâîëüíÿòü ñïiââiäíîøåííÿ

M(fg) =M(f)M(g),

ïðè öüîìó äîâiâøè, ùî êîæåí ç òàêèõ îïå-
ðàòîðiâ íåîáõiäíî ¹ ëiíiéíèì i íåïåðåðâíèì.
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Â [14] âií ïðîäîâæèâ äîñëiäæåííÿ ìóëüòè-
ïëiêàòèâíèõ ñïiââiäíîøåíü ó âèïàäêó, êîëè
M : H(G1)→ H(G2).

Ó çâ'ÿçêó ç öèìè çàäà÷àìè ïðèðîäíèì ÷è-
íîì âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî çíàõîäæåííÿ âñiõ
ïàð ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ A òà B, ÿêi äiþòü ó
ïðîñòîði H(G) i çàäîâîëüíÿþòü îïåðàòîðíå
ðiâíÿííÿ Ðóáåëà

(A(fg))(z) =

= (Af)(z)(Bg)(z) + (Ag)(z)(Bf)(z) (2)

äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f òà g ç ïðîñòîðó
H(G) ïðè z ∈ G. Çàçíà÷èìî, ùî â ðîáîòi [15]
îäåðæàíî ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i â äåÿêèõ
ñïåöiàëüíèõ êëàñàõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íà
H(G). ßê âiäçíà÷àþòü àâòîðè â [15], â çà-
ãàëüíîìó âèïàäêó çàäà÷à ïðî îïèñ âñiõ ïàð
ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi íà H(G) çàäîâîëü-
íÿþòü (2), íèìè íå ðîçâ'ÿçàíà. Ïîâíiñòþ öÿ
çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà â [16] äëÿ âèïàäêó ïðîñòî-
ðó öiëèõ ôóíêöié H(C) i â [17] äëÿ äîâiëü-
íîãî ïðîñòîðó àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié H(G).
Âiäìèòèìî òàêîæ, ùî âñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿí-
íÿ (2) â êëàñi ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðà-
òîðiâ íà ïðîñòîðàõ ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â
äîâiëüíèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ áóëè îïè-
ñàíi ó [18].

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ âèïàäêó äîâiëüíî¨
îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi G â [19] îïèñàíî âñi ïà-
ðè ëiíiéíèõ íà ïðîñòîði H(G) îïåðàòîðiâ A
òà B, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îïåðàòîðíå ðiâíÿ-
ííÿ Íàíäàêóìàðà

(A(fg))(z) = (Af)(z)(Ag)(z)−(Bg)(z)(Bf)(z)

äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f òà g ç ïðîñòîðó
H(G) ïðè z ∈ G.

Ìåòîþ äàíî¨ ñòàòi ¹ îïèñ âñiõ ïàð ëiíié-
íèõ îïåðàòîðiâ A òà B, ùî äiþòü ç ïðîñòîðó
H(G1) ó ïðîñòiðH(G2) i çàäîâîëüíÿþòü îïå-
ðàòîðíå ðiâíÿííÿ Ðóáåëà (2).

Íàâåäåìî ñïî÷àòêó îäíå äîïîìiæíå òâåð-
äæåííÿ ïðî îïèñ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ îïåðà-
òîðiâ A : H(G1) −→ H(G2).
Ëåìà 1. Íåõàé G1, G2 � äîâiëüíi îáëà-

ñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Äëÿ òîãî, ùîá
ëiíiéíèé îïåðàòîð A : H(G1) −→ H(G2) çà-
äîâîëüíÿâ ñïiââiäíîøåííÿ

(A(fg))(z) = (Af)(z)(Ag)(z) (3)

äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f òà g ç ïðîñòîðó
H(G1) ïðè z ∈ G2, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,
ùîá A = 0, àáî Af = f ◦ ψ äëÿ f ∈ H(G1),
äå ψ � äåÿêà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó H(G2) äëÿ
ÿêî¨ ψ(G2) ⊆ G1.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð

A: H(G1) −→ H(G2) çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíî-
øåííÿ (3). Íàäàëi ÷åðåç e(z) ïîçíà÷àòèìå-
ìî ôóíêöiþ e(z) = z. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
z ∈ G2 ôîðìóëîþ Lz(f) = (Af)(z) âèçíà÷à-
¹òüñÿ ëiíiéíèé ìóëüòèïëiêàòèâíèé ôóíêöiî-
íàë Lz íà H(G1). Âèêîðèñòîâóþ÷è îïèñ ëi-
íiéíèõ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà
ïðîñòîðiH(G1), (äèâ., íàïðèêëàä, [20]) îäåð-
æó¹ìî, ùî Lz = 0, àáî Lz(f) = f(z0), äå
z0 = Lz(e), ïðè÷îìó z0 ∈ G1. Íåõàé Lz ̸= 0 i
A(e) = ψ, ψ ∈ H(G2). Òîäi z0 = ψ(z), ïðè÷î-
ìó ψ(z) ∈ G1, i òîìó Lz(f) = f(ψ(z)), òîá-
òî (Af)(z) = f(ψ(z)) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨
f ∈ H(G1).

Íåõàé U = {z ∈ G2 : Lz = 0}. ßêùî
U = G2, òî A = 0. Ó âèïàäêó U = ∅ ìà-
¹ìî, ùî (Af)(z) = (f ◦ ψ)(z) ïðè z ∈ G2

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H(G1), äå ψ �
äåÿêà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó H(G2), ïðè÷îìó
ψ(G2) ⊆ G1. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà U ìî-
æå íàáóâàòè ëèøå äâà íàâåäåíi âèùå çíà÷å-
ííÿ. Äiéñíî, ÿêáè U ̸= G2 i U ̸= ∅, òî äëÿ
äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H(G1) ìè ìàëè á, ùî

(Af)(z) =

{
0, ÿêùî z ∈ U ;
f(ψ(z)), ÿêùî z ∈ G2 \ U.

ßêùî ïîçíà÷èòè h(z) = A(1), òî ìè îäåð-
æó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ h(z) ç ïðîñòîðó H(G2)
íàáóâà¹ ëèøå äâà çíà÷åííÿ: 0 òà 1, ùî íåìî-
æëèâî. Íåîáõiäíiñòü óìîâ ëåìè äîâåäåíî, à
¨õ äîñòàòíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ.

Íåõàé G1 i G2 � äîâiëüíi îáëàñòi êîìïëå-
êñíî¨ ïëîùèíè i ëiíiéíi îïåðàòîðè A òà B,
ùî äiþòü ç ïðîñòîðó H(G1) â H(G2) çàäî-
âîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (2). Ïîçíà÷èìî
a(z) = A(1), b(z) = B(1). Ïîêëàäàþ÷è â (2)
f = g = 1, îäåðæèìî, ùî a(z)(1−2b(z))) = 0
ïðè z ∈ G2. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ a(z) òà b(z) ¹
àíàëiòè÷íèìè â îáëàñòi G2, òî çà òåîðåìîþ
¹äèíîñòi çâiäñè âèïëèâà¹, ùî b(z) ≡ 1

2
àáî

a(z) ≡ 0 â G2.
Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè

a(z) ̸≡ 0 â G2. Òîäi b(z) ≡ 1
2
ïðè z ∈ G2.
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Ïîêëàäàþ÷è â (2) g(z) = 1, îäåðæèìî, ùî
äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H(G1) âèêî-
íó¹òüñÿ ðiâíiñòü (Af)(z) = 2a(z)(Bf)(z)
ïðè z ∈ G2. Òîäi ç (2) îòðèìó¹ìî, ùî
a(z)(2(B(fg)(z) − 4(Bf)(z)(Bg)(z)) = 0
äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f òà g ç ïðî-
ñòîðó H(G1) ïðè z ∈ G2. Îñêiëüêè
a(z) ̸≡ 0 â G2, òî çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî 2(B(fg))(z) = 2(Bf)(z)2(Bg)(z),
f, g ∈ H(G1), z ∈ G2.

Îñêiëüêè b(z) ≡ 1
2
, òî 2B � íåíóëüîâèé

ìóëüòèïëiêàòèâíèé îïåðàòîð, ùî äi¹ ç ïðî-
ñòîðó H(G1) â H(G2). Òîäi çà ëåìîþ 1 îäåð-
æó¹ìî, ùî B(f) = 1

2
(f◦ψ), äå ψ � äåÿêà ôóí-

êöiÿ ç ïðîñòîðóH(G2), ïðè÷îìó ψ(G2) ⊆ G1.
Òîìó A(f) = a · (f ◦ ψ). Òàêèì ÷èíîì, ó âè-
ïàäêó, êîëè a(z) ̸≡ 0 â G2, ïàðà îïåðàòîðiâ
A òà B âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèìè ôîðìóëà-
ìè: A(f) = a · (f ◦ ψ), B(f) = 1

2
(f ◦ ψ) äå

a, ψ ∈ H(G2), ïðè÷îìó ψ(G2) ⊆ G1.
Íåõàé òåïåð a(z) ≡ 0 â G2. Ïiäñòàâëÿ-

þ÷è ó (2) g = 1, îäåðæó¹ìî, ùî A = 0 àáî
b(z) ≡ 1 âG2. ßêùîA = 0, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà B, ÿêèé äi¹ ç H(G1) â
H(G2), ïàðà îïåðàòîðiâ A = 0, B çàäîâîëü-
íÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2). Íàäàëi ââàæàòèìå-
ìî, ùî A ̸= 0. Òîäi b(z) ≡ 1 â G2.

Íåõàé òåïåð a(z) ≡ 0 i b(z) ≡ 1 â G2.
Âiçüìåìî äîâiëüíå z ∈ G2 i íåõàé Lz(f) =
(A(f))(z) i Mz(f) = (B(f))(z). Òîäi ç (2) âè-
ïëèâà¹, ùî ïàðà ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ Lz
òà Mz çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ âèäó (1).
Êðiì òîãî, Lz(1) = 0 i Mz(1) = 1. Òîäi ç
[3] âèïëèâà¹, ùî ïàðà ôóíêöiîíàëiâ Lz òà
Mz âèçíà÷à¹òüñÿ îäíi¹þ iç íàñòóïíèõ òðüîõ
óìîâ:

1) Lz = 0, Mz � äîâiëüíèé ëiíiéíèé ôóí-
êöiîíàë íà H(G1);

2) Lz(f) = C f(z1)−f(z2)
z1−z2 , Mz(f) =

1
2
(f(z1) +

f(z2)), äå z1, z2 ∈ G1, C ∈ C;
3) Lz(f) = Cf ′(z1), Mz(f) = f(z1), äå z1 ∈

G1, C ∈ C.
×åðåç S ïîçíà÷èìî ìíîæèíó òèõ òî÷îê

z ∈ G2, äëÿ ÿêèõ ïàðà ôóíêöiîíàëiâ Lz
òà Mz âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè 1). Òîäi
(Af)(z) = 0 äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈
H(G1) i äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z ∈ S. ×åðåç
Im(A) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó çíà÷åíü îïåðà-

òîðà A. Îñêiëüêè A ̸= 0, òî iñíó¹ ôóíêöiÿ
α ∈ Im(A), ÿêà íå äîðiâíþ¹ òîòîæíîìó íó-
ëåâi â G2. Òîäi ìíîæèíà S ¹ ïiäìíîæèíîþ
ìíîæèíè íóëiâ ôóíêöi¨ α(z) â G2. Òîìó ìíî-
æèíà S ¹ íå áiëüø íiæ çëi÷åííîþ i íå ìà¹
ãðàíè÷íèõ òî÷îê â G2. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
z iç S ïîçíà÷èìî mz = min{m ∈ N : g(z) =
g′(z) = . . . = g(m−1)(z) = 0,∀g ∈ Im(A)}. Ç
âèçíà÷åííÿ ÷èñëà mz âèïëèâà¹, ùî äëÿ êî-
æíî¨ òî÷êè z ∈ S iñíó¹ ôóíêöiÿ gz ∈ Im(A),
äëÿ ÿêî¨ g(mz)z (z) ̸= 0. Íåõàé h � äîâiëü-
íà àíàëiòè÷íà â îáëàñòi G2 ôóíêöiÿ, ìíî-
æèíà íóëiâ ÿêî¨ â G2 çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæè-
íîþ S, ïðè÷îìó êðàòíiñòü äîâiëüíîãî íóëÿ
z ∈ S ôóíêöi¨ h(z) äîðiâíþ¹mz. Äëÿ äîâiëü-
íî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H(G1) ôóíêöiÿ 1

h(z)
(Af)(z) ¹

àíàëiòè÷íîþ â îáëàñòi G2, îñêiëüêè çà âëà-
ñòèâiñòþ ôóíêöi¨ h(z) êîæíà îñîáëèâà òî-
÷êà öi¹¨ ôóíêöi¨ ¹ óñóâíîþ. Òîìó ôîðìóëîþ
(A1f)(z) = 1

h(z)
(Af)(z) âèçíà÷à¹òüñÿ ëiíié-

íèé îïåðàòîð A1, ÿêèé äi¹ ç ïðîñòîðó H(G1)
ó H(G2). Ðiâíiñòü (2) ìîæíà çàïèñàòè ó âè-
ãëÿäi

h(z)(A1(fg))(z) =

= h(z)(A1f)(z)(Bg)(z)+h(z)(A1g)(z)(Bf)(z)

f, g ∈ H(G1), z ∈ G2. Ïðè z ∈ G2\S çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî

(A1(fg))(z) =

= (A1f)(z)(Bg)(z) + (A1g)(z)(Bf)(z) (4)

äëÿ f, g ∈ H(G1). Îñêiëüêè êîæíà òî÷êà ç
ìíîæèíè S ¹ içîëüîâàíîþ, òî ç ðiâíîñòi (4)
i àíàëiòè÷íîñòi â G2 ôóíêöié öi¹¨ ðiâíîñòi
âèïëèâà¹, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (4) ¹ ïðàâèëü-
íèì äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f òà g iç H(G1)
ïðè z ∈ G2. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z ∈ G2

ïîçíà÷èìî L′z(f) = (A1(f))(z). Òîäi ç (4) âè-
ïëèâà¹, ùî ïàðà ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ L′z
òà Mz çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ âèäó (1).
Êðiì òîãî, L′z(1) = 0 i Mz(1) = 1. Îñêiëü-
êè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z ∈ G2 ôóíêöiîíàë
L′z ̸= 0, òî ïàðà ôóíêöiîíàëiâ L′z òà Mz âè-
çíà÷àþòüñÿ îäíi¹þ ç âèùåíàâåäåíèõ ôîðìóë
2) àáî 3).

×åðåç V ïîçíà÷èìî ìíîæèíó òèõ òî÷îê
z ∈ G2, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ ïàðà ôóíêöiî-
íàëiâ L′z òà Mz âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëàìè
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2). Íåõàé V ̸= ∅ i z ∈ V . Òîäi L′z(f) =

C f(z1)−f(z2)
z1−z2 , Mz(f) = 1

2
(f(z1) + f(z2)), äå

z1, z2 ∈ G1, C ∈ C, f ∈ H(G1). Ïîçíà-
÷èìî A1(e) = a1, a1 ∈ H(G2). Òîäi C =
L′z(e) = a1(z). Íåõàé B(e) = b i B(e2) = b1,
b, b1 ∈ H(G2). ÒîäiMz(e) = b(z) = 1

2
(z1+z2) i

Mz(e
2) = b1(z) =

1
2
(z21 + z22). Ç öèõ ðiâíîñòåé

çíàõîäèìî, ùî z1 = b(z) +
√
b1(z)− b2(z),

z2 = b(z)−
√
b1(z)− b2(z), äå ðîçãëÿäà¹òüñÿ

îäíå iç çíà÷åíü êîðåíÿ
√
b1(z)− b2(z), òîá-

òî
√
w =

√
+

|w|
(
cos
(
argw
2

)
+ i sin

(
argw
2

))
ïðè

w ∈ C \ {0}. Íåõàé ôóíêöi¨ u òà v âèçíà÷à-
þòüñÿ íàñòóïíèìè ôîðìóëàìè: u(z) = b(z)
i v(z) = b1(z) − b2(z), z ∈ G2. Òîäi u, v ∈
H(G2) i êðiì òîãî òî÷êè u(z) +

√
v(z) òà

u(z) −
√
v(z) íàëåæàòü îáëàñòi G1. Òàêèì

÷èíîì, îäåðæó¹ìî, ùî

L′z(f) = a1(z)·

·
f
(
u(z) +

√
v(z)

)
− f

(
u(z)−

√
v(z)

)
2
√
v(z)

,

Mz(f) =

=
f(u(z) +

√
v(z)) + f(u(z)−

√
v(z))

2
.

Çàóâàæèìî, ùî v(z) ̸= 0, îñêiëüêè z ∈ V .
Íåõàé V ̸= G2 i z ∈ G2 \ V . Òîäi L′z(f) =

Cf ′(z1) i Mz(f) = f(z1), äå z1 ∈ G1. Òîìó

L′z(f) = a1(z)f
′(u(z)),

Mz(f) = f(u(z)),

äå a1 = A1(e), u = B(e), ïðè÷îìó u(z) ∈ G1.
Ïîçíà÷èìî φ(z) = h(z)a1(z), z ∈ G2. Âðà-

õîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëiâ L′z òà Mz

i òå, ùî (Af)(z) = h(z)(A1f)(z), z ∈ G2,
îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈
H(G1)

(Af)(z) =

=

 φ(z)
f
(
u(z)+
√
v(z)

)
−f

(
u(z)−
√
v(z)

)
2
√
v(z)

, z ∈ V,
φ(z)f ′(u(z)), ÿêùî z ∈ G2 \ V ;

(5)

(Bf)(z) =

=

{
f
(
u(z)+
√
v(z)

)
+f

(
u(z)−
√
v(z)

)
2

, z ∈ V,
f(u(z)), ÿêùî z ∈ G2 \ V.

(6)

Ïðè öüîìó, ôóíêöi¨ u(z) òà v(z) ¹ àíàëiòè-
÷íèìè â îáëàñòi G2 i òàêèìè, ùî äëÿ ôóí-
êöié χ1(z) = u(z) +

√
v(z), χ2(z) = u(z) −√

v(z) âèêîíóþòüñÿ óìîâè: χ1(G2) ⊆ G1,
χ2(G2) ⊆ G1.

Ìíîæèíà G2 \ V çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ
íóëiâ ôóíêöi¨ v(z) íà ìíîæèíi G2. ßêùî v ≡
0 íà G2, òî V = ∅ i ç ôîðìóë (5) òà (6)
âèïëèâà¹, ùî A(f) = φ ·(f ′ ◦u), B(f) = f ◦u,
äå φ, u ∈ H(G2), ïðè÷îìó u(G2) ⊆ G1. ßêùî
æ v ̸≡ 0, òî ìíîæèíà G2 \ V ¹ íå áiëüø íiæ
çëi÷åííîþ.

Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè íåîáõiäíiñòü
óìîâ íàñòóïíî¨ òåîðåìè.
Òåîðåìà. Íåõàé G1, G2 � äîâiëüíi îáëà-

ñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Äëÿ òîãî, ùîá
ëiíiéíi îïåðàòîðè A,B : H(G1) −→ H(G2)
çàäîâîëüíÿëè ñïiââiäíîøåííÿ (2), íåîáõiäíî
i äîñòàòíüî, ùîá ïàðà öèõ îïåðàòîðiâ âè-
çíà÷àëàñÿ îäíi¹þ ç íàñòóïíèõ óìîâ:

1) A = 0, B � äîâiëüíèé ëiíiéíèé îïåðà-
òîð, B : H(G1) −→ H(G2);

2) A(f) = φ · (f ◦ ψ); B(f) = 1
2
f ◦ ψ, äå

φ, ψ ∈ H(G2), ïðè÷îìó ψ(G2) ⊆ G1;
3) A(f) = φ · (f ′ ◦ u), B(f) = f ◦ u, äå

φ, u ∈ H(G2), ïðè÷îìó u(G2) ⊆ G1;
4) îïåðàòîðè A òà B âèçíà÷àþòüñÿ ôîð-

ìóëàìè (5) òà (6), â ÿêèõ φ, u, v ∈ H(G2),
ïðè÷îìó v ̸≡ 0, à ìíîæèíà G2 \ V çáiãà-
¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ íóëiâ ôóíêöi¨ v; êðiì
òîãî, ôóíêöi¨ u òà v ¹ òàêèìè, ùî äëÿ ôó-
íêöié χ1(z) = u(z) +

√
v(z), χ2(z) = u(z) −√

v(z) âèêîíóþòüñÿ óìîâè: χ1(G2) ⊆ G1,
χ2(G2) ⊆ G1.
Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. ßêùî îïå-

ðàòîðè A òà B âèçíà÷àþòüñÿ îäíi¹þ ç óìîâ
1)�3) òî âîíè ëiíiéíî äiþòü ç ïðîñòîðó
H(G1) ó ïðîñòið H(G2) i çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ (2). Íåõàé òåïåð îïåðàòîðè
A òà B âèçíà÷àþòüñÿ óìîâîþ 4). Ïîêàæåìî
ñïî÷àòêó, ùî öi îïåðàòîðè äiþòü ç H(G1) ó
H(G2).

Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó z0 ∈ G2 i âè-
áåðåìî çàìêíóòó ñïðÿìíó æîðäàíîâó êðèâó
γ, ÿêà ìiñòèòüñÿ â G1 ðàçîì çi ñâî¹þ âíó-
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òðiøíiñòþ i òàêó, ùî òî÷êè χ1(z0) òà χ2(z0)
ëåæàòü âñåðåäèíi îáëàñòi D, ùî îáìåæåíà
êðèâîþ γ (ïðè öüîìó χ1(z0) = χ2(z0), ÿêùî
z0 ∈ G2 \ V ). Îñêiëüêè êîðåíi ðiâíÿííÿ
(λ−u(z))2−v(z) = 0 âiäíîñíî λ íåïåðåðâíèì
÷èíîì çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà z, òî iñíó¹
îêië Vz0 òî÷êè z0, äëÿ ÿêîãî îäíî÷àñíî âè-
êîíóþòüñÿ óìîâè: χ1(Vz0) ⊆ D, χ2(Vz0) ⊆ D.
Âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëüíó ôîðìóëó Êî-
øi îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈
H(G1) ïðè z ∈ Vz0 âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

(Af)(z) =
φ(z)

2πi

∫
γ

f(λ)dλ

(λ− u(z))2 − v(z)
, (7)

(Bf)(z) =
1

2πi

∫
γ

(λ− u(z))f(λ)dλ
(λ− u(z))2 − v(z)

. (8)

Çà âëàñòèâiñòþ iíòåãðàëà òèïó Êîøi ôóí-
êöi¨ (Af)(z) òà (Bf)(z), ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ
ôîðìóëàìè (7) i (8), ¹ äèôåðåíöiéîâíèìè
íà ìíîæèíi Vz0 , à òîìó i â òî÷öi z0. Â ñè-
ëó äîâiëüíîñòi òî÷êè z0 çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
ôóíêöi¨ (Af)(z) òà (Bf)(z) ¹ àíàëiòè÷íèìè
â îáëàñòi G2. Òîìó îïåðàòîðè A òà B äiþòü â
äiþòü ç ïðîñòîðó H(G1) ó ïðîñòið H(G2). �õ
ëiíiéíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ. Áåçïîñåðåäíüîþ ïå-
ðåâiðêîþ ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî öi îïå-
ðàòîðè çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (2).
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàçíà÷èìî, ùî îïåðàòîðè A òà B, ÿêi âè-
çíà÷àþòüñÿ îäíi¹þ ç óìîâ 2)�4) äîâåäåíî¨ òå-
îðåìè, íåïåðåðâíî äiþòü äiþòü ç ïðîñòîðó
H(G1) ó ïðîñòið H(G2). Òîìó ¹ ïðàâèëüíèì
íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Íàñëiäîê. Íåõàé G1, G2 � äîâiëüíi

îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Äëÿ òîãî,
ùîá ëiíiéíi íåïåðåðâíi îïåðàòîðè A,B :
H(G1) −→ H(G2) çàäîâîëüíÿëè ñïiââiäíî-
øåííÿ (2), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ïàðà
öèõ îïåðàòîðiâ âèçíà÷àëàñÿ îäíi¹þ ç óìîâ
2)�4) ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè àáî A = 0, à B
áóâ äîâiëüíèì ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì îïåðà-
òîðîì, ùî äi¹ ç ïðîñòîðó H(G1) ó ïðîñòið
H(G2).
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