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ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÍß ÒÅÎÐÅÌ ÏÐÎ ÇÂ'ßÇÊÈ ÌIÆ ÍÀÐIÇÍÈÌÈ I
ÑÓÊÓÏÍÈÌÈ ÀÍÀËÎÃÀÌÈ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎÑÒI

Ïîêàçàíî, ùî äëÿ áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó X, òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ç íå áiëüø, íiæ
çëi÷åííîþ ïñåâäîáàçîþ i òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Z êîæíå ãîðèçîíòàëüíî ëåäü íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z, ó ÿêîãî ìíîæèíà òèõ òî÷îê x ∈ X, ùî âåðòèêàëüíèé x-
ðîçðiç fx = f(x, ·) : Y → Z ¹ ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíèì, çàëèøêîâà â X, ¹ ñóêóïíî ìàéæå ëåäü
íåïåðåðâíèì. Öÿ òåîðåìà ðîçâèâà¹ ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ß.Áîðñiêà, Î.Âàíêñî i Â.Ìàñëþ÷åíêà
íà öþ òåìó.

We prove the following result. Let X be a Baire space, Y a topological space with at most
countable pseudobase, Z a topological space and let a mapping f : X × Y → Z be horizontal
somewhat continuous. Assume that the set of all points x ∈ X for which the vertical x-section
fx = f(x, ·) : Y → Z is nearly somewhat continuous, is residual in X. Then f is jointly nearly
somewhat continuous. This theorem develops previous results on the subject of Ya.Borsik, O.Vancso
and V.Maslyuchenko.

1.Âñòóï. Â îãëÿäi Ç.Ïüîòðîâñüêîãî [1]
áóëî ñôîðìóëüîâàíî òðè ïèòàííÿ ùîäî
çâ'ÿçêiâ ìiæ äåÿêèìè íàðiçíèìè i ñóêóïíè-
ìè ïîñëàáëåííÿìè íåïåðåðâíîñòi. Îäíå ç
íèõ ñòîñóâàëîñÿ çâ'ÿçêó ìiæ íàðiçíîþ ëåäü
íåïåðåðâíiñòþ i ñóêóïíîþ ìàéæå ëåäü íå-
ïåðåðâíiñòþ. Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ áóëà
îòðèìàíà ó ïðàöÿõ [2-4]. Ïiçíiøå â ïðàöi [5]
áóëè îäåðæàíi çíà÷íî çàãàëüíiøi ðåçóëüòà-
òè íà öþ òåìó. Çîêðåìà, òàì çàìiñòü êëàñó
SS íàðiçíî ëåäü íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü
ðîçãëÿäàëèñÿ øèðøi êëàñè ShSn i ShS ãî-
ðèçîíòàëüíî ëåäü íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü,
ÿêi ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíi ÷è ëåäü íåïå-
ðåðâíi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ âiäïîâiäíî, i
âñòàíîâëþâàëîñÿ, ùî âñi ôóíêöi¨ ç öèõ êëà-
ñiâ ìàþòü ïåâíi ñóêóïíi âëàñòèâîñòi, íàïðè-
êëàä, âêàçóâàëèñÿ óìîâè íà ïðîñòîðè X,Y i
Z, çà ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ ShSn(X×
Y, Z) ⊆ Sn(X × Y, Z), à íå òiëüêè âêëþ÷å-
ííÿ SS(X × Y, Z) ⊆ Sn(X × Y, Z), ÿê áó-
ëî ðàíiøå. Ïðàâäà, öåé çàãàëüíiøèé ðåçóëü-
òàò ïðî âêëþ÷åííÿ ShSn ⊆ Sn íå îõîïëþ-
âàâ ðåçóëüòàò ß.Áîðñiêà ç [2], îñêiëüêè â éî-
ãî òåîðåìi ëåäü íåïåðåðâíiñòü âiäíîñíî äðó-
ãî¨ çìiííî¨ âèìàãàëàñÿ íå äëÿ âñiõ òî÷îê x
ç X, à ëèøå äëÿ òî÷îê ç äåÿêî¨ çàëèøêî-
âî¨ â X ìíîæèíè, òîáòî çàìiñòü êëàñó SS
ó íüîãî ðîçãëÿäàâñÿ êëàñ, ÿêèé ìè ïîçíà-

÷à¹ìî ñèìâîëîì SS̃. Òîìó ïîñòàëî ïèòàííÿ
ïðî ïiäñèëåííÿ ðåçóëüòàòó ç [5] òàê, ùîá âî-
íî âêëþ÷àëî i ðåçóëüòàò ß.Áîðñiêà [2], òî-
áòî ïðî îòðèìàííÿ òåîðåìè ïðî âêëþ÷åííÿ
ShS̃n(X × Y, Z) ⊆ Sn(X × Y, Z).

Ó öié ñòàòòi ìè, ìîäèôiêóþ÷è ìiðêóâàí-
íÿ ç [5], îòðèìó¹ìî òåîðåìó ïðî âêëþ÷åííÿ
ShS̃n ⊆ Sn. Êðiì òîãî, óçàãàëüíþ¹ìî i òâåð-
äæåííÿ ïðî òðè iíøèõ âêëþ÷åííÿ ç òåîðåìè
4 ïðàöi [5]. Äî òîãî æ, ìè äà¹ìî âiäïîâiäü
íà îäíå ïèòàííÿ, ïîñòàâëåíå â [3]. Ïîïåðåäíi
âåðñi¨ ïîäàíèõ òóò ðåçóëüòàòiâ áóëè àíîíñî-
âàíi â òåçàõ [6-8].
2. Îñíîâíi îçíà÷åííÿ i ïîçíà÷åííÿ.

Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, f :
X → Y � âiäîáðàæåííÿ i x ∈ X. Êàæóòü, ùî
f ëåäü íåïåðåðâíå, ëåäü ìàéæå íåïåðåðâíå,
êâàçiíåïåðåðâíå ÷è ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíå
â òî÷öi x, ÿêùî âîíî çàäîâîëüíÿ¹ âiäïîâiä-
íî îäíó ç íàñòóïíèõ óìîâ:
S : äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè f(x) â Y

iñíó¹ òàêà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G
â X, ùî f(G) ⊆ V ;
Sn : äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè f(x) â Y

iñíó¹ òàêà ìíîæèíà A â X, ùî intA ̸= ∅ i
f(A) ⊆ V ;
K : äëÿ äîâiëüíèõ îêîëiâ U i V òî÷îê x

i f(x) ó ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî iñíó¹
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òàêà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X,
ùî G ⊆ U i f(G) ⊆ V ;
Kn : äëÿ äîâiëüíèõ îêîëiâ U i V òî÷îê

x i f(x) ó ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî iñíó¹
òàêà ìíîæèíà A ó ïðîñòîði X, ùî A ⊆ U ,
intA ̸= ∅ i f(A) ⊆ V .

Âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ëåäü íåïå-
ðåðâíèì, ëåäü ìàéæå íåïåðåðâíèì, êâàçi-
íåïåðåðâíèì ÷è ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíèì,
ÿêùî âîíî ¹ òàêèì ó êîæíié òî÷öi ïðîñòî-
ðó X. Öi âëàñòèâîñòi ïîçíà÷àþòüñÿ âiäïî-
âiäíî ñèìâîëàìè S, Sn, K i Kn, à ñóêóïíîñòi
âñiõ òàêèõ ôóíêöié f : X → Y � ñèìâîëàìè
S(X, Y ), Sn(X,Y ), K(X,Y ) i Kn(X,Y ). Âçà-
ãàëi, äëÿ äîâiëüíî¨ âëàñòèâîñòi P âiäîáðà-
æåíü ñèìâîë P (X, Y ) îçíà÷à¹ ñóêóïíiñòü
âñiõ âiäîáðàæåíü f : X → Y , ÿêi ìàþòü âëà-
ñòèâiñòü P .

Íåõàé X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i
f : X × Y → Z � âiäîáðàæåííÿ. Äëÿ òî-
÷êè p = (x, y) ∈ X × Y ïîêëàäåìî fx(y) =
fy(x) = f(x, y). Äëÿ âëàñòèâîñòi P âiäîáðà-
æåíü íåõàé

XP (f) = {x ∈ X : fx ∈ P (Y, Z)}

i
YP (f) = {y ∈ Y : fy ∈ P (X,Z)}

ßêùî Q ùå îäíà âëàñòèâiñòü âiäîáðàæåíü,
òî ìè ïîêëàäà¹ìî:

PQ(X × Y, Z) = {f ∈ ZX∈Y :

XQ(f) = X i YP (f) = Y };

PQ̃(X × Y, Z) = {f ∈ ZX∈Y :

XQ(f) çàëèøêîâà â X i YP (f) = Y }.
Íàãàäà¹ìî, ùî çàëèøêîâà ìíîæèíà B ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîðiX � öå ìíîæèíà, äî-
ïîâíåííÿ A = X\B äî ÿêî¨ ¹ ìíîæèíîþ
ïåðøî¨ êàòåãîði¨, òîáòî ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

A =
∞∪
n=1

An, äå ìíîæèíè An íiäå íå ùiëüíi â

X, ùî îçíà÷à¹, ùî intAn ̸= ∅.
Âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z íàçèâà¹òü-

ñÿ ãîðèçîíòàëüíî ëåäü íåïåðåðâíèì ÷è ãî-
ðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèì ó òî÷öi p =
(x, y) ∈ X × Y , ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ âiä-
ïîâiäíî îäíó ç íàñòóïíèõ óìîâ:

Sh : äëÿ äîâiëüíîãî îêîëóW òî÷êè f(x, y)
ó ïðîñòîði Z iñíóþòü âiäêðèòà íåïîðîæíÿ
ìíîæèíà G â X i òî÷êà b ∈ Y , òàêi, ùî
f(G× {b}) ⊆ W ;
Kh : äëÿ äîâiëüíèõ îêîëiâ U, V i W òî÷îê

x, y i f(x, y) ó ïðîñòîðàõ X,Y i Z âiäïîâiäíî
iñíóþòü âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â
X i òî÷êà b ∈ Y , òàêi, ùî G ⊆ U, b ∈ V i
f(G× {b}) ⊆ W .

Âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z íàçèâà-
¹òüñÿ ãîðèçîíòàëüíî ëåäü íåïåðåðâíèì ÷è
ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèì, ÿêùî âî-
íî ¹ òàêèì ó êîæíié òî÷öi p = (x, y) äîáóòêó
X×Y . Öi âëàñòèâîñòi ìè ïîçíà÷à¹ìî ñèìâî-
ëàìè Sh, Kh âiäïîâiäíî.

Íåõàé Q � äåÿêà âëàñòèâiñòü âiäîáðà-
æåíü. Ìè ïîêëàäà¹ìî

ShQ(X × Y, Z) = {f ∈ ZX×Y :

f ∈ Sh(X × Y, Z) i XQ(f) = X},

ShQ̃(X × Y, Z) = {f ∈ ZX×Y :

f ∈ Sh(X × Y, Z) i XQ(f) çàëèøêîâà â X}.
Àíàëîãi÷íî ââîäÿòüñÿ êëàñè

KhQ(X × Y, Z) i KhQ̃(X × Y, Z).
Íàðåøòi, âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z

íàçèâà¹òüñÿ çìiøàíî ìàéæå ëåäü íåïåðåðâ-
íèì ó òî÷öi p = (x, y) ∈ X × Y , ÿêùî äëÿ
êîæíîãî îêîëó W òî÷êè f(x, y) ó Z iñíóþòü
ìíîæèíè A i V ó ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiä-
íî, òàêi, ùî intA ̸= ∅, V � âiäêðèòà íåïîðî-
æíÿ â Y i f(A × V ) ⊆ W , i ïðîñòî çìiøà-
íî ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíî ¹
òàêèì ó êîæíié òî÷öi äîáóòêó X ×Y . Ñóêó-
ïíiñòü óñiõ òàêèõ âiäîáðàæåíü f : X×Y → Z
ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì Pns(X × Y, Z).
3. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.Ìè áóäåìî

ñïèðàòèñÿ íàäàëi íà òàêi äâà òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 1. Íåõàé G � âiäêðèòà ìíîæèíà ó

ïðîñòîðiX,A ⊆ X iG ⊆ A . ÒîäiG ⊆ G ∩ A.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ G. Òîäi x ∈ A,

àäæå G ⊆ A. Ìíîæèíà G, áóäó÷è âiäêðè-
òîþ, ¹ îêîëîì êîæíî¨ ñâî¹¨ òî÷êè, çîêðåìà,
òî÷êè x. Íåõàé U � äîâiëüíèé îêië òî÷êè x â
X. Òîäi U ∩G òåæ áóäå îêîëîì òî÷êè x. Àëå
æ x � öå òî÷êà äîòèêó ìíîæèíè A, îòæå ,
(U ∩G)∩A ̸= ∅. Òîäi i U ∩ (G ∩ A) ̸= ∅,
îòæå, x ∈ G ∩ A.
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Êàæóòü, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X áå-
ðiâ ÷è áåðiâñüêèé, ÿêùî êîæíà íåïîðîæíÿ
âiäêðèòà ìíîæèíà G â X ¹ ìíîæèíîþ äðó-
ãî¨ êàòåãîði¨, òîáòî íå ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨
êàòåãîði¨.

Ëåìà 2. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðîñòið,
E � çàëèøêîâà ìíîæèíà â X i G � âiäêðèòà
íåïîðîæíÿ ìíîæèíà âX. Òîäi ïåðåòèí E∩G
¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨ â X.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ äîïîâíåííÿ
X\E � öå ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â
X. Îñêiëüêè G\E ⊆ X\E, òî i ðiçíèöÿ
G\E áóäå ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â
X. Îñêiëüêè X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, òî
G � öå ìíîæèíà äðóãî¨ êàòåãîði¨ â X. Àëå
G = (G∩ E)∪ ( G \ E). ßêáè ïåðåòèí G∩E
áóâ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨, òî òàêîþ
æ áóëà á i ìíîæèíà G, àäæå îá'¹äíàííÿ
äâîõ ìíîæèí ïåðøî¨ êàòåãîði¨ çàëèøà¹òüñÿ
ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨. Àëå G � öå
ìíîæèíà äðóãî¨ êàòåãîði¨, îòæå, òàêèì æå
áóäå i ïåðåòèí G ∩ E.

ßê i â [5] ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
îäíó âëàñòèâiñòü ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïå-
ðåðâíèõ âiäîáðàæåíü [5, òåîðåìà 2] i íàñëi-
äîê ç íå¨ [5, òåîðåìà 3].

Ëåìà 3. Íåõàé X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi ïðî-
ñòîðè, U i V � âiäêðèòi ìíîæèíè ó ïðîñòî-
ðàõ X i Y âiäïîâiäíî, A ⊆ X, U ⊆ A i f :
X×Y → Z � ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f(U × V ) ⊆ f(A× V ).

Ëåìà 4. Íåõàé X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè, ïðè÷îìó ïðîñòið X ðåãóëÿðíèé,
i f : X × Y → Z � ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíå-
ïåðåðâíå i çìiøàíî ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f áóäå ñóêóïíî ëåäü íå-
ïåðåðâíèì.
4. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Íàñòóïíà òåî-

ðåìà óçàãàëüíþ¹ òåîðåìó 4 ç [5]. Íàãàäà¹-
ìî, ùî ïñåâäîáàçîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
Y íàçèâà¹òüñÿ òàêà ñèñòåìà V éîãî âiäêðè-
òèõ ìíîæèí, ùî äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ íåïî-
ðîæíüî¨ ìíîæèíè G â X iñíó¹ íåïîðîæíÿ
ìíîæèíà V ç V , òàêà, ùî V ⊆ G.
Òåîðåìà 1. Íåõàé X � áåðiâñüêèé

ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ÿêèé
ìà¹ íå áiëüø, íiæ çëi÷åííó ïñåâäîáàçó
V = { Vn : n ∈ N} i Z � äîâiëüíèé
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ShS̃n(X × Y, Z) ⊆ Sn(X × Y, Z);
(ii) ShS̃(X × Y, Z) ⊆ Pns(X × Y, Z);
(iii) KhK̃n(X × Y, Z) ⊆ Kn(X × Y, Z);
(iv) KhK̃(X × Y, Z) ⊆ K(X × Y, Z), ÿêùî

ïðîñòið Z ðåãóëÿðíèé.
Äîâåäåííÿ. (i). Íåõàé f ∈ ShS̃n(X × Y, Z)

i p0 ∈ X × Y . Äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f
ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíå â òî÷öi p0.

Íåõàé W � âiäêðèòèé îêië òî÷êè z0 =
f(p0) ó ïðîñòîði Z. Îñêiëüêè f ãîðèçîíòàëü-
íî ëåäü íåïåðåðâíå â òî÷öi p0, òî iñíóþòü
âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X i òî-
÷êà b ∈ Y , òàêi, ùî f(G × {b}) ⊆ W . Äëÿ
êîæíîãî íîìåðà n ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

An = {x ∈ G : (∃Bn,x)(Bn,x ⊆ Vn ⊆ Bn,x)

i (fx(Bn,x) ⊆ W )}.

Çà óìîâîþ ìíîæèíà T = XSn(f) ¹ çàëèø-
êîâîþ â X. Îñêiëüêè ìíîæèíà G âiäêðèòà
â X i íåïîðîæíÿ, òî çà ëåìîþ 2 ïåðåòèí
P = G ∩ T � öå ìíîæèíà äðóãî¨ êàòåãîði¨
â X.

Äîâåäåìî, ùî P ⊆
∞∪
n=1

An. Ñïðàâ-

äi, íåõàé x ∈ P . Òîäi âiäîáðàæåííÿ
fx : Y → Z áóäå ìàéæå ëåäü íåïå-
ðåðâíèì, àäæå x ∈ T , çîêðåìà, âîíî áó-
äå òàêèì i â òî÷öi b. Îñêiëüêè x ∈ G, òî
fx(b) = f(x, b) ∈ f(G× { b }) ⊆ W , îòæå
fx(b) ∈ W . Ç âiäêðèòîñòiW âèïëèâà¹, ùîW
� öå îêië òî÷êè fx(b). Âiäîáðàæåííÿ fx ìàé-
æå ëåäü íåïåðåðâíå, òîìó iñíó¹ òàêà ìíîæè-
íà B â Y , ùî H = intB ̸= ∅ i fx(B) ⊆ W .
Îñêiëüêè H � öå âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíî-
æèíà â Y , à V � ïñåâäîáàçà, òî iñíó¹ òà-
êèé íîìåð n, ùî ∅ ̸= Vn ⊆ H. Ïîêëàäåìî
Bn,x = B ∩ Vn. Îñêiëüêè Vn ⊆ H ⊆ B, òî
Vn ⊆ B i Bn,x ⊆ Vn ⊆ Bn,x çà ëåìîþ 1. Êðiì
òîãî, fx(Bn,x) ⊆ fx(B) ⊆ W . Îòæå, x ∈ An i
ïîòðiáíå âêëþ÷åííÿ äîâåäåíå.

Îñêiëüêè P � öå ìíîæèíà äðóãî¨ êàòå-

ãîði¨ â X i P ⊆
∞∪
n=1

An , òî iñíó¹ òàêèé

íîìåð m, ùî Am áóäå äåñü ùiëüíîþ ìíî-
æèíîþ, òîáòî U = intAm ̸= ∅. Çà ëåìîþ
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1 äëÿ ìíîæèíè A = U ∩ Am áóäåìî ìà-
òè, ùî A ⊆ U ⊆ A. Ïîêëàäåìî V = Vm i
E =

∪
x∈A

({x} × Bm,x). Îñêiëüêè A ⊆ Am,

òî f({x} × Bm,x) = fx(Bm,x) ⊆ W äëÿ
êîæíîãî x ∈ A. Òîìó

f(E) =
∪
x∈A

f({x} ×Bm,x) ⊆ W.

Îñêiëüêè U ⊆ A i V ⊆ Bm,x äëÿ êîæíîãî
x ∈ A, òî, ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè, U ×V ⊆ E.
Òîìó intE ̸= ∅, àäæå intE ⊇ U × V ̸= ∅ i
ìíîæèíà U×V âiäêðèòà âX×Y . Öå ïîêàçó¹,
ùî âiäîáðàæåííÿ f ¹ ìàéæå ëåäü íåïåðåðâ-
íèì â òî÷öi p0.

(ii). Íåõàé f ∈ ShS̃(X × Y, Z). Ïîêàæåìî,
ùî f ∈ Pns(X×Y, Z). Íåõàé p0 ∈ X×Y iW �
âiäêðèòèé îêië òî÷êè z0 = f(p0) ó ïðîñòîði
Z. Ç ãîðèçîíòàëüíî¨ ëåäü íåïåðåðâíîñòi âiä-
îáðàæåííÿ f ó òî÷öi p0 âèïëèâà¹, ùî iñíó-
þòü âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X i
òî÷êà b ∈ Y , òàêi, ùî f(G × {b}) ⊆ W .
Ïîêëàäåìî T = XS(f), P = G ∩ T i An =
{x ∈ G : fx(Vn) ⊆ W}. Îñêiëüêè äëÿ êî-
æíîãî x ∈ P âiäîáðàæåííÿ fx ëåäü íåïå-

ðåðâíå, òî, ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè, P ⊆
∞∪
n=1

An.

Ç ëåìè 2 âèïëèâà¹, ùî P ¹ ìíîæèíîþ äðó-
ãî¨ êàòåãîði¨, îòæå, iñíó¹ òàêèé íîìåð m, ùî
U = intAm ̸= ∅. Çà ëåìîþ 1 äëÿ ìíîæèíè
A = U∩Am áóäåìî ìàòè, ùî A ⊆ U ⊆ A. Íå-
õàé V = Vm i E = A× V . Îñêiëüêè A ⊆ Am,
òî fx(V ) = fx(Vm) ⊆ W äëÿ êîæíîãî
x ∈ A.

Òàêèì ÷èíîì, f(A × V ) ⊆ W i
intA = U ̸= ∅, îòæå, âiäîáðàæåííÿ f
¹ çìiøàíî ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíèì ó òî÷öi
p0, à çíà÷èòü, f ∈ Pns(X × Y, Z).

(iii). Íåõàé f ∈ KhK̃n(X × Y, Z) i p0 =
(x0, y0) ∈ X × Y . Äîâåäåìî, ùî f ¹ ìàé-
æå êâàçiíåïåðåðâíèì ó òî÷öi p0. Ðîçãëÿíåìî
äîâiëüíi âiäêðèòi îêîëè U òî÷êè x0 ó ïðî-
ñòîði X i V òî÷êè y0 ó ïðîñòîði Y . Äëÿ
òîãî, ùîá âiäîáðàæåííÿ f áóëî ìàéæå êâà-
çiíåïåðåðâíèì ó òî÷öi p0, äîñèòü ïîêàçàòè,
ùî çâóæåííÿ g = f |U×V ¹ ìàéæå ëåäü íå-
ïåðåðâíèì ó òî÷öi p0. Îñêiëüêè ìíîæèíè
U i V âiäêðèòi ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ, òî

XKn(f) ∩ U ⊆ UKn(g) ⊆ U . Çà óìîâîþ ìíî-
æèíà XKn(f) ¹ çàëèøêîâîþ â X, òîáòî äî-
ïîâíåííÿ X\XKn(f) ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êà-
òåãîði¨ â X. Àëå

U\UKn(g) ⊆ U\(XKn(f) ∩ U) =

= U\XKn(f) ⊆ X\XKn(f),

îòæå, i U\UKn(g) � öå ìíîæèíà ïåðøî¨ êà-
òåãîði¨ â X. Àëå ìíîæèíà U âiäêðèòà â X i
U\UKn(g) ⊆ U , òîìó ðiçíèöÿ U\UKn(g) áó-
äå ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ i â ïiäïðî-
ñòîði U , à çíà÷èòü, ìíîæèíà UKn(g) áóäå çà-
ëèøêîâîþ â U . Ç âiäêðèòîñòi U i V ëåãêî
âèâåñòè, ùî çâóæåííÿ g áóäå òåæ ãîðèçîí-
òàëüíî êâàçiíåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ ÿê i f .
Òàêèì ÷èíîì, g ∈ KhK̃n(U × V, Z) i òèì
áiëüøå g ∈ ShS̃n(U × V, Z). Âiäêðèòèé ïiä-
ïðîñòið U áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó X ñàì áóäå
áåðiâñüêèì ïðîñòîðîì, à âiäêðèòèé ïiäïðî-
ñòið V ïðîñòîðó Y ç íå áiëüø, íiæ çëi÷åí-
íîþ ïñåâäîáàçîþ ñàì áóäå ìàòè íå áiëüø,
íiæ çëi÷åííó ïñåâäîáàçó. Òîìó ìè ìîæåìî
çàñòîñîâóâàòè òâåðäæåííÿ (i), çãiäíî ç ÿêèì
g ∈ Sn(U×V, Z), çîêðåìà, g áóäå ìàéæå ëåäü
íåïåðåðâíèì ó òî÷öi p0, ùî é òðåáà áóëî äî-
âåñòè.

(iv). Íåõàé f ∈ KhK̃(X × Y, Z) i
p0 = (x0, y0) ∈ X × Y . Äîâåäåìî, ùî âiä-
îáðàæåííÿ f êâàçiíåïåðåðâíå â òî÷öi p0. Íå-
õàé U � âiäêðèòèé îêië òî÷êè x0 â X i V
� âiäêðèòèé îêië òî÷êè y0 â Y . Äëÿ äîâå-
äåííÿ êâàçiíåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f ó
òî÷öi p0 äîñèòü ïîêàçàòè, ùî éîãî çâóæåííÿ
g = f |U×V áóäå ëåäü íåïåðåðâíèì ó òî÷öi p0.
Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî g ∈ KhK̃(U × V, Z), à
çíà÷èòü, i g ∈ ShS̃(U × V, Z). Ç òâåðäæåí-
íÿ (ii) âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ g çìiøà-
íî ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíå. Îñêiëüêè âîíî
ùå é ãîðèçîíòàëüíî íåïåðåðâíå, òî çà ëåìîþ
4 g áóäå ëåäü íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì,
çîêðåìà, áóäå òàêèì i â òî÷öi p0, ùî é òðåáà
áóëî äîâåñòè.
5. Âiäïîâiäü íà îäíå ïèòàííÿ Âàí-

êñî. Ó ïðàöi [3] Î.Âàíêñî äîâiâ, ùî âêëþ÷å-
ííÿ SS(X×Y, Z) ⊆ Sn(X×Y, Z) âèêîíó¹òü-
ñÿ, êîëè X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, Y � òîïî-
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ëîãi÷íèé ïðîñòið ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åí-
íîñòi i Z � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið. Çðîçóìiëî,
ùî öåé ðåçóëüòàò ëåãêî âèâåñòè ç òâåðäæåíü
(i) ÷è (ii) òåîðåìè 1. Òóò æå âií ïîñòàâèâ ïè-
òàííÿ: ÷è ìà¹ ìiñöå âêàçàíå âêëþ÷åííÿ, êî-
ëè X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, Y � ñåïàðàáåëü-
íèé ïðîñòið ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi
i Z � ðåãóëÿðíèé ïðîñòið? Ñàì àâòîð âèñëî-
âèâ ïðèïóùåííÿ, ùî âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ
íåãàòèâíà. Íàñïðàâäi æ öå íå òàê, ùî ìè é
âñòàíîâèìî ó äàíîìó ïóíêòi. Äëÿ äîâåäåííÿ
áóäå ïîòðiáíà

Ëåìà 5. Íåõàé X � ñåïàðàáåëüíèé òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åí-
íîñòi. Òîäi X ìà¹ íå áiëüø, íiæ çëi÷åííó
ïñåâäîáàçó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = {an : n ∈ N} �
íå áiëüø, íiæ çëi÷åííà âñþäè ùiëü-
íà â X ìíîæèíà. Äëÿ êîæíîãî íî-
ìåðà n iñíó¹ íå áiëüø, íiæ çëi÷åííà
áàçà Un = {Un,k : k ∈ N} âiäêðè-
òèõ îêîëiâ òî÷êè an. Ëåãêî ïåðåâiðè-
òè, ùî íå áiëüø, íiæ çëi÷åííà ñèñòåìà

U =
∞∪
n=1

Un = {Un,k : (n, k) ∈ N2} âiäêðèòèõ

íåïîðîæíiõ â X ìíîæèí áóäå ïñåâäîáàçîþ
ïðîñòîðó X. Ñïðàâäi, íåõàé G � âiäêðèòà
íåïîðîæíÿ ìíîæèíà â X. Îñêiëüêè A = X,
òî iñíó¹ òàêèé íîìåð n, ùî an ∈ G. Àëå
G � öå îêië òî÷êè an, òîìó iñíó¹ òàêèé
íîìåð k, ùî Un,k ⊆ G. Öå i ïîêàçó¹, ùî U �
ïñåâäîáàçà â X.

Çâiäñè ëåãêî âèâîäèòüñÿ ðåçóëüòàò, ÿêèé
äà¹ ïîçèòèâíó âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ Âàíêñî.
Òåîðåìà 2. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-

ñòið, Y � ñåïàðàáåëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi, Z �
äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Òîäi

ShS̃n(X × Y, Z) ⊆ Sn(X × Y, Z)

i
ShS̃(X × Y, Z) ⊆ Pns(X × Y, Z).

Äîâåäåííÿ. Öå íåãàéíî âèïëèâà¹ ç ëåìè 5
i òâåðäæåíü (i) òà (ii) òåîðåìè 1.

Îñêiëüêè

SS(X×Y, Z) ⊆ ShS̃n(X×Y, Z) ⊆ ShS̃(X×Y, Z)

i Pns(X × Y, Z) ⊆ Sn(X × Y, Z),

òî ç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹, ùî âiäïîâiäü íà
ïèòàííÿ Âàíêñî ïîçèòèâíà.

Ç òåîðåìè 1 âèïëèâàþòü âñi ðåçóëüòàòè
ïðàöü [2 - 5], ùî äàþòü âiäïîâiäü íà ïðîáëå-
ìó Ïüîòðîâñüêîãî i ñóìiæíi ïèòàííÿ.
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