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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÄÎ ÏÈÒÀÍÍß ÏÐÎ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍIÑÒÜ ÍÀÐIÇÍÎ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ
ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ ÇI ÇÍÀ×ÅÍÍßÌÈ Â ÏËÎÙÈÍI ÑIÄÐÀ

Îòðèìàíî òåîðåìè ïðî êâàçiíåïåðåðâíiñòü òà ñóêóïíó íåïåðåðâíiñòü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü f : X1 × ...×Xn →M çi çíà÷åííÿìè â ïëîùèíi Ñiäðà M.

We obtain results on the quasi-continuity and joint continuity of separately continuous mappings
f : X1 × ...×Xn →M with values in the Ceder plane M.

1. Âñòóï. Â îñòàííi ðîêè àêòèâíî âå-
äóòüñÿ äîñëiäæåííÿ ìíîæèíè C(f) òî÷îê
íåïåðåðâíîñòi íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-
æåíü çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áëèçüêèõ
äî ìåòðèçîâíèõ (äèâ. [1] i âêàçàíó òàì ëi-
òåðàòóðó). Îäíèì iç êëàñiâ òàêèõ ïðîñòî-
ðiâ ¹ êëàñ âè÷åðïíèõ ïðîñòîðiâ, ÿêèé áóâ
óâåäåíèé Äæ.Ñiäðîì â [2] ïiä íàçâîþ M3-
ïðîñòîðè. Òàì æå áóâ íàâåäåíèé ïðèêëàä
âè÷åðïíîãî íåìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó � òàê
çâàíà ïëîùèíà Ñiäðà M. Â ïðàöi [3] áóëè
âèâ÷åíi äåÿêi âëàñòèâîñòi ïðîñòîðó M, à òà-
êîæ äîñëiäæåíî ìíîæèíó òî÷îê íåïåðåðâ-
íîñòi C(f) íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü
f : X1 × ... ×Xn → M, âèçíà÷åíèõ íà äîáó-
òêó çâ'ÿçíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Êðiì
òîãî, â [4] áóëî ïîêàçàíî, ùî ó êîæíî¨ êâà-
çiíåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : X → M ìíîæè-
íà C(f) çàëèøêîâà â X, à òàêîæ áóëà äî-
ñëiäæåíà ìíîæèíà C(f) äëÿ KC-ôóíêöié
f : X×Y →M, ÿêi êâàçiíåïåðåðâíi âiäíîñíî
ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïåðåðâíi âiäíîñíî äðó-
ãî¨ çìiííî¨. Öi ðåçóëüòàòè áóëî àíîíñîâàíî
â [5]. Îñêiëüêè íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðà-
æåííÿ ÷àñòî âèÿâëÿþòüñÿ êâàçiíåïåðåðâíè-
ìè, òî ïðèðîäíî âèíèêëî ïèòàííÿ ïðî êâàçi-
íåïåðåðâíiñòü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-
æåíü çi çíà÷åííÿìè â ïëîùèíi Ñiäðà. Öå ïè-
òàííÿ ìè äîñëiäæó¹ìî â äàíié ðîáîòi. Ðà-
çîì ç òèì ç äîïîìîãîþ òåõíiêè, ðîçðîáëåíî¨
â [6, 7], ìè îòðèìó¹ìî òóò íîâi ðåçóëüòàòè
ïðî ñóêóïíó íåïåðåðâíiñòü íàðiçíî íåïåðåð-
âíèõ âiäîáðàæåíü f : X1 × ... × Xn → M, ó
ÿêèõ çâ'ÿçíiñòü âèìàãà¹òüñÿ ëèøå âiä îñòàí-
íüîãî ïðîñòîðó Xn.

2. Êâàçiíåïåðåðâíiñòü íàðiçíî íåïå-
ðåðâíèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â
öiëêîì ðåãóëÿðíèõ ïðîñòîðàõ. Ôóíêöiÿ
f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ êâàçiíåïåðåðâíîþ
â òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó V
òî÷êè y0 = f(x0) ó ïðîñòîði Y i äëÿ äîâiëü-
íîãî îêîëó U òî÷êè x0 â X iñíó¹ òàêà âiä-
êðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â ïðîñòîði X,
ùî G ⊆ U i f(G) ⊆ V , i ïðîñòî êâàçiíåïå-
ðåðâíîþ, ÿêùî âîíà ¹ òàêîþ ó êîæíié òî÷öi
ïðîñòîðó X.
Òåîðåìà 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið, Y � öiëêîì ðåãóëÿðíèé òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið i x0 ∈ X. Âiäîáðàæåííÿ f :
X → Y áóäå êâàçiíåïåðåðâíèì â òî÷öi x0,
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ íå-
ïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ g : Y → R êîìïîçèöiÿ
h = g ◦ f : X → R � öå êâàçiíåïåðåðâíà â
òî÷öi x0 ôóíêöiÿ.
Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé f �

êâàçiíåïåðåðâíå â òî÷öi x0 âiäîáðàæåííÿ,
y0 = f(x0) i g : Y → R � äîâiëüíà íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ. Äîâåäåìî, ùî h � êâàçiíåïåðåðâíà
â òî÷öi x0 ôóíêöiÿ. Íåõàé W � äîâiëüíèé
îêië òî÷êè z0 = h(x0) = g(f(x0)) = g(y0)
â R. Ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ g â òî÷öi y0,
âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ îêië V òî÷êè y0 â Y , òà-
êèé, ùî g(V ) ⊆ W . Íåõàé U � äîâiëüíèé
îêië òî÷êè x0 âX, ç êâàçiíåïåðåðâíîñòi ôóí-
êöi¨ f â òî÷öi x0 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ âiäêðè-
òà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â ïðîñòîði X, òà-
êà, ùî G ⊆ U i f(G) ⊆ V . Â òàêîìó ðàçi,
h(G) = g(f(G)) ⊆ g(V ) ⊆ W . Îòæå, ôóíê-
öiÿ h êâàçiíåïåðåðâíà â òî÷öi x0.

Äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî f íå ¹
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êâàçiíåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0. Äîâåäåìî, ùî
iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g0 : Y → [0, 1], òà-
êà, ùî h0 = g0 ◦ f íå áóäå êâàçiíåïåðåðâíîþ
â òî÷öi x0. Íåõàé iñíóþòü îêîëè U òà V òî-
÷îê x0 òà y0 â ïðîñòîðàõ X òà Y âiäïîâiä-
íî, òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðî-
æíüî¨ ìíîæèíè G â ïðîñòîði X, òàêî¨, ùî
G ⊆ U , îáðàç f(G) * V . Ç òîãî, ùî ïðî-
ñòið Y öiëêîì ðåãóëÿðíèé, ìà¹ìî, ùî iñíó¹
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g0 : Y → [0, 1], òàêà, ùî
g0(y0) = 0 i g0(y) = 1 íà Y \ V . Ïîêàæå-
ìî, ùî h0 = g0 ◦ f íå ¹ êâàçiíåïåðåðâíîþ â
òî÷öi x0. Íåõàé G � äîâiëüíà âiäêðèòà íå-
ïîðîæíÿ ìíîæèíà, òàêà, ùî G ⊆ U . Çà ïî-
áóäîâîþ, f(G) * V , îòæå iñíó¹ òî÷êà x ∈ G,
òàêà, ùî f(x) /∈ V . Òîäi h0(x) = g0(f(x)) = 1,
à h0(x0) = g0(f(x0)) = g0(y0) = 0. Ðîçãëÿíå-
ìî îêië W = (−1

2
, 1
2
) òî÷êè h0(x0) = 0 â R.

Çà äîâåäåíèì, äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ íåïî-
ðîæíüî¨ ìíîæèíè G, òàêî¨, ùî G ⊆ U iñíó¹
òî÷êà x ∈ G, òàêà, ùî h0(x) = 1 /∈ W . Îòæå,
ôóíêöiÿ h0 íå ¹ êâàçiíåïåðåðâíîþ â òî÷öi
x0. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü äîñòà-
òíiñòü âêàçàíî¨ óìîâè.

Çàãàëüíiøèé âiä òåîðåìè 1 ðåçóëüòàò äëÿ
A-íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü áóâ âñòàíîâëå-
íèé ó ïðàöi [8]. Ìè òóò äàëè äîâåäåííÿ äëÿ
êâàçiíåïåðåðâíèõ ôóíêöié äëÿ ïîâíîòè âè-
êëàäó.
3. Äåÿêi âëàñòèâîñòi äîáóòêiâ òîïî-

ëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Òóò ìè âñòàíîâèìî
òåîðåìè ïðî áåðîâiñòü òà íàÿâíiñòü çëi÷åí-
íî¨ ïñåâäîáàçè äîáóòêiâ n ïðîñòîðiâ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ñèñòåìà V âiäêðèòèõ ìíî-
æèí íàçèâà¹òüñÿ ïñåâäîáàçîþ òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨
âiäêðèòî¨ â X ìíîæèíè G iñíó¹ òàêèé åëå-
ìåíò V ∈ V , ùî V ̸= ∅ i V ⊆ G. Ìè êàæå-
ìî, ùî ïðîñòið X ìà¹ çëi÷åííó ïñåâäîáàçó,
ÿêùî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü (Vn)

∞
n=1 âiä-

êðèòèõ ìíîæèí â X, ùî ñèñòåìà V = {Vn :
n ∈ N} ¹ ïñåâäîáàçîþ â X.

Íàì áóäå ïîòðiáíèé îäèí ðåçóëüòàò ïðî
áåðîâiñòü äîáóòêó ç [7].
Òåîðåìà 2. Íåõàé X i Y � áåðiâñüêi ïðî-

ñòîðè i Y ìà¹ çëi÷åííó ïñåâäîáàçó. Òîäi i
äîáóòîê P = X × Y ¹ áåðiâñüêèì.

Öþ òåîðåìó ìîæíà óçàãàëüíèòè.
Òåîðåìà 3. Íåõàé X1 � áåðiâñüêèé ïðî-

ñòið, X2, ..., Xn+1 � áåðiâñüêi ïðîñòîðè çi
çëi÷åííîþ ïñåâäîáàçîþ. Òîäi i äîáóòîê P =
X1 × ...×Xn+1 ¹ áåðiâñüêèì.
Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ âiä-

íîñíî n. Ïðè n = 1 � öå òåîðåìà 2. Äëÿ
äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðè n = 2, ïîêëàäåìî
X = X1 × X2 i Y = X3. Çà òåîðåìîþ 2
ïðîñòið X áåðiâñüêèé, îòæå, òàêèì áóäå i
X × Y = X1 × X2 × X3. Ïðèïóñòèìî òåïåð,
ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âiðíå äëÿ äîáóòêó
n ïðîñòîðiâ i äîâåäåìî, ùî âîíà ìà¹ ìiñöå i
äëÿ n + 1 ìíîæíèêiâ. Äëÿ öüîãî äîñèòü ïî-
êëàñòè X = X1 × ... × Xn i Y = Xn+1. Çà
ïðèïóùåííÿì ïðîñòiðX áåðiâñüêèé, òîìó çà
òåîðåìîþ 2 ïðîñòið X × Y = X1 × ...×Xn+1

òàêîæ áóäå áåðiâñüêèì.
Òåîðåìà 4. Äîáóòîê X1 × ...×Xn ïðî-

ñòîðiâ çi çëi÷åííîþ ïñåâäîáàçîþ çàëèøà¹-
òüñÿ ïðîñòîðîì çi çëi÷åííîþ ïñåâäîáàçîþ.
Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî, ùî òâåðäæåí-

íÿ òåîðåìè âiðíå äëÿ äîáóòêó äâîõ ïðîñòî-
ðiâ. Íåõàé X = X1, Y = X2, {Un : n ∈ N}
i {Vn : n ∈ N} � ïñåâäîáàçè â ïðîñòî-
ðàõ X òà Y âiäïîâiäíî. Ðîçãëÿíåìî ñèñòå-
ìó W , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñåìîæëèâèõ äî-
áóòêiâ Wm,n = Um × Vn, i äîâåäåìî, ùî W
� çëi÷åííà ïñåâäîáàçà â X × Y . Íåõàé W �
äîâiëüíà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ â X × Y ìíî-
æèíà. Çà îçíà÷åííÿì òîïîëîãi¨ äîáóòêó iñíó-
þòü âiäêðèòi íåïîðîæíi ìíîæèíè U òà V
â ïðîñòîðàõ X òà Y âiäïîâiäíî, òàêi, ùî
U × V ⊆ W . Êðiì òîãî, çíàéäóòüñÿ íåïîðî-
æíi ìíîæèíè Um òà Vn ç âiäïîâiäíèõ ïñåâ-
äîáàç, òàêi, ùî Um ⊆ U òà Vn ⊆ V . Â òà-
êîìó ðàçi Wm,n = Um × Vn ⊆ U × V ⊆ W ,
à îòæå, ñèñòåìà W � ïñåâäîáàçà â X × Y .
Çëi÷åííiñòü ¨¨ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ïîäâiéíó
ïîñëiäîâíiñòü ëåãêî ïåðåíóìåðóâàòè ó ïðî-
ñòó íàñòóïíèì ÷èíîì:W1 =W1,1,W2 =W2,1,
W3 =W2,2, W4 =W3,1, W5 = W3,2, ....

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî òåîðåìà âiðíà äëÿ
äîáóòêó n ïðîñòîðiâ i ïåðåâiðèìî äëÿ n+ 1.
Ïîêëàäåìî X = X1 × ... × Xn i Y = Xn+1.
Çà ïðèïóùåííÿì X � ïðîñòið çi çëi÷åííîþ
ïñåâäîáàçîþ, òîìó çà äîâåäåíèì äëÿ äîáó-
òêó äâîõ ïðîñòîðiâ X × Y = X1 × ...×Xn+1

� ïðîñòið çi çëi÷åííîþ ïñåâäîáàçîþ.
4. Êâàçiíåïåðåðâíiñòü KC-ôóíêöié

çi çíà÷åííÿìè â öiëêîì ðåãóëÿðíîìó

174 Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2014. � Ò. 2, � 2�3.



ïðîñòîði. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òà-
êi ïîçíà÷åííÿ. Äëÿ ôóíêöi¨ f : X × Y → Z
i òî÷êè p = (x, y) ∈ X × Y ïîêëàäåìî
fx(y) = fy(x) = f(x, y).

Ôóíêöiÿ f : X ×Y → Z íàçèâà¹òüñÿ KC-
ôóíêöi¹þ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X ôóíêöiÿ
fx : Y → Z íåïåðåðâíà i äëÿ êîæíîãî y ∈ Y
ôóíêöiÿ fy : X → Z êâàçiíåïåðåðâíà. Ñó-
êóïíiñòü óñiõ òàêèõ ôóíêöié ìè ïîçíà÷à¹ìî
ñèìâîëîì KC(X × Y, Z).

Íàì çíàäîáèòüñÿ òåîðåìà, ÿêà âèïëèâà¹
ç ðåçóëüòàòiâ ïðàöi [6].
Òåîðåìà 5. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi-

÷íi ïðîñòîðè, ïðè÷îìó Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåð-
øó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, Z � ìåòðèçîâíèé
ïðîñòið i f ∈ KC(X × Y, Z). Òîäi äëÿ êîæ-
íîãî y ∈ Y ìíîæèíà Cy(f) = {x ∈ X :
(x, y) ∈ C(f)} çàëèøêîâà â X.

Ç íå¨ ëåãêî âèâîäèòüñÿ
Òåîðåìà 6. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-

ñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ùî çàäî-
âîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, Z � öië-
êîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið i f : X × Y → Z �
KC-ôóíêöiÿ. Òîäi f � êâàçiíåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé g : Z → R � íåïå-

ðåðâíà ôóíêöiÿ i h = g ◦ f . Äîâåäåìî, ùî
h : X × Y → R � öå êâàçiíåïåðåðâíà ôóíê-
öiÿ.

Íåõàé p0 = (x0, y0) � äîâiëüíà òî÷êà ç
X × Y . Äîâåäåìî, ùî h êâàçiíåïåðåðâíà â
òî÷öi p0. Çàóâàæèìî, ùî h : X × Y → R �
öå òåæ KC-ôóíêöiÿ. Ñïðàâäi, äëÿ êîæíîãî
x ∈ X ôóíêöiÿ hx = g◦fx ¹ íåïåðåðâíîþ, ÿê
êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié i äëÿ
êîæíîãî y ∈ Y ôóíêöiÿ hy = g ◦ fy ¹ êâà-
çiíåïåðåðâíîþ çà äîâåäåíèì ó ïóíêòi 2. Çà
òåîðåìîþ 5 ìíîæèíà Cy0(h) çàëèøêîâà â X,
àäæå h íàáóâà¹ çíà÷åíü ó ìåòðèçîâíîìó ïðî-
ñòîði R. Îñêiëüêè ïðîñòið X áåðiâñüêèé, òî
êîæíà çàëèøêîâà ìíîæèíà â íüîìó ¹ âñþäè
ùiëüíîþ, à îòæå, Cy0(h) = X.

Íåõàé ε > 0, U � äîâiëüíèé îêië òî÷êè
x0 â X, V � äîâiëüíèé îêië òî÷êè y0 â Y
i O = U × V � áàçèñíèé îêië òî÷êè p0 â
X × Y . Îñêiëüêè ôóíêöiÿ hy0 : X → R
êâàçiíåïåðåðâíà â òî÷öi x0, òî iñíó¹ òàêà
âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà U1 â X, ùî
U1 ⊆ U i |hy0(x) − hy0(x0)| < ε

2
, ÿê òiëü-

êè x ∈ U1. Ìíîæèíà Cy0(h) âñþäè ùiëüíà
â X, òîìó Cy0(h) ∩ U1 ̸= ∅. Îòæå, iñíó¹ òî-
÷êà x1 ∈ U1 ∩ Cy0(h). Â òàêîìó ðàçi, p1 =
(x1, y0) ∈ C(h) i x1 ∈ U1. Ç íåïåðåðâíîñòi
ôóíêöi¨ h â òî÷öi p1 âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü
òàêi âiäêðèòi îêîëè U0 i V0 òî÷îê x1 i y0 â
ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî, ùî U0 ⊆ U1,
V0 ⊆ V i |h(p) − h(p1)| < ε

2
íà ìíîæèíi

O0 = U0 × V0. Òîäi O0 ⊆ O, ìíîæèíà O0 âiä-
êðèòà i íåïîðîæíÿ â X × Y i äëÿ äîâiëüíî¨
òî÷êè p = (x, y) ∈ O0 áóäåìî ìàòè

|h(p)−h(p0)| = |h(p)−h(p1)+h(p1)−h(p0)| ≤

≤ |h(p)− h(p1)|+ |h(p1)− h(p0)| <

<
ε

2
+ |hy0(x1)− hy0(x0)| <

ε

2
+
ε

2
= ε,

áî x1 ∈ U1. Öå é äà¹ íàì êâàçiíåïåðåðâíiñòü
ôóíêöi¨ h â òî÷öi p0. Òîäi çà òåîðåìîþ 1 ôó-
íêöiÿ f êâàçiíåïåðåðâíà â òî÷öi p0.
5. Êâàçiíåïåðåðâíiñòü íàðiçíî íåïå-

ðåðâíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ çi
çíà÷åííÿìè â ïëîùèíi Ñiäðà. Ïëîùè-
íîþ Ñiäðà M ìè íàçèâà¹ìî òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê ïiâïëîùèíè
R× [0,+∞), òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà íà ÿêî-
ìó ââîäèòüñÿ òàê: ìíîæèíà W áóäå îêîëîì
òî÷êè p = (x, y) ç y > 0 âM, ÿêùî iñíó¹ òàêå
ε ∈ (0, y), ùîWε(p) = {x}×(y−ε, y+ε) ⊆ W ,
i îêîëîì òî÷êè p = (x, 0) âM, ÿêùî iñíó¹ òà-
êå ε > 0, ùî Wε(p) = ((x− ε, x+ ε)× [0, ε)) \
({x} × (0, ε)) ⊆ W .

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 6.
Òåîðåìà 7. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-

ñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ùî çàäî-
âîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi i f :
X × Y → M � KC-ôóíêöiÿ. Òîäi f � êâà-
çiíåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.
Äîâåäåííÿ. Ïëîùèíà Ñiäðà M � ãàóñ-

äîðôîâèé i âè÷åðïíèé ïðîñòið, à çíà÷èòü
íîðìàëüíèé [9]. Òîìó M � öiëêîì ðåãóëÿð-
íèé ïðîñòið. Îòæå, çà òåîðåìîþ 6 ôóíêöiÿ
f : X × Y →M ¹ êâàçiíåïåðåðâíîþ.
Òåîðåìà 8. Íåõàé X1 � áåðiâñüêèé ïðî-

ñòið, X2, ..., Xn+1 � áåðiâñüêi ïðîñòîðè çi
çëi÷åííîþ ïñåâäîáàçîþ i ïåðøîþ àêñiîìîþ
çëi÷åííîñòi i f : X1 × ... ×Xn+1 → M � íà-
ðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f êâà-
çiíåïåðåðâíå.
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Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ âiä-
íîñíî n. Äëÿ n = 1 òâåðäæåííÿ òåîðåìè âè-
ïëèâà¹ ç òåîðåìè 7, àäæå äîâiëüíà íàðiçíî
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ¹ KC-ôóíêöi¹þ. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âiðíå äëÿ
äîáóòêó n ïðîñòîðiâ i äîâåäåìî, ùî âîíî âè-
êîíó¹òüñÿ i äëÿ n+1 ìíîæíèêiâ. Ïîêëàäåìî
X = X1×...×Xn i Y = Xn+1. Çàóâàæèìî, ùî
çà òåîðåìîþ 3 ïðîñòið X ¹ áåðiâñüêèì. Äëÿ
äîâiëüíîãî y0 ∈ Y ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ
fy0 : X → M. Çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåí-
íÿì âîíî ¹ êâàçiíåïåðåðâíèì. Àëå äëÿ äî-
âiëüíîãî x0 ∈ X âiäîáðàæåííÿ fx0 : Y → M
¹ íåïåðåðâíèì, îòæå f � öå KC-ôóíêöiÿ.
Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç òåîðåìîþ 7 ôóíêöiÿ
f : X × Y →M ¹ êâàçiíåïåðåðâíîþ.
6. Ñóêóïíà íåïåðåðâíiñòü íàðiçíî

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìií-
íèõ çi çíà÷åííÿìè â ïëîùèíi Ñiäðà.

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó
äàíî¨ ðîáîòè íàì áóäå ïîòðiáíèé ñïðîùåíèé
âàðiàíò îäíîãî ðåçóëüòàòó ç [4, 5].
Òåîðåìà 9. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið çi çëi÷åííîþ ïñåâäîáàçîþ, Y � çâ'ÿ-
çíèé áåðiâñüêèé ïðîñòið i f : X × Y →M �
KC-ôóíêöiÿ. Òîäi

(i) ÿêùî Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi-
÷åííîñòi, òî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ìíî-
æèíà Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)}
çàëèøêîâà â X;

(ii) ÿêùî Y çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi-
÷åííîñòi, òî ìíîæèíà CY (f) = {x ∈
X : {x} × Y ⊆ C(f)} çàëèøêîâà â X.

Òåîðåìà 10. Íåõàé X1 � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið çi çëi÷åííîþ ïñåâäîáàçîþ, X2, ..., Xn �
áåðiâñüêi ïðîñòîðè çi çëi÷åííîþ ïñåâäîáà-
çîþ, ùî çàäîâîëüíÿþòü ïåðøó àêñiîìó çëi-
÷åííîñòi, Xn+1 � çâ'ÿçíèé áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, f : X1 × ... × Xn+1 → M � íàðiçíî
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, X = X1× ...×Xn

i Y = Xn+1. Òîäi

(i) ÿêùî Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi-
÷åííîñòi, òî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ìíî-
æèíà Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)}
çàëèøêîâà â X;

(ii) ÿêùî Y çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi-
÷åííîñòi, òî ìíîæèíà CY (f) = {x ∈

X : {x} × Y ⊆ C(f)} çàëèøêîâà â X.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 8 äëÿ êîæíî-
ãî y ∈ Y âiäîáðàæåííÿ fy : X → M áóäå
êâàçiíåïåðåðâíèì. Êðiì òîãî, çà óìîâîþ äëÿ
êîæíîãî x ∈ X âiäîáðàæåííÿ fx : Y → M
¹ íåïåðåðâíèì. Òîìó f : X × Y → M � öå
KC -ôóíêöiÿ. Çàóâàæèìî, ùî çà òåîðåìîþ
4 äîáóòîê X = X1 × ... × Xn ¹ ïðîñòîðîì ç
íå áiëüø íiæ çëi÷åííîþ ïñåâäîáàçîþ. Çàëè-
øèëîñü ñêîðèñòàòèòü òåîðåìîþ 9.

Âèñëîâëþþ ùèðó âäÿ÷íiñòü Ìàñëþ÷åíêó
Âîëîäèìèðó Êèðèëîâè÷ó çà äîïîìîãó òà ïî-
ñòiéíó óâàãó ïðè íàïèñàííi öi¹¨ ñòàòòi.
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