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ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖIß ÐIÇÍÈÕ ÎÑËÀÁËÅÍÜ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎÑÒI Ç
ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ ÇÀÌÈÊÀÍÍß

Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ äâîìà çàãàëüíèìè ïîíÿòòÿìè îñëàáëåííî¨ íåïåðåðâíîñòi. Äîñëi-
äæóþòüñÿ õàðàêòåðèçàöi¨ äåÿêèõ îñëàáëåíü íåïåðåðâíîñòi â òåðìiíàõ çàìèêàííÿ. Çîêðåìà
âñòàíîâëåíî, ùî âiäîáðàæåííÿ f ¹ ìàéæå íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f(intA) ⊆ f(A)
äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A.

We study the relationship between two general concepts weakening of the continuity We study
the characterization of various weakening of the continuity in terms of the closure. In particular,
it is shown that a mapping f is almost continuous if and only if f(intA) ⊆ f(A) for any set A.

1. Âñòóï. Öÿ ñòàòòÿ ¹ ïðîäîâæåííÿì äî-
ñëiäæåíü, ÿêi áóëè ðîçïî÷àòi â ïðàöi [1], äå
áóëî îòðèìàíî õàðàêòåðèçàöi¨ ðiçíèõ îñëà-
áëåíü íåïåðåðâíîñòi â òåðìiíàõ çàìèêàííÿ
îáðàçó. Òàì æå áóëà äàíà çàãàëüíà âëàñòè-
âiñòü âiäîáðàæåíü f : X → Y ìiæ äâîìà òî-
ïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè, ÿêà îòðèìàëà íà-
çâó A-íåïåðåðâíiñòü. Òàê ñòàëîñÿ, ùî â ðî-
áîòi [2] ïiä òåðìiíîì A-íåïåðåðâíiñòü ðîçó-
ìiþòü çîâñiì iíøó âëàñòèâiñòü âiäîáðàæåíü.
ÒîìóA-íåïåðåðâíiñòü ç [1] ìè áóäåìî òóò íà-
çèâàòè íåïåðåðâíiñòþ âiäíîñíî ñèñòåìè A.

Â öié ðîáîòi áóäå âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ
äâîìà òèïàìè íåïåðåðâíîñòi ç [1] i [2], à òà-
êîæ îäåðæàíî íîâi õàðàêòåðèçàöiéíi òåîðå-
ìè äëÿ êâàçiíåïåðåðâíîñòi, ìàéæå íåïåðåðâ-
íîñòi, α-íåïåðåðâíîñòi òà ìàéæå êâàçiíåïå-
ðåðâíîñòi.
2. Ñïðÿæåíiñòü ñèñòåìè ç ñiì'¹þ. ×å-

ðåç intA i A ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè âíóòði-
øíiñòü òà çàìèêàííÿ ïiäìíîæèíè A â äåÿêî-
ìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði. Íåõàé X � òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið, A = (Ax)x∈X � ñiì'ÿ íåïî-
ðîæíiõ ñèñòåì Ax ⊆ 2X i B � äåÿêà ñèñòåìà
â X. Ñèñòåìè B íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíîþ ç
ñiì'þ A = (Ax)x∈X , ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íà-
ñòóïíi äâi óìîâè:

1) äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíà B ∈ B, êîæíî¨
òî÷êè x ∈ B \ B i äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè A ∈
Ax ìà¹ìî, ùî A ∩B ̸= ∅;

2) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X i äîâiëü-
íî¨ ñiì'¨ (CA)A∈Ax ïiäìíîæèí CA ïðîñòîðó
X, òàêî¨, ùî A \ CA ̸∈ Ax äëÿ êîæíîãî

A ∈ Ax, iñíó¹ ñiì'ÿ (BA)A∈Ax ïiäìíîæèí BA

ïðîñòîðó X, òàêà, ùî BA ⊆ CA äëÿ êîæíîãî
A ∈ Ax, B =

∪
A∈Ax

BA ∈ B i x ∈ B.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ñèñòåì, ÿêi ñïðÿ-
æåíi ç äåÿêèìè ñiì'ÿìè.
Ïðèêëàä 1. Íåõàé X � äîâiëüíèé òîïî-

ëîãi÷íèé ïðîñòið, Ux � ñèñòåìà âñiõ îêîëiâ
òî÷êè x â X i B = 2X . Ïîêàæåìî, ùî ñèñòå-
ìà B ñïðÿæåíà ç ñiì¹'þ U = (Ux)x∈X .

Íåõàé B ∈ B, x ∈ B\B i U � îêië òî÷êè x.
Îñêiëüêè x ∈ B, òî U ∩B ̸= ∅. Îòæå, óìîâà
1) âèêîíó¹òüñÿ.

Ïåðåâiðèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 2).
Íåõàé x ∈ X i (CU)U∈Ux � òàêà ñiì'ÿ ìíî-
æèí CU ∈ 2X , ùî U \ CU ̸∈ Ux äëÿ êîæíîãî
U ∈ Ux.

Íåõàé U ∈ Ux. Ïîêëàäåìî BU = CU .
Îñêiëüêè U \ BU � íå ¹ îêîëîì òî÷êè x, òî
x ∈ BU . Ñïðàâäi, ÿêáè x ̸∈ BU , òî âiäêðèòà
ìíîæèíà U0 = X \ BU áóëà á îêîëîì òî÷êè
x, äëÿ ÿêîãî U0 ∩BU = ∅. Àëå òîäi U \BU �
öå îêië òî÷êè x, ùî íåìîæëèâî.

Òàêèì ÷èíîì, x ∈ BU äëÿ êîæíîãî U ∈
Ux, à çíà÷èòü,

x ∈
∩
U∈Ux

BU ⊆
∪
U∈Ux

BU .

Êðiì òîãî, çðîçóìiëî, ùî
∪

U∈Ux
BU ∈ B.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé X � äîâiëüíèé òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið, äëÿ êîæíîãî x ∈ X ñè-
ñòåìà Ax � öå ñèñòåìà G âñiõ íåïîðîæíiõ
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âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí â X i B � ñèñòåìà
âñiõ âñþäè ùiëüíèõ ïiäìíîæèí â X. Ïî-
êàæåìî, ùî ñèñòåìà B ñïðÿæåíà ç ñiì¹'þ
A = (Ax)x∈X .

Íåõàé B ∈ B, x ∈ B \B i G � âiäêðèòà íå-
ïîðîæíÿ ìíîæèíà â X. Îñêiëüêè ìíîæèíà
B âñþäè ùiëüíà, òî B∩G ̸= ∅. Îòæå, óìîâà
1) âèêîíó¹òüñÿ.

Íåõàé x ∈ X i êîæíié ìíîæèíi G ç G
ñïiâñòàâëåíî ìíîæèíó CG ∈ 2X , òàêó, ùî
G \ CG ̸∈ G. Ïîêëàäåìî BG = CG äëÿ êîæ-
íîãî G ∈ G i B =

∪
G∈G

BG. Îñêiëüêè G\BG =

G\CG ̸= G, òî G∩BG ̸= ∅ äëÿ êîæíî¨ íåïî-
ðîæíüî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíèG. Òîìó ìíîæè-
íà B âñþäè ùiëüíà â X, òîáòî B ∈ B. Êðiì
òîãî, ç âñþäè ùiëüíîñòi ìíîæèíè B âèïëè-
âà¹, ùî x ∈ B. Îòæå, i óìîâà 2) âèêîíó¹òüñÿ.
3. Çâ'ÿçîê ìiæ A-íåïåðåðâíiñòþ òà

íåïåðåðâíiñòþ âiäíîñíî ñèñòåìè ìíî-
æèí. Íåõàé X òà Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòî-
ðè, A = (Ax)x∈X � ñiì'ÿ íåïîðîæíiõ ñèñòåì
Ax ⊆ 2X i B � äåÿêà ñèñòåìà âX. Âiäîáðàæå-
ííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ A-íåïåðåðâíèì
â òî÷öi x ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêî-
ëó V òî÷êè f(x) â Y iñíó¹ ìíîæèíà A ∈ Ax,
òàêà, ùî f(A) ⊆ V . Âiäîáðàæåííÿ f íà-
çèâà¹òüñÿ A-íåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíî ¹ òà-
êèì â êîæíié òî÷öi x ∈ X. Âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì âiäíî-
ñíî ñèñòåìè B, ÿêùî

f(B) ⊆ f(B)

äëÿ êîæíîãî B ∈ B.
Òåîðåìà 1. Íåõàé X òà Y � òîïîëîãi-

÷íi ïðîñòîðè, A = (Ax)x∈X � ñiì'ÿ íåïîðî-
æíiõ ñèñòåì Ax ⊆ 2X i B � ñèñòåìà â X,
ÿêà ñïðÿæåíà ç ñiì¹'þ A = (Ax)x∈X . Âiä-
îáðàæåííÿ f : X → Y ¹ A-íåïåðåðâíèì òî-
äi i òiëüêè òîäi, êîëè f íåïåðåðâíèì âiäíî-
ñíî ñèñòåìè B.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ

f : X → Y � A-íåïåðåðâíå, B ∈ B, y ∈ f(B)
i V � îêië òî÷êè x â X. Ðîçãëÿíåìî òî÷êó
x ∈ B, òàêó, ùî f(x) = y. Áóäåìî ââàæàòè,
ùî x ∈ B \B. Ç A-íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæå-
ííÿ f â òî÷öi x âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ìíîæèíà
A ∈ Ax, òàêà, ùî f(A) ⊆ V . Îñêiëüêè
ñèñòåìà B ñïðÿæåíà ç ñiì'þ A = (Ax)x∈X ,

òî ç óìîâè 1) ìà¹ìî, ùî A ∩ B ̸= ∅. Òîäi
f(B) ∩ V ̸= ∅ i òîìó y ∈ f(B). Îòæå,
âiäîáðàæåííÿ f ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî
ñèñòåìè B.

Íàâïàêè, íåõàé âiäîáðàæåííÿ f ¹ íåïå-
ðåðâíèì âiäíîñíî ñèñòåìè B. Ïðèïóñòèìî,
ùî âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ A-íåïåðåðâíèì â
äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹
âiäêðèòèé îêië V òî÷êè f(x0) â Y , òàêèé,
ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ∈ Ax0 ìà¹ìî,
ùî f(A) ̸⊆ V . Äëÿ êîæíîãî A ∈ Ax0 ïîêëà-
äåìî CA = A \ f−1(V ). Îñêiëüêè A \ CA =
A∩f−1(V ), òî f(A\CA) ⊆ V , îòæå, A\CA ̸∈
Ax0 . Îñêiëüêè ñèñòåìà B ñïðÿæåíà ç ñiì'þ
A = (Ax)x∈X , òî ç óìîâè 2) âèïëèâà¹, ùî
äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè A ∈ Ax0 iñíó¹ ìíîæè-
íà BA ⊆ CA, òàêà, ùî B =

∪
A∈Ax0

BA ∈ B

i x0 ∈ B. Ñêîðèñòàâøèñü íåïåðåðâíiñòü âiä-
íîñíî ñèñòåìè B âiäîáðàæåííÿ f îòðèìà¹ìî,
ùî

f(x0) ∈ f(B) ⊆ f(B) = f(
∪

A∈Ax0

BA) ⊆

⊆ f(
∪

A∈Ax0

CA) ⊆ Y \ V = Y \ V.

Îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, âiäîáðàæåí-
íÿ f ¹ A-íåïåðåðâíå.

Íàñòóïíèé íàñëiäîê òåîðåìè 1 � öå äîáðå
âiäîìå òâåðäæåííÿ.
Íàñëiäîê 1. Íåõàé X òà Y � òîïîëî-

ãi÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y
íåïåðåðâíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

f(A) ⊆ f(A)

äëÿ A ∈ 2X .
Äîâåäåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y

íåïåðåðâíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî A-
íåïåðåðâíå, äå A = (Ax)x∈X i Ax = Ux � ñè-
ñòåìà âñiõ îêîëiâ òî÷êè x â X. Ç ïðèêëàäó 1
âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà B = 2X ¹ ñïðÿæåíîþ
ç ñiì'¹þ A = (Ax)x∈X . Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1
âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå âiäíîñíî ñèñòå-
ìè B. Òîìó

f(A) ⊆ f(A)

äëÿ A ∈ 2X .
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Ùå îäèí íàñëiäîê òåîðåìè 1 îòðèìàíèé
â ïðàöi [1].
Íàñëiäîê 2. Íåõàé X òà Y � òîïîëî-

ãi÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y
ëåäü íåïåðåðâíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

f(A) ⊆ f(A)

äëÿ äîâiëüíî¨ âñþäè ùiëüíî¨ ìíîæèíè A â
X.
Äîâåäåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y

ëåäü íåïåðåðâíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî
A-íåïåðåðâíå i Ax = G � ñèñòåìà âñiõ íåïî-
ðîæíiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí â X äëÿ êîæíîãî
x ∈ X. Ç ïðèêëàäó 2 âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà B
âñiõ âñþäè ùiëüíèõ ïiäìíîæèí â X ¹ ñïðÿ-
æåíîþ ç ñiì'¹þ A. Ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî
âiäîáðàæåííÿ f áóäå ëåäü íåïåðåðâíèì òî-
äi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî áóäå íåïåðåðâíèì
âiäíîñíî ñèñòåìè B, òîáòî êîëè

f(A) ⊆ f(A)

äëÿ äîâiëüíî¨ âñþäè ùiëüíî¨ ìíîæèíè A â
X.
4. Êâàçiíåïåðåðâíiñòü. Äàëi ìè ïåðå-

éäåìî äî âñòàíîâëåííÿ õàðàêòåðèçàöiéíèõ
òåîðåì äåÿêèõ òèïiâ îñëàáëåííî¨ íåïåðåðâ-
íîñòi.

Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Âiä-
îáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ êâàçiíå-
ïåðåðâíèì ó òî÷öi x ∈ X [3, 4], ÿêùî äëÿ
êîæíîãî îêîëó V òî÷êè y = f(x) â Y i äëÿ
êîæíîãî îêîëó U òî÷êè x â X iñíó¹ âiäêðèòà
íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X, òàêà, ùî G ⊆ U
i f(G) ⊆ V i ïðîñòî êâàçiíåïåðåðâíèì, ÿêùî
âîíî ¹ òàêèì ó êîæíié òî÷öi.
Ëåìà 1. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðî-

ñòîðè. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íå ¹
êâàçiíåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, òî iñíó-
þòü âiäêðèòi îêîëè U i V òî÷îê x0 i f(x0)
â ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî òà ùiëüíà â
U ìíîæèíà A, òàêà, ùî f(A) ⊆ Y \ V .
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f

íå ¹ êâàçiíåïåðåðâíèì â òî÷öi x0, òî iñíóþòü
âiäêðèòi îêîëè U i V òî÷îê x0 i f(x0) â ïðî-
ñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî, òàêi, ùî äëÿ êîæ-
íî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè G ⊆ U
iñíó¹ òî÷êà xG ∈ G, òàêà, ùî f(xG) ∈ Y \ V .
Ïîêëàäåìî A = {xG : G � âiäêðèòà íåïî-

ðîæíÿ ïiäìíîæèíà â U}. Òîäi ìíîæèíà A
ùiëüíà â U i f(A) ⊆ Y \ V .
Òåîðåìà 2. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi-

÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y �
êâàçiíåïåðåðâíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
f(intA) ⊆ f(A) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè
A ⊆ X.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f êâà-

çiíåïåðåðâíå i A ⊆ X. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó
òî÷êó y ∈ f(intA) i ¨ ¨ îêië V â Y . Íåõàé
òî÷êà x ∈ intA, òàêà, ùî f(x) = y. Ìíîæè-
íà U = intA ¹ îêîëîì òî÷êè x â X i òîìó
ç êâàçiíåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âèïëè-
âà¹, ùî iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà
G â X, òàêà, ùî G ⊆ U i f(G) ⊆ V . Îñêiëüêè
G ⊆ A, áî U ⊆ A, i ìíîæèíà G âiäêðèòà, òî
G ⊆ G ∩ A, àëå G ̸= ∅, îòæå, i G ∩ A ̸= ∅.
Àëå f(G ∩ A) ⊆ V i çíà÷èòü, f(A) ∩ V ̸= ∅.
Îòæå, y ∈ f(A).

Íàâïàêè, íåõàé f(intA) ⊆ f(A) äëÿ äî-
âiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊆ X. Ïðèïóñòèìî, ùî
âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ êâàçiíåïåðåðâíèì â äå-
ÿêié òî÷öi x0 ∈ X. Çãiäíî ç ëåìîþ 1 iñíóþòü
âiäêðèòi îêîëè U i V òî÷îê x0 i f(x0) â ïðî-
ñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî òà ùiëüíà â U ìíî-
æèíà A, òàêà, ùî f(A) ⊆ Y \ V . Îñêiëüêè
U ⊆ A, òî x0 ∈ U = intU ⊆ intA i òîìó

f(x0) ∈ f(U) = f(intU) ⊆ f(intA) ⊆

⊆ f(A) ⊆ Y \ V ⊆ Y \ V.
Îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü.

Îòðèìàíà â òåîðåìi 2 óìîâà òiñíî ïîâ'ÿ-
çàíà ç âiäîìîþ õàðàêòåðèçàöi¹þ êâàçiíåïå-
ðåðâíîñòi [9], çãiäíî ç ÿêîþ âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y áóäå êâàçiíåïåðåðâíèì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ â
X ìíîæèíè G i ïiäìíîæèíè A ⊆ X âèïëè-
âà¹, ùî f(G) ⊆ f(A).
5. Ìàéæå íåïåðåðâíiñòü. Âiäîáðàæåí-

íÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå íåïåðåðâ-
íèì â òî÷öi x ∈ X [5], ÿêùî äëÿ êîæíîãî
îêîëó V òî÷êè y = f(x) â Y iñíó¹ ìíîæèíà
A â X, òàêà, ùî x ∈ intA i f(A) ⊆ V . ßêùî
âiäîáðàæåííÿ f ìàéæå íåïåðåðâíå â êîæíié
òî÷öi, òî âîíî íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå íåïåðåðâ-
íèì.
Ëåìà 2. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðî-

ñòîðè. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íå
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¹ ìàéæå íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, òî
iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè f(x0) â Y ,
òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè
x0 â X iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà
GU â X, òàêà, ùî GU ⊆ U i f(GU) ⊆ Y \ V .
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f :

X → Y íå ¹ ìàéæå íåïåðåðâíèì â òî÷öi
x0 ∈ X, òî iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè
f(x0) â Y , òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæè-
íè E â X, òàêî¨, ùî x0 ∈ intE, ìà¹ìî, ùî
f(A) ̸⊆ V . Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ âiäêðèòèé
îêië U òî÷êè x0, òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiä-
êðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè G â X, iñíó¹
òî÷êà xG ∈ G, òàêà, ùî f(xG) ∈ V . Ïîêëà-
äåìî E = {xG : G � âiäêðèòà íåïîðîæíÿ
ïiäìíîæèíà â U}. Îñêiëüêè x0 ∈ U ⊆ E,
òî x0 ∈ intE. Êðiì òîãî, f(E) ⊆ V . Îäåð-
æàëè ñóïåðå÷íiñòü ç òèì, ùî âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y íå ¹ ìàéæå íåïåðåðâíèì â òî÷öi
x0 ∈ X. Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ íå âiðíå.
Òåîðåìà 3. Íåõàé X òà Y � òîïîëîãi-

÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y �
ìàéæå íåïåðåðâíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
f(intA) ⊆ f(A) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè
A ⊆ X.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f ìàé-

æå íåïåðåðâíå i A ⊆ X. Ðîçãëÿíåìî äîâiëü-
íó òî÷êó y ∈ f(intA), ¨ ¨ îêië V â Y i òî-
÷êó x ∈ intA, òàêó, ùî f(x) = y. Îñêiëü-
êè âiäîáðàæåííÿ f ìàéæå íåïåðåðâíå â òî-
÷öi x, òî iñíó¹ ìíîæèíà E â X, òàêà, ùî
x ∈ intE i f(E) ⊆ V . Ìíîæèíà U = intE
¹ îêîëîì òî÷êè x i òîìó U ∩ intA ̸= ∅.
Îñêiëüêè U ⊆ E, òî E ∩ intA ̸= ∅. Òîìó
E ∩ intA ̸= ∅ i E ∩A ̸= ∅. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî f(A) ∩ V ̸= ∅. Îòæå, y ∈ f(A).

Íàâïàêè, íåõàé f(intA) ⊆ f(A) äëÿ äî-
âiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊆ X. Ïðèïóñòèìî, ùî
âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ ìàéæå íåïåðåðâíèì â
äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X. Òîäi çãiäíî ç ëåìîþ 2
iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè f(x0) â Y , òà-
êèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè x â
X iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà GU â
X, òàêà, ùî GU ⊆ U i f(GU) ⊆ Y \ V . Ïî-
êëàäåìî A =

∪
{GU : U � îêië x0 â X}. Çðî-

çóìiëî, ùî A � öå âiäêðèòà ìíîæèíà, x0 ∈ A
i f(A) ⊆ Y \ V . Òîäi

f(x0) ∈ f(A) = f(intA) ⊆ f(A) ⊆

⊆ Y \ V = Y \ V.

Îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü, àäæå V � öå îêië
òî÷êè f(x0).

6. α-íåïåðåðâíiñòü. Ìíîæèíà A
íàçèâà¹òüñÿ α-âiäêðèòîþ [6], ÿêùî
A ⊆ int(intA). Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ [6, òâåð-
äæåííÿ 4], ùî ìíîæèíà A ¹ α-âiäêðèòîþ â
X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A = U \N , äå U �
âiäêðèòà ìíîæèíà â X, à N � íiäå íå ùiëü-
íà. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ
α-íåïåðåðâíèì ó òî÷öi x ∈ X [7], ÿêùî
äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè f(x) â Y iñíó¹
α-âiäêðèòà ìíîæèíà A â X, òàêà, ùî x ∈ A
i f(A) ⊆ V , i ïðîñòî α-íåïåðåðâíèì, ÿêùî
âîíî ¹ òàêèì ó êîæíié òî÷öi.
Ëåìà 3. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðî-

ñòîðè. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íå
¹ α-íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, òî iñíó¹
âiäêðèòèé îêië V òî÷êè f(x0) â ïðîñòîði Y ,
òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó
U òî÷êè x0 â X iñíó¹ ìíîæèíà EU â X, òà-
êà, ùî EU ⊆ U , intEU ̸= ∅ i f(EU) ⊆ Y \ V .
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f :

X → Y íå ¹ α-íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X,
òî iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè f(x0) â Y ,
òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ α-âiäêðèòî¨ ìíîæè-
íè A â X, òàêî¨, ùî x0 ∈ A, îäåðæó¹ìî, ùî
f(A) ̸⊆ V . Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ âiäêðèòèé
îêîëó U òî÷êè x0 â X, òàêèé, ùî ìíîæèíà
N = U∩f−1(Y \V ) � íiäå íå ùiëüíà âX. Òîäi
ìíîæèíà E = U \N α-âiäêðèòà i f(E) ⊆ V .
Öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî âiäîáðàæåííÿ f íå ¹
α-íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X. Îòæå, íàøå
ïðèïóùåííÿ íå âiðíå.
Òåîðåìà 4. Íåõàé X òà Y � òîïîëî-

ãi÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y �
α-íåïåðåðâíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

f(intA) ⊆ f(A) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè
A ⊆ X.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f α-

íåïåðåðâíå i A ⊆ X. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó
òî÷êó y ∈ f(intA) i ¨ ¨ îêië V â Y . Íåõàé òî-

÷êà x ∈ intA, òàêà, ùî f(x) = y. Îñêiëüêè
âiäîáðàæåííÿ f α-íåïåðåðâíå â òî÷öi x, òî
iñíó¹ α-âiäêðèòà ìíîæèíà U \N , äå U � âiä-
êðèòà ìíîæèíà â X, à N � íiäå íå ùiëüíà,
òàêà, ùî x ∈ U\N i f(U\N) ⊆ V . Çðîçóìiëî,
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ùî x ∈ U i òîìó U ∩ intA ̸= ∅. Çâiäñè âèïëè-
âà¹, ùî ìíîæèíà A äåñü ùiëüíà â U i òîìó
(U \N)∩A ̸= ∅. Îñêiëüêè f(U \N) ⊆ V , òî
f(A) ∩ V ̸= ∅. Îòæå, y ∈ f(A).

Íåõàé f(intA) ⊆ f(A) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiä-
ìíîæèíè A ⊆ X. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî
âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ α-íåïåðåðâíèì â òî÷öi
x0 ∈ X. Òîäi çãiäíî ç ëåìîþ 3 iñíó¹ âiäêðè-
òèé îêië V òî÷êè f(x0) â ïðîñòîði Y , òàêèé,
ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U òî-
÷êè x0 â X iñíó¹ ìíîæèíà EU â X, òàêà, ùî
EU ⊆ U , intEU ̸= ∅ i f(EU) ⊆ Y \V . Ðîçãëÿ-
íåìî ìíîæèíó A =

∪
{EU : U � îêië òî÷êè

x0 â X}. Ïîêàæåìî, ùî x0 ∈ intA. Âiçüìåìî
äîâiëüíèé îêië G òî÷êè x0 â X. Îñêiëüêè
EG ⊆ A ∩ G, òî intEG ⊆ intA. Ç òîãî, ùî
EG ∩ intEG ̸= ∅ âèïëèâà¹, ùî G∩ intA ̸= ∅.
Îòæå, x0 ∈ intA. Òîäi

f(x0) ∈ f(intA) ⊆ f(A) ⊆

⊆ Y \ V = Y \ V.
Îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü.

7. Ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíiñòü. Âiä-
îáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå
êâàçiíåïåðåðâíèì â òî÷öi x ∈ X [8], ÿêùî
äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè y = f(x) â Y
i äëÿ êîæíîãî îêîëó U òî÷êè x â X iñíó¹
ìíîæèíà A â X, òàêà, ùî ∅ ̸= intA ⊆ U
i f(A) ⊆ V , i ïðîñòî ìàéæå êâàçiíåïåðåðâ-
íèì, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì â êîæíié òî÷öi.
Ëåìà 4. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðî-

ñòîðè. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íå ¹
ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X,
òî iñíóþòü âiäêðèòi îêîëè U òà V òî÷îê
x0 òà f(x0) â ïðîñòîðàõ X òà Y âiäïîâiäíî
i íiäå íå ùiëüíà â X ìíîæèíà N , òàêi, ùî
f(U \N) ⊆ Y \ V .
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f

íå ¹ ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X,
òî iñíóþòü âiäêðèòi îêîëè U òà V òî÷îê x0
òà f(x0) â ïðîñòîðàõ X òà Y âiäïîâiäíî, òà-
êi, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A â X, ç óìî-
âè ∅ ̸= intA ⊆ U âèïëèâà¹, ùî f(A) ̸⊆ V .
Ïîêëàäåìî N = U ∩ f−1(V ). Ç òîãî, ùî âiä-
îáðàæåííÿ f íå ¹ ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíèì â
òî÷öi x0 ∈ X âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà N íiäå
íå ùiëüíà â X. Òîäi f(U \N) ⊆ Y \ V .

Òåîðåìà 5. Íåõàé X òà Y � òîïîëîãi-
÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y �
ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíå òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè f(int(intA)) ⊆ f(A) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiä-
ìíîæèíè A ⊆ X.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f ìàé-

æå êâàçiíåïåðåðâíå i A � äîâiëüíà ïiäìíî-
æèíà â X, òàêà, ùî int(intA) ̸= ∅. Ðîç-
ãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó y ∈ f(int(intA)) i
¨¨ îêië V â Y . Íåõàé òî÷êà x ∈ int(intA),
òàêà, ùî f(x) = y. Çðîçóìiëî, ùî ìíîæè-
íà U = int(intA) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî-
÷êè x â X. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f ìàé-
æå êâàçiíåïåðåðâíå â òî÷öi x, òî iñíó¹ ìíî-
æèíà E â X, òàêà, ùî ∅ ̸= intE ⊆ U i
f(E) ⊆ V . Òîäi intE ⊆ intA. Çâiäñè âè-
ïëèâà¹, ùî G = intE ∩ intA ̸= ∅. Îñêiëüêè
G ∩ E ̸= ∅ i G ⊆ intA ⊆ A, òî E ∩ A ̸= ∅.
Òîìó i f(E)∩f(A) ̸= ∅. Îòæå, f(A)∩V ̸= ∅
i y ∈ f(A).

Íàâïàêè, íåõàé f(int(intA)) ⊆ f(A) äëÿ
äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊆ X. Ïðèïóñòèìî,
ùî âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ ìàéæå êâàçiíåïå-
ðåðâíèì â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X. Òîäi çãiäíî
ç ëåìîþ 4 iñíóþòü âiäêðèòi îêîëè U òà V òî-
÷îê x0 òà f(x0) â ïðîñòîðàõ X òà Y âiäïîâiä-
íî i íiäå íå ùiëüíà â X ìíîæèíà N , òàêi, ùî
f(U\N) ⊆ Y \V . Îñêiëüêè int(U\N) = U\N ,
ìíîæèíè N òà N íiäå íå ùiëüíi, à ìíîæèíà
U âiäêðèòà, òî

int(U \N) = U \N = U.

Ç òîãî, ùî ìíîæèíà U ¹ âiäêðèòèì îêîëîì
òî÷êè x0 â X âèïëèâà¹, ùî

x0 ∈ intU = int(int(U \N)).

Òàêèì ÷èíîì,

f(x0) ∈ f(intU) = f(int(int(U \N))) ⊆

⊆ f(U \N) ⊆ Y \ V = Y \ V.
Îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü.

8. Çàñòîñóâàííÿ. Íà çàâåðøåííÿ ìè äî-
âåäåìî âiäîìèé ðåçóëüòàò ïðî äåêîìïîçèöiþ
α-íåïåðåðâíîñòi, âèêîðèñòîâóþ÷è íàâåäåíi
âèùå õàðàêòåðèçàöi¨ α-íåïåðåðâíîñòi, êâàçi-
íåïåðåðâíîñòi òà ìàéæå íåïåðåðâíîñòi.
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Òåîðåìà 6. Íåõàé X òà Y � òîïîëîãi-
÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y �
α-íåïåðåðâíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî
êâàçiíåïåðåðâíå i ìàéæå íåïåðåðâíå.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f α-

íåïåðåðâíå i A � äîâiëüíà ïiäìíîæèíà ïðî-
ñòîðó X. Îñêiëüêè intA ⊆ intA, òî ç α-
íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âèïëèâà¹, ùî

f(intA) ⊆ f(intA) ⊆ f(A).

Ç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ f

êâàçiíåïåðåðâíå. Î÷åâèäíî, ùî intA ⊆ intA.
Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f f α-íåïåðåðâíå, òî

f(intA) ⊆ f(intA) ⊆ f(A).

Ç òåîðåìè 3 âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ f
ìàéæå íåïåðåðâíå.

Íàâïàêè, íåõàé âiäîáðàæåííÿ f êâàçiíå-
ïåðåðâíå i ìàéæå íåïåðåðâíå. Íåõàé A � äî-
âiëüíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X. Çðîçóìiëî,
ùî intA = int(intA). Òîäi ç ìàéæå íåïåðåðâ-
íîñòi òà êâàçiíåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f
âèïëèâà¹, ùî

f(intA) = f(int(intA)) ⊆

⊆ f(intA) ⊆ f(A) = f(A).

Ç òåîðåìè 4 âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ f
α-íåïåðåðâíå.
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