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Ïðîñëiäêîâàíî âïëèâè Ãàíñà Ãàíà íà ðîçâèòîê òåîði¨ ôóíêöié ó ×åðíiâåöüêîìó óíiâåð-
ñèòåòi çà îñòàííi 30 ðîêiâ ó òàêèõ íàïðÿìêàõ: ñóêóïíà íåïåðåðâiíñòü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü; íàáëèæåííÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié; êâàçiíåïåðåðâíiñòü òà iíøi àíàëîãè
íåïåðåðâíîñòi; íàïiâíåïåðåðâíi ôóíêöi¨ òà òåîðåìà Ãàíà-Ä'¹äîííå-Òîí à-Êàòåòîâà; äiàãîíàëi
ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ.

We follow the in�uence of Hans Hahn on the development of the function theory in Chernivtsi
university for the last 30 years in the following directions: joint continuity of separately continuous
mappings; approximation of separately continuous functions; quasicontinuity and others analogs
of the continuity; semi-continuous functions and the Hahn-Dieudonne-Tong-Kat�etov theorem; di-
agonals of functions of several variables.

1. Ãàíñ Ãàí: çàãàëüíà õàðàêòåðè-
ñòèêà. Iì'ÿ Ãàíñà Ãàíà (27.IX.1879 �
24.VII.1934), âèäàòíîãî àâñòðiéñüêîãî ìà-
òåìàòèêà, ïðîôåñîðà ×åðíiâåöüêîãî (1909-
1916), Áîííñüêîãî (1916-1921) i Âiäåíñüêî-
ãî (1921-1934) óíiâåðñèòåòiâ, äîáðå âiäîìå
ó íàóêîâîìó ñâiòi ïåðåäóñiì ó ñåðåäîâèùi
ìàòåìàòèêiâ òà ôiëîñîôiâ. Ïåðøi âiäîìîñòi
ïðî éîãî æèòòÿ i òâîð÷iñòü âìiùåíi â íå-
êðîëîãàõ [1-5] òà äîâiäíèêàõ [6-10]. Áàãàòî
äàò, îñîáëèâî òèõ, ùî ñòîñóþòüñÿ ïåðøîãî
i äðóãîãî âiäåíñüêèõ ïåðiîäiâ æèòòÿ Ã.Ãàíà
óòî÷íèâ ó ñâî¨é äèñåðòàöi¨ Ð.Àéíãîðí [11].
Ó ìî¨é ìîíîãðàôi¨ �Çíàéîìñòâî ç Ãàíñîì
Ãàíîì�, ùî âèéøëà âæå òðüîìà âèäàííÿìè
[12-14], äåòàëüíiøå âèñâiòëåíi ÷åðíiâåöüêèé
i áîííñüêèé ïåðiîäè i ïîäàíî iñòîðiþ ðîçâè-
òêó äâîõ òåîðåì Ãàíà-Áàíàõà: ïðèíöèïó ðiâ-
íîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi òà òåîðåìè ïðî ïðî-
äîâæåííÿ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ. Ðiçíà ií-
ôîðìàöiÿ ïðî Ãàíñà Ãàíà ìiñòèòüñÿ â ìî¨õ
ïðàöÿõ [15-20]. Íà äàíèé ìîìåíò âèéøëè çi-
áðàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ i ôiëîñîôñüêèõ òâî-
ðiâ Ãàíñà Ãàíà [21,22], äå éîãî ïðàöi ïðî-
êîìåíòîâàíi âåëèêèì êîëåêòèâîì ó÷åíèõ,
çîêðåìà, ó [21] ïîìiùåíà ñòàòòÿ Ê.Ìåí åðà
"Âñòóï äî Ãàíñà Ãàíà".

Ãàíñ Ãàí çàëèøèâ ïîìiòíèé ñëiä ó áàãà-
òüîõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè. Ïî÷èíàâ âií ó âà-
ðiàöiéíîìó ÷èñëåííi ïiä âïëèâîì ñâîãî íàó-

êîâîãî êåðiâíèêà �óñòàâà ôîí Åøåðiõà, ôà-
õiâöÿ ñàìå â öié îáëàñòi, äàëi éîãî îñíîâ-
íi íàóêîâi iíòåðåñè çìiñòèëèñÿ â áiê òåî-
ði¨ äiéñíèõ ôóíêöié, ñàìå â öié ãàëóçi âií
ââàæàâñÿ îäíèì ç íàéáiëüøèõ àâòîðèòåòiâ,
çîêðåìà, äîáðå âiäîìi éîãî ìîíîãðàôi¨ [23-
25]. Ãàíñ Ãàí áóâ îäíèì iç çàñíîâíèêiâ òà-
êèõ íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ íàóê ÿê ôóíêöiî-
íàëüíèé àíàëiç i òîïîëîãiÿ, òóò âií îòðèìàâ
ðÿä ôóíäàìåíòàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ. Âií äî-
ñëiäæóâàâ àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ áàãàòüîõ êîì-
ïëåêñíèõ çìiííèõ i íàðiçíî íåïåðåðâíi ôóí-
êöi¨, ðÿäè òà iíòåãðàëè Ôóð'¹, ìåòîäè ïiä-
ñóìîâóâàííÿ i ñèíãóëÿðíi iíòåãðàëè, iíòåð-
ïîëÿöiþ òà iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ, çàéìàâñÿ
àêñiîìàòèêîþ àðèôìåòèêè òà iñòîði¹þ ìàòå-
ìàòèêè.Êðiì òîãî, Ãàíñ Ãàí âiäîìèé ÿê îäèí
ç çàñíîâíèêiâ çíàìåíèòîãî Âiäåíñüêîãî êî-
ëà, ãðóïè â÷åíèõ-íåîïîçèòèâiñòiâ, ÿêi çàéìà-
ëèñÿ ôiëîñîôi¹þ íàóêè (äèâ., çîêðåìà, ïiä-
ðîçäië "Ãàí i Âiäåíñüêå êîëî"[14, ñ.39] i âêà-
çàíó òàì ëiòåðàòóðó).

Â ñó÷àñíié ìàòåìàòèöi ìè ìà¹ìî áàãà-
òî iìåííèõ òåîðåì, â ÿêèõ ôiãóðó¹ ïåðñîíà
Ãàíñà Ãàíà: äâi âæå çãàäàíi òåîðåìè Ãàíà-
Áàíàõà ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, òåîðå-
ìà ïðî ðîçêëàä ó ðîçóìiííi Ãàíà i òåîðå-
ìà Âiòàëi-Ãàíà-Ñàêñà â òåîði¨ ìiðè, òåîðå-
ìà Ãàíà-Ìàçóðêåâè÷à ïðî íåïåðåðâíi îáðàçè
âiäðiçêà â òîïîëîãi¨, òåîðåìà âêëàäåííÿ Ãàíà
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â òåîði¨ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ñèñòåì, òåî-
ðåìà Ãàíà-Ä'¹äîííå-Òîí à-Êàòåòîâà ïðî íà-
ïiâíåïåðåðâíi ôóíêöi¨. Âñå öå ñâiä÷èòü, ùî
â îñîái Ãàíñà Ãàíà ìè ìà¹ìî íåîðäèíàðíîãî
â÷åíîãî, ðîáîòè ÿêîãî â çíà÷íié ìiði âïëèíó-
ëè íà ïîäàëüøèé ðîçâèòîê íàóêè. Ñàìå òî-
ìó âåëèêèì óñïiõîì êîðèñòóþòüñÿ ìiæíàðî-
äíi ãàíñüêi êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíi ïàì'ÿòi
Ãàíñà Ãàíà, ÿêi ïðîâîäÿòüñÿ ó ×åðíiâöÿõ ÷å-
ðåç êîæíi 10 ðîêiâ, ïî÷èíàþ÷è ç 1984 ðîêó.
2. Ãàíñ Ãàí: øòðèõè áiîãðàôi¨. Ãàíñ

Ãàí íàðîäèâñÿ ó Âiäíi 27 âåðåñíÿ 1879 ðîêó,
òóò æå âií çàêií÷èâ ãiìíàçiþ ó 1898 ðîöi i çà
áàæàííÿì ñâîãî áàòüêà, íàäâiðíîãî ðàäíè-
êà, çàïèñàâñÿ íà þðèäè÷íèé ôàêóëüòåò Âi-
äåíñüêîãî óíiâåðñèòåòó, àëå âæå ó 1899 ðî-
öi ïåðåéøîâ ç þðèñïðóäåíöi¨ íà ìàòåìàòè-
êó. Âií â÷èâñÿ â óíiâåðñèòåòàõ Ñòðàñáóðãà,
Ìþíõåíà i Âiäíÿ, äå ó 1902 ðîöi çäîáóâ ñòó-
ïiíü äîêòîðà ôiëîñîôi¨. Ó 1902-1904 ðîêàõ
Ã.Ãàí ïîãëèáëþ¹ ñâîþ îñâiòó â óíiâåðñèòåòàõ
Âiäíÿ i �åòòií åíà, à â 1905 ðîöi ïðîéøîâ
ãàáiëiòàöiþ ó Âiäåíñüêîìó óíiâåðñèòåòi. Äî
1909 ðîêó ïðàöþâàâ äîöåíòîì ó Âiäåíñüêî-
ìó óíiâåðñèòåòi, çàìiíþþ÷è ó 1905/6 ðîöi
Îòòî Øòîëüöà â Iíñáðóêó. Â 1909 ðîöi îäðó-
æèâñÿ i ïåðå¨õàâ ó ×åðíiâöi, äå ïðàöþâàâ â
óíiâåðñèòåòi ÿê åêñòðàîðäèíàðíèé ïðîôåñîð
äî 1914 ðîêó (õî÷à ÷èñëèâñÿ äî 1916 ðîêó).
Ãàíñ Ãàí âîþâàâ íà ôðîíòi ïðîòè Iòàëi¨, áóâ
ïîðàíåíèé øðàïíåëëþ â ëåãåíþ 29.X.1915. Ç
1916 ïî 1921 ïðàöþâàâ ó Áîííñüêîìó óíiâåð-
ñèòåòi, äå ñòàâ îðäèíàðíèì ïðîôåñîðîì, à â
1921 ðîöi ïåðåáðàâñÿ äî Âiäíÿ, ñâîãî ðiäíîãî
ìiñòà, äå ïðàöþâàâ äî ñâî¹¨ ñìåðòi, ÿêà íà-
ñòàëà 24.VII.1934 âíàñëiäîê áåçóñïiøíî¨ îïå-
ðàöi¨ íà ðàê.

Ãàíñ Ãàí ñïðàâåäëèâî ââàæà¹òüñÿ îäíèì
ç íàéâiäîìiøèõ àâñòðiéñüêèõ ìàòåìàòèêiâ,
âií áóâ ÷ëåíîì-êîðåñïîíäåíòîì Àâñòðié-
ñüêî¨ Àêàäåìi¨ íàóê.
3. Ãàíñüêi êîíôåðåíöi¨ i îñíîâíi íà-

ïðÿìêè âïëèâiâ Ãàíñà Ãàíà â ×åðíi-
âåöüêîìó óíiâåðñèòåòi. Íà òó îáñòàâè-
íó, ùî Ãàíñ Ãàí, îäèí ç ñïiâàâòîðiâ çíàìå-
íèòî¨ òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà ïðî ïðîäîâæåí-
íÿ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ, ïðàöþâàâ ó ×åð-
íiâåöüêîìó óíiâåðñèòåòi, çâåðíóâ ìîþ óâà-
ãó À.Ïëi÷êî ùå ïîíàä çî ðîêiâ òîìó íà-

çàä, êîëè âií ïðàöþâàâ ó Ëüâîâi â Iíñòèòóòi
ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòè-
êè, ùî íèíi íîñèòü iì'ÿ òîäiøíüîãî éîãî äè-
ðåêòîðà àêàäåìiêà ß.Ñ.Ïiäñòðèãà÷à. Íà òîé
÷àñ ó Ëüâîâi ó 1982 ðîöi óñïiøíî ïðîéøëà
êîíôåðåíöiÿ ïàì'ÿòi Ñòåôàíà Áàíàõà, â îð-
ãàíiçàöi¨ ÿêî¨ À.Ïëi÷êî âçÿâ íàéàêòèâíiøó
ó÷àñòü, âií çàïðîïîíóâàâ i ìåíi îðãàíiçóâà-
òè ùîñü ïîäiáíå, ïðèñâÿ÷åíå Ãàíñó Ãàíó, â
×åðíiâöÿõ. Òàê òåîðåìà Ãàíà-Áàíàõà îá'¹ä-
íàëà ×åðíiâöi i Ëüâiâ.

Êîíôåðåíöiÿ áóëà ïðîâåäåíà ç 27 ÷åðâíÿ
ïî 30 ÷åðâíÿ 1984 ðîêó i ç òîãî ÷àñó ñòà-
ëà òðàäèöiéíîþ, íàñòóïíi äâi ãàíñüêi êîíôå-
ðåíöi¨ âiäáóëèñÿ 10-15 æîâòíÿ 1994 ðîêó i 27
÷åðâíÿ-3 ëèïíÿ 2004, à öüîãîði÷íà � ÷åòâåð-
òà � 30 ÷åðâíÿ-5 ëèïíÿ 2014 ðîêó.

×åòâåðòà ãàíñüêà êîíôåðåíöiÿ ïðèïàëà
íà ðiê 200-ëiòòÿ Òàðàñà Øåâ÷åíêà, ÿêèé âè-
ÿâèâñÿ ÷è íå íàéäðàìàòè÷íiøèì ó íîâiòíié
iñòîði¨ Óêðà¨íè. Ïåðåìîãëà ðåâîëþöiÿ ãiäíî-
ñòi, ìà¹ìî íîâîãî Ïðåçèäåíòà i íîâó Âåðõîâ-
íó Ðàäó, òà íà Ñõîäi òðèâà¹ âiéíà i àãðåñîð
íå çàñïîêîþ¹òüñÿ. Çâè÷àéíî, öåé ÷àñ íå íàé-
êðàùèé äëÿ çàíÿòòÿ íàóêîþ, òà âñå æ êîí-
ôåðåíöiÿ ïðîéøëà ç âåëèêèì óñïiõîì, ïî÷à-
òêîâèé òèðàæ ¨¨ òåç âèÿâèñÿ çàìàëèì, äîâå-
ëîñÿ äîäðóêîâóâàòè.

Íà öié êîíôåðåíöi¨ ÿ ðîáèâ äîïîâiäü [20],
çà ìàòåðiàëàìè ÿêî¨ i íàïèñàíà äàíà ñòàòòÿ.
Â íié ìè ðîçãëÿíåìî ÿê äîðîáîê Ãàíñà Ãàíà
âïëèíóâ íà ðîçâèòîê ìàòåìàòèêè ó ×åðíi-
âåöüêîìó óíiâåðñèòåòi çà îñòàííi 30 ðîêiâ.
Öi âïëèâè ìîæíà ðîçïîäiëèòè ïî òàêèõ íà-
ïðÿìêàõ:

1. Ñóêóïíà íåïåðåðâíiñòü íàðiçíî íåïå-
ðåðâíèõ âiäîáðàæåíü;

2. Íàáëèæåííÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié;

3. Êâàçiíåïåðåðâíiñòü òà iíøi àíàëîãè íå-
ïåðåðâíîñòi;

4.Íàïiâíåïåðåðâíi ôóíêöi¨ òà òåîðåìà
Ãàíà-Ä'¹äîííå-Òîí à-Êàòåòîâà;

5. Äiàãîíàëi ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ.
Ïîäàëüøèé íàø âèêëàä áóäå éòè çà öèì

ïëàíîì.
4. Íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåí-

íÿ ó ïðàöÿõ Ãàíñà Ãàíà. Çâ'ÿçêè ìiæ
íàðiçíîþ i ñóêóïíîþ íåïåðåðâíiñòþ âïåðøå
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 ðóíòîâíî ñòàâ âèâ÷àòè Ðåíå Áåð, äèñåðòà-
öiÿ ÿêîãî [26] ëåæèòü â îñíîâi âñiõ ïîäàëü-
øèõ äîñëiäæåíü ç öi¹¨ òåìàòèêè. Â íié Ð.Áåð
âèâ÷àâ â îñíîâíîìó íàðiçíî íåïåðåðâíi ôóí-
êöi¨ äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ i ëèø äåÿêi ðå-
çóëüòàòè çìiã ïåðåíåñòè íà ôóíêöi¨ òðüîõ
çìiííèõ. Ïåðåõiä äî áiëüøîãî ÷èñëà çìiííèõ
ïîòðåáóâàâ íîâèõ iäåé, ïîâ'ÿçàíèõ ç êâàçi-
íåïåðåðâíiñòþ, i éîãî çäiéñíèâ ñàìå Ã.Ãàí
[27] ÷åðåç 20 ðîêiâ ïiñëÿ âèõîäó äèñåðòà-
öi¨ Áåðà. Âií âñòàíîâèâ, ùî òî÷êè ñóêóïíî¨
íåïåðåðâíîñòi íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
f : Rn → R ëåæàòü ùiëüíî íà êîæíié ãiïåð-
ïëîøèíi xn = const. Äîâåäåííÿ âií ïðîâî-
äèòü ó äâà åòàïè, ç'ÿñóâàâøè ñïî÷àòêó, ùî
íàðiçíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f : Rn → R ¹
êâàçiíåïåðåðâíèìè (öå Ã.Ãàí âèâîäèòü ç òåî-
ðåìè Ëåáå à ïðî íàëåæíiñòü òàêèõ ôóíêöié
äî (n − 1)-ãî êëàñó Áåðà [28] i ðåçóëüòàòiâ
Áåðà ïðî òî÷êîâó ðîçðèâíiñòü ôóíêöié áå-
ðiâñüêèõ êëàñiâ ç òî÷íiñòþ äî ìíîæèíè ïåð-
øî¨ êàòåãîði¨ [29]), à äàëi, çäiéñíþþ÷è ií-
äóêòèâíèé ïåðåõiä, äå ìåòîäîì âiä ñóïðî-
òèâíîãî ôàêòè÷íî äîâîäèòü, ùî ó ôóíêöi¨
f : Rn × R → R, ÿêà êâàçiíåïåðåðâíà i
òî÷êîâî ðîçðèâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ ñóêóïíî¨
çìiííî¨ i íåïåðåðâíà âiäíîñíî äðóãî¨ çìií-
íî¨, äëÿ êîæíîãî y ∈ R ìíîæèíà Cy(f) =
{x ∈ Rn : (x, y) ∈ C(f)} âñþäè ùiëüíà â Rn

(òóò i äàëi C(f) � ìíîæèíà òî÷îê íåïåðåðâ-
íîñòi ôóíêöi¨ f , à D(f) � ìíîæèíà ¨¨ òî÷îê
ðîçðèâó). Îñêiëüêè êâàçiíåïåðåðâíi ôóíêöi¨
íà áåðiâñüêîìó ïðîñòîði àâòîìàòè÷íî òî÷êî-
âî ðîçðèâíi, òî ìåòîäîì Ãàíà íàñïðàâäi ìî-
æíà äîâåñòè íàáàãàòî çàãàëüíiøå òâåðäæåí-
íÿ: ÿêùî ïðîñòið X áåðiâñüêèé, Y çàäîâîëü-
íÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, Z ìåòðèçîâ-
íèé i f : X × Y → Z � KC-ôóíêöiÿ, òîá-
òî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êâàçiíåïåðåðâíå âiä-
íîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïåðåðâíå âiäíîñíî
äðóãî¨, òî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ìíîæèíà
Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)} áóäå çàëè-
øêîâîþ â X. Öåé ðåçóëüòàò áóâ âñòàíîâëå-
íèé iíøèì ñïîñîáîì çíà÷íî ïiçíiøå [30, 31].
Äîâåäåííÿ Ãàíà ìîæíà ìîäèôiêóâàòè òàê,
ùîá âîíî ïðîõîäèëî i äëÿ KC-ôóíêöié, ÿêi
êâàçiíåïåðåðâíi âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ ëè-
øå äëÿ çíà÷åíü äðóãî¨, ÿêi ïðîáiãàþòü äåÿêó
âñþäè ùiëüíó â Y ïiäìíîæèíó i íåïåðåðâ-

íi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨. ßêùî ïðè öüîìó
ùå ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ Áàíàõà ïðî êà-
òåãîðiþ [32, ñ.87], òî i ïðèïóùåííÿ áåðîâîñòi
ïðîñòîðó X ìîæíà çíÿòè. Òàêèì ÷èíîì, ìî-
æíà îòðèìàòè òàêèé ðåçóëüòàò: ÿêùî X �
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó
àêñiîìó çëi÷åííîñòi, Z � ìåòðèçîâíèé ïðî-
ñòið i f : X × Y → Z � KC-ôóíêöiÿ, òî äëÿ
êîæíîãî y ∈ Y ìíîæèíà Cy(f) çàëèøêîâà â
X. Öÿ òåîðåìà iíøèì ïðÿìèì ñïîñîáîì áó-
ëà äîâåäåíà â [65]. Âåñü öåé ìàòåðiàë óâi-
éøîâ äî äîêòîðñüêî¨ äèñåðòàöi¨ àâòîðà [34,
ïiäðîçäië 3.2]. Ïðî ïîäàëüøèé ðîçâèòîê öèõ
ðåçóëüòàòiâ ìè ðîçïîâiìî ïiçíiøå.

Äîâåäåííÿ â äèñåðòàöi¨ Áåðà áóâàþòü äî-
ñèòü äîâãèìè i ÷àñòî çàéìàþòü âåëèêå ÷è-
ñëî ñòîðiíîê. Öÿ îáñòàâèíà çàñòàâëÿëà ìà-
òåìàòèêiâ øóêàòè iíøi ïiäõîäè, ïåðøèé ç
ÿêèõ âiäêðèâ Å. âàí Âëåê [35], âií âèêîðè-
ñòîâó¹ ðiâíîìiðíó íåïåðåðåâíiñòü. Öåé ìå-
òîä ðîçâèíóâ Ã.Ãàí [23, ñ.390], ïîêàçàâøè,
ùî äëÿ êîæíî¨ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨
f : X × Y → R, äå X � ïiäïðîñòið òè-
ïó Gδ äåÿêîãî ïîâíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòî-
ðó (Ã.Ãàí íàçèâà¹ òàêi ïðîñòîðè ïðîñòîðà-
ìè Þí à), à Y � ìåòðèçîâíèé êîìïàêò, ïðî-
åêöiÿ ìíîæèíè Dε(f) = {p ∈ X × Y :
ωf (p) ≥ ε} íà âiñü X ¹ íiäå íå ùiëüíîþ,
à çíà÷èòü, prX(D(f)) � öå ìíîæèíà ïåðøî¨
êàòåãîði¨, à ìíîæèíà CY (f) = {x ∈ X :
{x}×Y ⊆ C(f)} = X\prX(D(f)) çàëèøêî-
âà â X. Öå ïåðøèé ðåçóëüòàò ïðî ñóêóïíó
íåïåðåðâíiñòü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-
æåíü â àáñòðàêòíèõ ïðîñòîðàõ. Âií äiñòàâ
çíà÷íèé ðîçâèòîê ó ïðàöÿõ [33, 36].

Ó ñâî¨é ïiäñóìêîâié ìîíîãðàôi¨ [24] íàði-
çíî íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì ïðèñâÿ÷å-
íî öiëèé ïàðàãðàô ó êiíöi ÷åòâåðòîãî ðîç-
äiëó. Òóò Ã.Ãàí îòðèìàâ çíà÷íi ïiäñèëåí-
íÿ i óçàãàëüíåííÿ ñâî¨õ ïîïåðåäíiõ ðåçóëü-
òàòiâ, çîêðåìà, äîâiâ òàêó òåîðåìó: ÿêùî
X1, ..., Xn � ïðîñòîðè Þí à, Xn+1 � ìåòðè-
çîâíèé êîìïàêò i f : X1 × · · · × Xn+1 → R
� íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òî ìíîæèíà
CXn+1(f) = {x ∈ X = X1 × · · · × Xn :
{x}×Xn+1 ⊆ C(f)} ¹ çàëèøêîâîþ â äîáóòêó
X. Âèêëàä Ãàíà â ìîíîãðàôi¨ [24] ïîçíà÷å-
íèé âïëèâîì ñòàòòi Ê.Áå åëÿ [37], ïðî ÿêó
ìîâà ïiäå äàëi.
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5. Íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåí-
íÿ ó ×åðíiâåöüêîìó óíiâåðñèòåòi. Âè-
â÷åííÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü ó
×åðíiâåöüêîìó óíiâåðñèòåòi ïî÷àëîñÿ ïðè-
áëèçíî ç 1980-ãî ðîêó ç ìî¹¨ iíiöiàòèâè áåç
âïëèâó Ã.Ãàíà. Ó çáiðíèêó [38] ÿ âèÿâèâ çà-
äà÷ó: äîâåñòè, ùî êîæíà íàðiçíî íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ f : [0, 1]2 → R ìà¹ ïðèíàéìíi îäíó
òî÷êó íåïåðåðâíîñòi. ß ðîçâ'ÿçàâ ¨¨, âèêî-
ðèñòàâøè òåîðåìó Êàíòîðà ïðî ðiâíîìiðíó
íåïåðåðâíiñòü íåïåðåðâíî¨ íà âiäðiçêó ôóí-
êöi¨, ïðè öüîìó äîâiâ áiëüøå, à ñàìå, ùî ó
òàêî¨ ôóíêöi¨ ¹ âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà òî-
÷îê x íà [0, 1], òàêèõ, ùî f ñóêóïíî íåïå-
ðåðâíà ó âñiõ òî÷êàõ âiäðiçêà {x} × [0, 1]. ß
ïî÷àâ ðîçìiðêîâóâàòè ÿê ïåðåíåñòè öåé ðå-
çóëüòàò íà ôóíêöi¨ âiä òðüîõ äiéñíèõ çìií-
íèõ, àëå öÿ çàäà÷à âèÿâèëàñü çíà÷íî òðóäíi-
øîþ. Ç ìîíîãðàôi¨ Ô.Ì¹äâ¹ä¹âà [39, ñ.148] ÿ
äiçíàâñÿ, ùî çàäà÷à ïðî ñóêóïíó íåïåðåðâ-
íiñòü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié áóëà âè-
õiäíîþ ó äîñëiäæåííÿõ Ðåíå Áåðà, òîé ðå-
çóëüòàò, ùî òàì ôîðìóëþâàâñÿ (ïðî òî÷êè
íåïåðåðâíîñòi íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
íà íåïåðåðâíèõ êðèâèõ) ëåãêî âèâîäèâñÿ ç
äîâåäåíî¨ ìíîþ òåîðåìè i öå âèêëèêàëî ùå
áiëüøèé iíòåðåñ äî öi¹¨ òåìàòèêè.

Êîëè ÿ ãîòóâàâ äîïîâiäü íà ïåðøó
ãàíñüêó êîíôåðåíöiþ, òî ó íåêðîëîçi
Ê.Ìàé¹ðãîôåðà [1] âèÿâèâ, ùî ñàìå Ãàíñ
Ãàí çðîáèâ ïåðøi iñòîòíi êðîêè ó äîñëi-
äæåííi íà ñóêóïíó íåïåðåðâíiñòü íàðiçíî
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : Rn → R âiä
áàãàòüîõ çìiííèõ, àëå òàì íå çãàäóâàëàñü
òåîðåìà ïðî ïðîåêöiþ, ÿêà áóëà âæå ó
Ð.Áåðà, àëå Ô. Ì¹äâ¹ä¹â ó [39] òåæ ïðî
íå¨ íå çãàäàâ, áóëà âîíà i ó Ã.Ãàíà, ïðî ùî
ìè ïèñàëè âèùå, àëå i Ê.Ìàé¹ðãîôåð öåé
ðåçóëüòàò íå ïðèâiâ. Öå áóëî ùàñëèâîþ
îáñòàâèíîþ äëÿ ìåíå, òîäi ìîëîäîãî ìà-
òåìàòèêà, i ïîñëóæèëî äîáðèì ñòèìóëîì.
ß çà òèæíiâ äâà âñòàíîâèâ, âèêîðèñòàâ-
øè òåîðåìó Àëåêñàíäðîâà-Ãàóñäîðôà i
âiäêðèòó ìíîþ âëàñòèâiñòü ïðîäîâæåííÿ
íåðiâíîñòåé äëÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié, ùî ó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
f : Rn → R ìíîæèíà òèõ òî÷îê x ∈ Rn−1,
äëÿ ÿêèõ {x} × R ⊆ C(f) âåëèêà, i óçà-
ãàëüíèâ öåé ðåçóëüòàò íà âiäîáðàæåííÿ

f : X1 × · · · ×Xn → Z.
Ñâié ðåçóëüòàò ÿ äîïîâiäàâ íà ïåðøié ãàí-

ñüêié êîíôåðåíöi¨, à éîãî ðîçâèòîê íà ×åëÿ-
áiíñüêié øêîëi [40]. Ì.É.Êàäåöü, ÿêèé ñëó-
õàâ ìîþ äîïîâiäü ó ×åðíiâöÿõ âiäðåàãóâàâ
íà íå¨ òàê: "Íó, ìîæëèâî, Ìåíüøîâ öå çíà¹".
Àëå íåâäîâçi âèéøëà ñòàòòÿ Î. Àðõàíãåëü-
ñüêîãî [41], ç ÿêî¨ ÿ äiçíàâñÿ ïðî òåîðå-
ìó Íàìiîêè i ïðî òå, ùî çàäà÷à ïðî ñóêó-
ïíó íåïåðåðâíiñòü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiä-
îáðàæåíü öiêàâèòü i ñó÷àñíèõ ìàòåìàòèêiâ,
çîêðåìà, ç öèìè äîñëiäæåííÿìè òiñíî ïîâ'ÿ-
çàíà i òåîðåìà ïðî ïåðåíîðìóâàííÿ Òðîÿí-
ñüêîãî, ó÷íÿ Ì.É.Êàäåöÿ, îòæå, íå òiëüêè
Ä.Ìåíüøîâ öå ìiã áè çíàòè.

Ïiñëÿ çàõèñòó ñâî¹¨ êàíäèäàòñüêî¨ äèñåð-
òàöi¨ [129] ó 1985 ðîöi ÿ öiëêîì çàõîïèâñÿ íî-
âîþ òåìîþ ïðî íàðiçíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨,
çiáðàâ óñþ äîñòóïíó ìåíi ëiòåðàòóðó, íàìi-
òèâ ïðîãðàìó ìàéáóòíiõ äîñëiäæåíü i âçÿâ-
ñÿ çà ¨õ ðåàëiçàöiþ. Ðàçîì ç òèì ÿ ïðàöþâàâ
íàä iñòîðè÷íîþ ìîíîãðàôi¹þ ïðî Ãàíñà Ãà-
íà [12] i öÿ äiÿëüíiñòü òåæ äîïîìîãà ìåíi â
îïàíóâàííi íîâî¨ òåìè.

Íà ïî÷àòêó 90-õ ðîêiâ äî ìåíå ïiä'¹äíà-
ëèñÿ Â.Ìèõàéëþê i Î.Ñîá÷óê, ÿêi ïiçíiøå
çàõèñòèëè êàíäèäàòñüêi äèñåðòàöi¨ [42, 43].
Íàäàëi íàøà ãðóïà ðîçøèðèëàñü i íà äàíèé
ìîìåíò ç öi¹¨ òåìàòèêè â ×åðíiâåöüêîìó óíi-
âåðñèòåòi çàõèùåíî òðè äîêòîðñüêèõ äèñåð-
òàöi¨ [34, 44, 45], äåñÿòü êàíäèäàòñüêèõ äè-
ñåðòàöié [42, 43, 46-53] òà âèêîíóþòüñÿ äâi
äîêòîðñüêèõ (Â.Íåñòåðåíêî i Î.Êàðëîâà) i
òðè êàíäèäàòñüêèõ äèñåðòàöi¨ (Î.Ìèðîíèê,
Â.Êîñîâàí, Ä.Îíèïà).

Ùîá âèñâiòëèòè âñi äîñÿãíåííÿ ç äàíî¨ òå-
ìàòèêè, ÿêi îòðèìàíi â ×åðíiâåöüêîìó óíi-
âåðñèòåòi çà îñòàííi 25 ðîêiâ, ïîòðåáóâàâñÿ
áè ãðóáåçíèé òîì, òîìó ìè îáìåæåëèñÿ òóò
ðîçãëÿäîì ëèøå òèõ, ùî ïîâ'ÿçàíi ç Ãàíñîì
Ãàíîì.
6. Ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíi

âiäîáðàæåííÿ. Ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïå-
ðåðâíi âiäîáðàæåííÿ áóëè ââåäåíi ìíîþ i
Â.Íåñòåðåíêîì [54, 55] ÿê ðîçâèòîê óìîâè
(À) ç ïðàöi Ê.Áå åëÿ [37] i âïåðøå ôiãóðó-
âàëè â îãëÿäi [56]. Âiäîáðàæåííÿ f : X ×
Y → Z íàçèâà¹òüñÿ ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíå-
ïåðåðâíèì ó òî÷öi p0 = (x0, y0), ÿêùî äëÿ
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êîæíîãî îêîëóW òî÷êè z0 = f(p0) ó ïðîñòî-
ði Z i äëÿ äîâiëüíèõ îêîëiâ U i V òî÷îê x0 i
y0 ó ïðîñòîðàõX i Y âiäïîâiäíî iñíó¹ âiäêðè-
òà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X i òî÷êà b ∈ Y ,
òàêi, ùî G ⊆ U , b ∈ V i f(G × {b}) ⊆ W ,
i ïðîñòî ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèì,
ÿêùî âîíî ¹ òàêèì ó êîæíié òî÷öi ç äîáóòêó
X×Y . Ñóêóïíiñòü óñiõ ãîðèçîíòàëüíî êâàçi-
íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X×Y → Z, ÿêi
íåïåðåðâíi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ïîçíà÷à-
¹òüñÿ ñèìâîëîì KhC(X × Y, Z), à åëåìåíòè
ç öüîãî êëàñó íàçèâàþòüñÿ KhC-ôóíêöiÿìè.

Ó ïðàöÿõ [54-56] áóëè îòðèìàíi ïåðøi ðå-
çóëüòàòè ïðî ñóêóïíó íåïåðåðâíiñòü KhC-
ôóíêöié, ÿêi áóëè ðîçâèíåíi ó ïðàöi [57], äå
áóëà âñòàíîâëåíà
Òåîðåìà 1. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi-

÷íi ïðîñòîðè, Z � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið i
f ∈ KhC(X × Y, Z). Òîäi:

à) ÿêùî ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó
àêñiîìó çëi÷åííîñòi, òî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y
ìíîæèíà Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)}
çàëèøêîâà â X;

á) ÿêùî ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ äðó-
ãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, òî ìíîæèíà
CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ C(f)}
çàëèøêîâà â X.
7. Òåîðåìà Êàëáði-Òðîàëëiêà òà ¨¨

ðîçâèòîê. Ó 1979 ðîöi ôðàíöóçüêi ìàòåìà-
òèêè Æ.Êàëáði i Æ.-Ï.Òðîàëëiê [58] ââåëè
òàêå ïîíÿòòÿ: ïiäìíîæèíà B òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó Y íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ çëi÷åí-
íîãî òèïó, ÿêùî iñíó¹ òàêà íå áiëüø, íiæ
çëi÷åííà ñèñòåìà V âiäêðèòèõ ìíîæèí â Y ,
ùî äëÿ êîæíîãî y ∈ B ñèñòåìà V(y) = {V ∈
V : y ∈ V } óòâîðþ¹ áàçó îêîëiâ òî÷êè y ó
ïðîñòîði Y . Íèìè áóëà äîâåäåíà
Òåîðåìà 2. Íåõàé X i Y � òîïîëî-

ãi÷íi ïðîñòîðè, Z � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið,
f : X × Y → Z � íàðiçíî íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ i B � ìíîæèíà çëi÷åííîãî òè-
ïó â Y . Òîäi ìíîæèíà CB(f) = {x ∈ X :
{x} × B ⊆ C(f)} ¹ çàëèøêîâîþ â X.

Çâiäñè íåãàéíî âèïëèâà¹
Íàñëiäîê. Íåõàé X, Y , Z i f � òàêi æ ÿê

â òåîðåìi 2. Òîäi:
à) ÿêùî ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó

àêñiîìó çëi÷åííîñòi, òî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y
ìíîæèíà Cy(f) çàëèøêîâà â X;

á) ÿêùî ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó
àêñiîìó çëi÷åííîñòi, òî ìíîæèíà CY (f) ¹ çà-
ëèøêîâîþ â X.

Òåîðåìà 1 � öå óçàãàëüíåííÿ öüîãî íàñëiä-
êó, ÿêå áóëî îòðèìàíî iíøèì ìåòîäîì, íiæ
òåîðåìà Êàëáði-Òðîàëëiêà. Ïîñòàëî ïðèðî-
äíå ïèòàííÿ ïðî óçàãàëüíåííÿ ñàìî¨ òåîðå-
ìè 2 íà âèïàäîê KhC-ôóíêöié.

Ó ïðàöi [36] òåîðåìà Êàëáði-Òðîàëëiêà
óçàãàëüíþ¹òüñÿ íå òiëüêè íà KhC-ôóíêöi¨,
àëå é íà ôóíêöi¨ ç øèðøîãî êëàñó N =
N (X × Y, Z), ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäîáðà-
æåíü f : X × Y → Z çi çíà÷åííÿìè â ìåòðè-
÷íîìó ïðîñòîði Z, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

(i) äëÿ äîâiëüíèõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ
ìíîæèí U i V âiäïîâiäíî â X i Y òà äîâiëü-
íî¨ ìíîæèíè A â X, äëÿ ÿêî¨ U ⊆ A, iñíó¹
âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X, òàêà,
ùî G ⊆ U i f(G× V ) ⊆ f((G ∩ A)× V );

(ii) äëÿ êîæíîãî ε > 0 ìíîæèíà
Qε(f) = {(x, y) ∈ X × Y : ωfy(x) < ε}
âñþäè ùiëüíà â ïðîñòîði X × Y ;

(iii) ìíîæèíà XC(f) = {x ∈ X : fx −
−íåïåðåðâíå} ¹ çàëèøêîâîþ â X.
Òåîðåìà 3. Íåõàé X i Y � òîïîëî-

ãi÷íi ïðîñòîðè, Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið,
B � ìíîæèíà çëi÷åííîãî òèïó â Y i
f ∈ N (X × Y, Z). Òîäi ìíîæèíà CB(f)
¹ çàëèøêîâîþ â X.

Ìåòîä äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèêîðèñòî-
âóâàâ êàòåãîðíi ìiðêóâàííÿ i íå ñïèðàâñÿ,
ÿê ó [58], íà òåîðåìó Áåðà ïðî íàïiâíåïå-
ðåðâíi ôóíêöi¨. Ç òåîðåìè 3 âèïëèâà¹ ÿê òå-
îðåìà 2 i ¨¨ íàñëiäîê, òàê i òåîðåìà 1, áî
KhC(X × Y, Z) ⊆ N (X × Y, Z) äëÿ ìåòðè-
÷íîãî ïðîñòîðó Z.

Äî ðå÷i, ó öié æå ïðàöi áóëî óçàãàëüíåíî
òåîðåìó ïðî âåëèêi êîëèâàííÿ, ùî éäå âiä
Ã.Ãàíà. Òóò ìåòîä Ãàíà áóâ ïåðåíåñåíèé íà
KhC-ôóíêöi¨, à ïîòiì íîâèì ïðÿìèì ìåòî-
äîì áóëà äîâåäåíà
Òåîðåìà 4. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-

ñòið, Y � ìåòðèçîâíèé êîìïàêò, Z � ìåòðè-
÷íèé ïðîñòið, f ∈ N (X × Y, Z), ε > 0 i
Dε(f) = {p ∈ X × Y : ωf (p) ≥ ε}. Òîäi
ïðîåêöiÿ prX(D

ε(f)) ¹ çàìêíåíîþ i íiäå íå
ùiëüíîþ â X ìíîæèíîþ.

Ïîäiáíó òåîðåìó äëÿ CU -ôóíêöié, ÿêi
íåïåðåðâíi âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i ðiâ-
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íîìiðíî íåïåðåðâíi âiäíîñíî äðóãî¨, äîâåëè
Äæ.Áðåêêåíðiäæ i Ò.Íiøióðà [30], à óçàãàëü-
íåííÿ ¨õ ðåçóëüòàòó íà CU -ôóíêöi¨ áóëî äà-
íå â ïðàöi [33].

Iíøå óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Êàëáði-
Òðîàëëiêà çàïðîïîíóâàëè À.Áóçiàä i Æ.-
Ï.Òðîàëëiê [59], âèêîðèñòàâøè ïîíÿòòÿ
êâàçiíåïåðåðâíîñòi çíèçó äëÿ ìíîãîçíà÷íèõ
âiäîáðàæåíü. Ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ
F : X → Y íàçèâà¹òüñÿ êâàçiíåïåðåðâíèì
çíèçó â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî
îêîëó U òî÷êè x0 â X i äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨
ìíîæèíè V â Y , òàêî¨, ùî V ∩ F (x0) ̸= ∅,
iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X,
òàêà, ùî G ⊆ U i F (x) ∩ V ̸= ∅ äëÿ âñiõ
x ∈ G, i ïðîñòî êâàçiíåïåðåðâíèì çíèçó,
ÿêùî âîíî ¹ òàêèì ó êîæíié òî÷öi ç ïðîñòî-
ðó X. Ó ïðàöi [59] áóëî âñòàíîâëåíî òàêèé
ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 5. Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

X i Y , ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó Z, âiäîáðàæåí-
íÿ f : X × Y → Z, íå áiëüø, íiæ çëi÷åííî¨
ñèñòåìè B íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí Y , òàêî¨,
ùî äëÿ êîæíîãî V ∈ B ìíîãîçíà÷íå âiäîáðà-
æåííÿ FV : X → Z, FV (x) = f({x} × V ),
êâàçiíåïåðåðâíå çíèçó, iñíó¹ çàëèøêîâà ìíî-
æèíà R â X, òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ R
i äîâiëüíîãî y ∈ Y ç òîãî, ùî âiäîáðàæåííÿ
fx : Y → Z íåïåðåðâíå ó òî÷öi y i ñèñòåìà
B(y) = {V ∈ B : V � îêië òî÷êè y â Y } �
öå áàçà îêîëiâ òî÷êè y â Y , âèïëèâà¹, ùî f
ñóêóïíî íåïåðåðâíå â òî÷öi (x, y).

Ç ïîÿâîþ öèõ óçàãàëüíåíü òåîðåìè
Êàëáði-Òðîàëëiêà, ùî áóëè îïóáëiêîâàíi ó
2010 ðîöi i îòðèìàíi ïiä âïëèâîì ïðàöi [57],
ïîñòàëî ïðèðîäíå ïèòàííÿ ïîðiâíÿòè ¨õ ìiæ
ñîáîþ. Ó ïðàöi [60] áóëî ç'ÿñîâàíî, ùî öi ðå-
çóëüòàòè íå ïîðiâíÿííi, i ðàçîì ç òèì, ðîçâè-
âàþ÷è ìåòîä ç [36] i óçàãàëüíþþ÷è ïîíÿòòÿ ç
[60], áóëà äîâåäåíà çàãàëüíà òåîðåìà, ç ÿêî¨
âèïëèâàþòü ðåçóëüòàòè ïðàöü [36] i [59].

Ïî-ïåðøå, â [60] áóëî çàóâàæåíî, ùî ìíî-
ãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F : X → Y áóäå êâà-
çiíåïåðåðâíèì çíèçó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ â X ìíîæèíè U i
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ X, òàêî¨, ùî U ⊆ A,
âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ F (U) ⊆ F (A). Íà
îñíîâi öüîãî áóëî ââåäåíî ïîíÿòòÿ ïñåâäî-
êâàçiíåïåðåðâíîãî çíèçó âiäîáðàæåííÿ, ÿê

òàêîãî, ùî äëÿ êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ âiäêðè-
òî¨ â X ìíîæèíè U i ìíîæèíè A ⊆ X, òàêî¨,
ùî U ⊆ A, iñíó¹ íåïîðîæíÿ âiäêðèòà â X
ìíîæèíà G, òàêà, ùî G ⊆ U i F (G) ⊆ F (A).

Ç äðóãîãî áîêó, â ïðàöÿõ [61, 62] áóëè ââå-
äåíi ïåâíi óçàãàëüíåííÿ êëiêîâîñòi, ñïèðàþ-
÷èñü íà ÿêi â [60] áóëî ââåäåíî îäíå íîâå ïî-
íÿòòÿ. Ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F : X →
Y íàçèâà¹òüñÿ ïîêðèòò¹âî êàòåãîðíî êëi-
êîâèì çíèçó, ÿêùî äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî
ïîêðèòòÿ V ïðîñòîðó Y i äîâiëüíî¨ ìíîæèíè
E äðóãî¨ êàòåãîði¨ â X iñíóþòü äåñü ùiëüíà
â X ìíîæèíà A i ìíîæèíà V ∈ V , òàêi, ùî
A ⊆ E i F (x) ∩ V ̸= ∅ äëÿ âñiõ x ∈ A.

Ùîá ñôîðìóëþâàòè çàãàëüíó òåîðåìó ç
[60], ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ. Äëÿ ñèñòåìè
V ìíîæèí ó ïðîñòîði Y i òî÷êè y ∈ Y
ïîêëàäåìî
V(y) = {V ∈ V : V − îêië òî÷êè y â Y }
i
B(V) = {y ∈ Y : V(y) −
áàçà îêîëiâ òî÷êè y â Y }.
Òåîðåìà 6. Íåõàé X i Y � òîïîëî-

ãi÷íi ïðîñòîðè, Z � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið,
V = {Vn : n ∈ N} � íå áiëüø, íiæ çëi-
÷åííà ñèñòåìà ìíîæèí â Y , f : X×Y → Z �
òàêå âiäîáðàæåííÿ, øî äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè
V ∈ V , äëÿ ÿêî¨ V ∩B(V) ̸= ∅, ìíîãîçíà÷íå
âiäîáðàæåííÿ FV : X → Z, FV (x) = fx(V ),
ïñåâäîêâàçiíåïåðåðâíå çíèçó òà ïîêðèòò¹âî
êàòåãîðíî êëiêîâå çíèçó. Òîäi ìíîæèíà

R = {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B(V)) ⊆ C(f)}

¹ çàëèøêîâîþ â X.
Íåäàâíî Â.Íåñòåðåíêî [63] ïîêðàùèâ òå-

îðåìó 6 i îòðèìàâ õàðàêòåðèçàöiþ âëàñòè-
âîñòi Ãàíà, ÿêà îçíà÷à¹ äëÿ âiäîáðàæåííÿ
f : X×Y → Z, ùî ìíîæèíà CY (f) çàëèøêî-
âà â X. Öi ðåçóëüòàòè, ùî çíàõîäÿòüñÿ íà
ïåðåäíüîìó êðàþ íàóêè ïðî ñóêóïíó íåïå-
ðåðâíiñòü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü,
çãîäîì áåçóìîâíî ñòàíóòü îêðàñîþ äîêòîð-
ñüêî¨ äèñåðòàöi¨ Â.Íåñòåðåíêà.
8. Áåðiâñüêà êëàñèôiêàöiÿ: Ðåíå

Áåð. Ñâîþ êëàñèôiêàöiþ ðîçðèâíèõ ôóí-
êöié Ð.Áåð çàïðîïîíóâàâ ó ïðàöi [64], à ðîç-
ãîðíóòèé âèêëàä äàâ ó äèñåðòàöi¨ [26].

Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X →
Y íóëüîâîãî êëàñó Áåðà � öå íåïåðåðâíi
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âiäîáðàæåííÿ , ¨õíÿ ñóêóïíiñòü ïîçíà÷à¹-
òüñÿ B0(X,Y ). Êàæóòü, ùî f : X → Y �
öå âiäîáðàæåííÿ ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêùî
iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ âiä-
îáðàæåíü fn : X → Y , ÿêà ïîòî÷êîâî íà
X çáiãà¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f , ¨õíÿ ñó-
êóïíiñòü ïîçíà÷à¹òüñÿ B1(X,Y ). Ïîäàëüøi
êëàñè Bα(X, Y ), äå α � ñêií÷åííå àáî çëi-
÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ââîäÿòüñÿ iíäóêòèâ-
íî: f ∈ Bα(X, Y ), ÿêùî iñíóþòü ïîñëiäîâíî-
ñòi ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ξn < α i âiäîáðàæåíü
fn ∈ Bξn(X,Y ), òàêi, ùî fn(x) → f(x) â Y
äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Ñóêóïíiñòü óñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiä-
îáðàæåíü f : X × Y → Z ìè ïîçíà÷à¹ìî
ñèìâîëîì CC(X × Y, Z). Äëÿ âiäîáðàæåííÿ
f : X2 → Z âiäîáðàæåííÿ g : X → Y , ùî
âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ g(x) = f(x, x), íà-
çèâà¹òüñÿ éîãî äiàãîíàëëþ.

Ìè ïîçíà÷à¹ìî äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïè-
ñó Bα(X) = Bα(X,R), CC(X × Y ) =
CC(X × Y,R), Bα[a, b] = Bα([a, b]) i
CC[a, b]2 = CC([a, b]2). Ó ñâî¨é äèñåðòàöi¨
[26] Ð.Áåð âñòàíîâèâ òàêèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 7. g ∈ B1[a, b] ⇔

∃f ∈ CC[a, b]2 | g(x) = f(x, x) íà
[a, b].

Òàêèì ÷èíîì, äiàãîíàëÿìè íàðiçíî íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié f : [a, b]2 → R áóäóòü ôóí-
êöi¨ g : [a, b]→ R ïåðøîãî êëàñó Áåðà i òiëü-
êè âîíè.

Öåé ðåçóëüòàò âií îòðèìàâ íå ïðÿìèì, à
îáõiäíèì øëÿõîì ç äîïîìîãîþ ñâî¹¨ õàðà-
êòåðèçàöi¨ ôóíêöié ïåðøîãî êëàñó ÿê òî÷êî-
âî ðîçðèâíèõ íà êîæíié äîñêîíàëié ìíîæè-
íi ôóíêöié, ÿêà âèÿâèëàñÿ iäåíòè÷íîþ ç âiä-
êðèòîþ íèì æå òàêîþ æ õàðàêòåðèçàöi¹þ äi-
àãîíàëåé íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié äâîõ
äiéñíèõ çìiííèõ. Ïðè öüîìó ïîáóäîâà äëÿ
äàíî¨ òî÷êîâî ðîçðèâíî¨ íà êîæíié äîñêîíà-
ëié ìíîæèíi ôóíêöi¨ g íàðiçíî íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ f ç äiàãîíàëëþ g i ïîñëiäîâíîñòi íå-
ïåðåðâíèõ ôóíêöié gn, ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà-
¹òüñÿ äî g, ðîçòÿãíóëîñÿ íà áàãàòî ñòîðiíîê
[26, ñ.31-63], çàéìàþ÷è ÷âåðòü óñi¹¨ ïðàöi.
9. Áåðiâñüêà i ëåáå iâñüêà êëàñèôi-

êàöi¨: Àíði Ëåáå . Ïðî êëàñèôiêàöiþ Áå-
ðà i ðåçóëüòàòè éîãî äèñåðòàöi¨ [26] ñïîâiùà-
ëîñÿ â éîãî ïîïåðåäíiõ ïîâiäîìëåííÿõ [64,

66, 67], ùî âèéøëè ó 1897-98 ðîêàõ. I âæå
â 1898 ðîöi À.Ëåáå  ó ñâî¨é ïåðøié äðóêîâà-
íié ïðàöi [68], îêðiì íîâîãî äîâåäåííÿ òåîðå-
ìè Âåé¹ðøòðàññà ïðî ðiâíîìiðíå íàáëèæåí-
íÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ìíîãî÷ëåíàìè, âñòà-
íîâëþ¹ òàêèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 8. CC([a, b] × [c, d]) ⊆

B1([a, b] × [c, d]).
Ç öi¹¨ òåîðåìè íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî

äiàãîíàëi íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
f : [a, b]2 → R íàëåæàòü äî B1[a, b].

Â äîâåäåííi òåîðåìè 8 À.Ëåáå  çàñòîñîâó¹
ìåòîä ëiíiéíî¨ iíòåðïîëÿöi¨. Éîãî ïiäõiä äî-
ïóñêà¹ ðîçâèòîê, ÿêèé ïðèâîäèòü äî òàêîãî
ðåçóëüòàòó [56, òåîðåìà 5.4.1, ñ.239], [69,70]:
Òåîðåìà 9. Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi-

÷íîãî ïðîñòîðó Y i òîïîëîãi÷íîãî âåêòîð-
íîãî ïðîñòîðó Z ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ
CC(Rm × Y, Z) ⊆ B1(Rm × Y, Z).

Ïðè öüîìó äëÿ ôóíêöi¨
f ∈ CC(Rm × Y, Z) äîãðàíè÷íi ñó-
êóïíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ fn íà ñìóçi
∆n,k × Y (òóò k = (k1, ..., km) ∈ Zm i
∆n,k = [k1

n
, k1+1

n
] × · · · × [km

n
, km+1

n
] � êîìiðêà

ñòàíäàðòíîãî ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó Rm íà
êóáè) çàïèñóþòüñÿ ó ÿâíîìó âèãëÿäi

fn(x, y) =
∑

α∈{0,1}m
φkn,α(x)f

(
k+α
n
, y
)
,

äå φkn,α(x) = nm
∏

i∈Iα,0
(ki+1

n
−ξi)×

∏
i∈Iα,1

(ξi− ki
n
),

x = (ξ1, ..., ξm), α = (α1, ..., αm) i Iα,j = {i :
αi = j} ïðè j = 0, 1.

Iíòåðïîëÿöiéíi ôóíêöi¨ φkn,α âèíèêëè â
ðåçóëüòàòi ïîñëiäîâíîãî ëiíiéíîãî iíòåðïî-
ëþâàííÿ âiäíîñíî êîæíî¨ çìiííî¨ ξi i ïðè
m = 1 ïðèâîäÿòü äî òàêèõ ôóíêöié, ùî ¨õ
âèêîðèñòîâóâàâ ùå À.Ëåáå  ó [68], ïðàâäà,
òàì âií ðîçãëÿäàâ äîâiëüíi ðîçáèòòÿ a =
x0 < x1 < ... < xn = b âiäðiçêà [a, b].

Ó ñâî¨é ôóíäàìåíòàëüíié ïðàöi "Ïðî àíà-
ëiòè÷íî çîáðàæóâàíi ôóíêöi¨"[28] À.Ëåáå 
ðîçâèâà¹ ðàíiøå îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, ââî-
äèòü êëàñèôiêàöiþ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí i
âiäïîâiäíó êëàñèôiêàöiþ ôóíêöié, ÿêà çà-
ðàç íàçèâà¹òüñÿ ëåáå iâñüêîþ. Êàæóòü, ùî
âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàëåæèòü äî α-
ãî êëàñó Ëåáå à, ÿêùî ïðîîáðàç f−1(B) êî-
æíî¨ âiäêðèòî¨ â Y ìíîæèíè B ¹ ìíîæèíîþ
ç àäèòèâíîãî êëàñó α. Ñóêóïíiñòü óñiõ òà-

16 Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2014. � Ò. 2, � 2�3.



êèõ âiäîáðàæåíü ìè ïîçíà÷à¹ìî ñèìâîëîì
Hα(X, Y ).

10. Ðåçóëüòàòè Ãàíñà Ãàíà ïðî
áåðiâñüêó êëàñèôiêàöiþ íàðiçíî íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié. Ã.Ãàí [24, �39, ï.ï.1,
2], óçàãàëüíþþ÷è ðåçóëüòàòè À.Ëåáå à, íà
äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X, âiä-
ñòàíü ìiæ òî÷êàìè x i y ÿêîãî âií ïîçíà÷à¹
ïðîñòî xy, ââîäèòü äëÿ êîæíî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi a1, ..., an ðiçíèõ òî÷îê ç X ôóíêöi¨
ψ(x) = min{xa1, ..., xan}, ψk(x) = max{2ψ(x),

0} i h(x; a1, ..., an;λ1, ..., λn) =
n∑
k=1

λkψk(x)

n∑
k=1

ψk(x)
ïðè

x ̸= ak i h(x; a1, ..., an;λ1, ..., λn) = λk ïðè
x = ak, äå k = 1, ..., n i λ1, ..., λn ∈ R.
Ïðè öüîìó âií ç'ÿñîâó¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ g : X → R i äîâiëüíî¨
âñþäè ùiëüíî¨ â X ïîñëiäîâíîñòi ðiçíèõ
òî÷îê an íà X ìà¹ ìiñöå çîáðàæåííÿ
g(x) = lim

n→∞
h(x; a1, ..., an; g(a1), ..., g(an)).

Çâiäñè íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî êîëè
f : X × Y → R � íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ, {an : n ∈ N} � âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà
ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç ðiçíèõ òî÷îê an, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
i fn(x, y) = h(x; a1, ..., an; f(a1, y), ..., f(an, y))
íà X × Y , òî ôóíêöi¨ fn : X × Y → R
íåïåðåðâíi i fn(x, y) → f(x, y) íà X × Y .
Çîêðåìà, CC(X × Y ) ⊆ B1(X × Y ) äëÿ
ñåïàðàáåëüíîãî ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó X i
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y . Äàëi âií îòðèìó¹
çàãàëüíiøèé ðåçóëüòàò ïðî òå, ùî íàðiçíî
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X1 × · · · ×Xn → R,
ùî âèçíà÷åíà íà äîáóòêó n ìåòðèçîâíèõ
ïðîñòîðiâ, n − 1 ç ÿêèõ ñåïàðàáåëüíi,
íàëåæèòü äî (n− 1)-ãî êëàñó Áåðà.

11. Óçàãàëüíåííÿ òåîðåì Ãàíà ïðî
áåðiâñüêó êëàñèôiêàöiþ íàðiçíî íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié. Ðîçâèòîê ðåçóëüòàòiâ
Ð.Áåðà, À.Ëåáå à i Ã.Ãàíà áóâ çäiéñíåíèé ó
ïðàöÿõ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ XX ñòîëiòòÿ
(Ê.Êóðàòîâñüêèé, Ä.Ìîíò îìåði, Â.Ìîðàí,
Á.Äæîíñîí, Æ.Ñàí-Ðåìî, Â.Ðóäií, �.Âåðà,
Ð.Ãåíñåëë, Â.Ìàñëþ÷åíêî, Â.Ìèõàéëþê,
Î.Ñîá÷óê, Î.Êàðëîâà, Ò.Áàíàõ òà ií.). Ìè
íå ìà¹ìî ìîæëèâîñòi òóò âèñâiòëèòè âåñü
âíåñîê ÷åðíiâåöüêèõ ìàòåìàòèêiâ ó öþ

òåìàòèêó, òîðêíåìñÿ ëèø äåÿêèõ àñïåêòiâ,
ïîâ'ÿçàíèõ ç Ã.Ãàíîì.

Ó ïðàöi [72] ðåçóëüòàòè Ãàíà áóëè óçà-
ãàëüíåíi. Òàì äëÿ ìíîæèíè ðiçíèõ òî÷îê
a1, ..., an â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X îêðiì
ôóíêöié ψ i ψk ç ï.10 áóëè ââåäåíi ùå ôóí-
êöi¨ φn,k(x) =

ψk(x)
n∑
k=1

ψk(x)
ïðè x ̸= aj, φn,k(ak) =

1, φn,k(aj) = 0 ïðè j ̸= k, ÿêi ¹ íåïåðåðâ-
íèìè i óòâîðþþòü ðîçáèòòÿ îäèíèöi. Äà-
ëi äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó Z áóëè âèçíà÷åíi îïåðàòîðè Ãàíà
Hn : C(X,Z) → C(X,Z), ÿêi êîæíié íåïå-
ðåðâíié ôóíêöi¨ g : X → Z ñòàâëÿòü ó
âiäïîâiäíiñòü íåïåðåðâíó ôóíêöiþ

gn(x) = (Hng)(x) =
n∑
k=1

φn,k(x)g(ak).

Â ðîáîòi [72] áóâ äîâåäåíèé òàêèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 10. Íåõàé X � ñåïàðàáåëüíèé

ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Z � ëîêàëüíî îïóêëèé
ïðîñòið íàä ïîëåì K = R àáî C i A = {ak :
k ∈ N} � âñþäè ùiëüíà â X çëi÷åííà ìíî-
æèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiçíèõ òî÷îê ak. Çà
êîæíèì íàáîðîì a1, ..., an ïîáóäó¹ìî ôóíêöi¨
φn,k i âiäïîâiäíèé îïåðàòîð Ãàíà Hn. Òîäi

à). ßêùî g ∈ C(X,Z) i gn = Hng , òî
gn ∈ C(X,Z) i gn(x)→ g(x) ó Z äëÿ êîæíîãî
x ∈ X.

á). ßêùî Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,
f ∈ CC(X × Y, Z) i fn(x, y) = (Hnfy)(x) äëÿ
äîâiëüíèõ (x, y) ∈ X×Y , òî fn ∈ C(X× Y, Z)
i fn(p) → f(p) ó ïðîñòîði Z äëÿ êîæíî¨ òî-
÷êè p ∈ X × Y . Çîêðåìà, f ∈ B1(X × Y, Z) i
CC(X × Y, Z) ⊆ B1(X × Y, Z).

Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà ïåðåíåñòè i
íà íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ
f : X1 × · · · × Xn → Z.
12. Íîâà ðåäàêöiÿ òåîðåìè Ðóäiíà.

Ó ñâî¨é ïðàöi [73] Â.Ðóäií, âèêîðèñòàâøè òå-
îðåìó Ìàéêëà ïðî ðîçáèòòÿ îäèíèöi, óçà-
ãàëüíèâ ðåçóëüòàòè À.Ëåáå à i Ã.Ãàíà, ïðàâ-
äà, ïðî îñòàííüîãî âií ó ñâî¨é ðîáîòi íå çãà-
äó¹. Âèõîäÿ÷è ç âèêëàäó Ãàíà, ðåçóëüòàò Ðó-
äiíà ìîæíà ïîäàòè â êðàùié ðåäàêöi¨, ââiâ-
øè îïåðàòîðè Ðóäiíà, ùî áóëî çðîáëåíî â
[72].

Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Äëÿ êî-
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æíîãî íîìåðà n ðîçãëÿíåìî ïîêðèòòÿ Bn
âiäêðèòèìè êóëÿìè B(x, 1

n
) = {u ∈ X :

ux < 1
n
}, äå x ∈ X. Çãiäíî ç òåîðåìîþ

Ñòîóíà ïðî ïàðàêîìïàêòíiñòü ìåòðè÷íîãî
ïðîñòîðó ó êîæíå ïîêðèòòÿ Bn ìîæíà âïè-
ñàòè âiäêðèòå ëîêàëüíî ñêií÷åííå ïîêðèò-
òÿ Un. Çà òåîðåìîþ Ìàéêëà äëÿ êîæíîãî n
iñíó¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ îäèíèöi
(φn,i)i∈In , ÿêå ïiäïîðÿäêîâàíå ïîêðèòòþ Un i
ñêëàäà¹òüñÿ ç íåíóëüîâèõ íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié φn,i : X → [0, 1]. Âèáåðåìî â êîæíîìó ç
íîñi¨â suppφn,i äåÿêó òî÷êó xn,i.

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî âåêòîðíî-
ãî ïðîñòîðó Z âèçíà÷èìî îïåðàòîð Ðóäiíà
Rn : C(X,Z) → C(X,Z), ñïiâñòàâèâøè êî-
æíié íåïåðåðâíié ôóíêöi¨ g : X → Z ôóí-
êöiþ

gn(x) = (Rng)(x) =
∑
i∈In

φn,i(x)g(xn,i),

ÿêà òåæ áóäå íåïåðåðâíîþ.
Òåîðåìà 11. Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðî-

ñòið, Z � ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið i Rn �
îïåðàòîðè Ðóäiíà. Òîäi:

à). ßêùî g ∈ C(X,Z) i gn = Rng , òî
gn(x)→ g(x) íà X.

á). ßêùî Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,
f ∈ CC(X × Y, Z) i fn(x, y) = (Rnfy)(x),
òî fn ∈ C(X×Y, Z) i fn(p)→ f(p) íà X×Y .
Çîêðåìà, f ∈ B1(X×Y, Z) i CC(X×Y, Z) ⊆
B1(X × Y, Z).

Îïåðàòîðè Ðóäiíà ìîæíà ïðèñòîñóâàòè
i äî äîâåäåííÿ çàãàëüíiøîãî âêëþ÷åííÿ
CBα(X × Y, Z) ⊆ Bα+1(X × Y, Z), ç ÿêîãî
âèâîäèòüñÿ, ùî íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðà-
æåííÿ f : X1 × · · · × Xn+1 → Z, äå
ïðîñòîðè X1, ..., Xn � ìåòðèçîâíi, Xn+1 � äî-
âiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, à Z � ëîêàëü-
íî îïóêëèé ïðîñòið, íàëåæèòü äî n-ãî êëàñó
Áåðà.

Ó ñàìîãî Â.Ðóäiíà íàñïðàâäi áóëî äîâå-
äåíî âêëþ÷åííÿ CC(X × Y, Z) ⊆ B1(X ×
Y, Z). Ðèñî÷êà íàäBα ó ïîçíà÷åííi CBα(X×
Y, Z) îçíà÷à¹, ùî äëÿ ôóíêöié f ∈ CBα(X×
Y, Z) ìíîæèíà XBα(f) = {x ∈ X : fx ∈
Bα(Y, Z)} âñþäè ùiëüíà â X.

Ó çâ'ÿçêó ç öi¹þ òåîðåìîþ Ðóäiíà
ó îãëÿäi [69] áóëà ïîñòàâëåíà ïðîáëå-
ìà: ÷è ñïðàâäæó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ CC(X ×

Y, Z) ⊆ B1(X×Y, Z), ÿêùî X � ìåòðè÷íèé,
Y � òîïîëîãi÷íèé i Z � òîïîëîãi÷íèé âåêòîð-
íèé ïðîñòîðè? Íåçâàæàþ÷è íà âåëèêå ÷èñëî
ðåçóëüòàòiâ íà öþ òåìó, öÿ ïðîáëåìà çàëè-
øà¹òüñÿ äîñi íå ðîçâ'ÿçàíîþ.
13. Ðîçâèòîê òåîðåìè Ðóäiíà òà

áåðiâñüêà êëàñèôiêàöiÿ iíòåãðàëiâ, çà-
ëåæíèõ âiä ïàðàìåòðà. Ïî÷èíàþ÷è ç
ïðàöi [74], ç'ÿâèëîñÿ ÷èìàëî ðîáiò, äå ðîç-
âèâà¹òüñÿ òåîðåìà Ðóäiíà, ó çâ'ÿçêó ç öèì
çãàäàéìî ëèøå ïðàöi [75-77]. Ïîäàìî òóò äëÿ
ïðèêëàäó îäèí ðåçóëüòàò ç ïðàöi [77].

Ñèìâîëîì CBα(X×Y, Z), äå α � ñêií÷åí-
íå àáî çëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ïîçíà÷à-
¹òüñÿ êëàñ âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z,
äëÿ ÿêèõ fy ∈ C(X,Z) äëÿ êîæíîãî y ∈ Y
i fx ∈ Bα(Y, Z) äëÿ êîæíîãî x ∈ X. ßêùî
íàëåæíiñòü fx ∈ Bα(Y, Z) âèêîíó¹òüñÿ ëè-
øå äëÿ x ∈ XBα(f), äå XBα(f) = X, òî âiä-
ïîâiäíèé êëàñ ôóíêöié ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
CBα(X × Y, Z).

Òðiéêà (X, Y, Z) íàçèâà¹òüñÿ α-òðiéêîþ
Ëåáå à, ÿêùî CBα(X × Y, Z) ⊆ Bα+1(X ×
Y, Z) i α-òðiéêîþ Ðóäiíà, ÿêùî CBα(X ×
Y, Z) ⊆ Bα+1(X × Y, Z).

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Z íàçèâà¹òüñÿ ðiâ-
íîìiðíî çâ'ÿçíèì, ÿêùî íà íüîìó çàäàíî íå-
ïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ λ : Z×Z×[0, 1]→ Z,
äëÿ ÿêîãî (i) λ(x, y, 0) = x; (ii) λ(x, y, 1) = y;
(iii)λ(x, x, t) = x äëÿ âñiõ x, y ∈ Z i t ∈ [0, 1].
Òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið áóäå ðiâíî-
ìiðíî çâ'ÿçíèì ç ôóíêöi¹þ λ(x, y, t) = (1 −
t)x+ ty.

Ó ïðàöi [77] äîâåäåíî òàêå óçàãàëüíåííÿ
òåîðåìè Ðóäiíà.
Òåîðåìà 12. Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé

ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Z � ðiâ-
íîìiðíî çâ'ÿçíèé ïðîñòið i 0 ≤ α < ω1. Òîäi
(X, Y, Z) � öå α-òðiéêà Ðóäiíà.

Ó ïðàöi [78] äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî
áåðiâñüêó êëàñèôiêàöiþ iíòåãðàëiâ, çàëå-
æíèõ âiä ïàðàìåòðà.

Äëÿ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f :
[0, 1]2 → R ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë, çàëåæíèé
âiä ïàðàìåòðà, òîáòî ôóíêöiþ

g(y) =

1∫
0

f(x, y)dx,
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âèçíà÷åíó íà âiäðiçêó [0, 1]. Ç òåîðåìè Ëå-
áå à ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì ií-
òåãðàëà âèïëèâà¹, ùî g íåïåðåðâíà, ÿêùî f
îáìåæåíà. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ g
ìîæå âèÿâèòèñÿ ðîçðèâíîþ, àëå îáîâ'ÿçêîâî
íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Íàïðè-
êëàä, äëÿ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f :

[0, 1]2 → R, äëÿ ÿêî¨ f(x, y) = 2xy2

(x4+y4)arctgy−2

ïðè 0 ≤ x ≤ 1 i 0 < y ≤ 1 i f(x, 0) = 0
ïðè 0 ≤ x ≤ 1, g(y) = 1 ïðè 0 < y ≤ 1 i
g(0) = 0. Â [34, 79] áóëî ïîñòàâëåíå ïèòàííÿ:
ÿêi ôóíêöi¨ ïåðøîãî êëàñó Áåðà íà [0, 1] ìî-
æóòü áóòè ïîäàíi ó âèãëÿäi iíòåãðàëà, çàëå-
æíîãî âiä ïàðàìåòðà ç íàðiçíî íåïåðåðâíîþ
ïiäiíòåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ?

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî íå âñi ôóíêöi¨ ïåðøî-
ãî êëàñó Áåðà ïîäàþòüñÿ ó òàêîìó âèãëÿäi,
çîêðåìà, òàêîþ áóäå âiäîìà ôóíêöiÿ Ðiìà-
íà. Âîíî é íå äèâíî, áî äëÿ íàðiçíî íåïå-
ðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f ôóíêöiÿ g = If áóäå σ-
íåïåðåðâíîþ, òîáòî äëÿ íå¨ iñíó¹ òàêà ïîñëi-

äîâíiñòü çàìêíåíèõ ìíîæèí Fn, ùî
∞∪
n=1

Fn =

[0, 1] i âñi çâóæåííÿ g|Fn íåïåðåðâíi. Àëå ó
σ-íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ìíîæèíà òî÷îê ðîç-
ðèâó íiäå íå ùiëüíà, â òîé ÷àñ ÿê ó ôóíêöi¨
Ðiìàíà âîíà âñþäè ùiëüíà. Ìíîæèíà âñiõ
σ-íåïåðåðâíèõ ôóíêöié g : [0, 1] → R iäåí-
òè÷íà ç ìíîæèíîþ óñiõ ïîòî÷êîâèõ ãðàíèöü
òàê çâàíèõ ñòàáiëüíî çáiæíèõ ïîñëiäîâíî-
ñòåé íåïåðåðâíèõ ôóíêöié gn : [0, 1] → R,
ó ÿêèõ äëÿ êîæíîãî y ∈ [0, 1] iñíó¹ òàêèé
íîìåð n, ùî gn+l(y) = gn(y) äëÿ êîæíîãî íî-
ìåðà l, àáî, ÿê êàæóòü, ç ñòàáiëüíî ïåðøèì
êëàñîì Áåðà, ÿêèé ¹ âëàñíîþ ÷àñòèíîþ ïåð-
øîãî êëàñó Áåðà. Â [78] âñòàíîâëåíî òàêèé
ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 13. Äëÿ ôóíêöi¨ g : [0, 1] → R

íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:
(i) iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ f ∈ CC[0, 1]2, ùî

g = If ;
(ii) ôóíêöiÿ g σ-íåïåðåðâíà;
(iii) ôóíêöiÿ g íàëåæèòü äî ñòàáiëüíîãî

ïåðøîãî êëàñó Áåðà.
Òàì æå îòðèìàíî i çàãàëüíiøi ðåçóëüòàòè,

ùî ñòîñóþòüñÿ iíòåãðàëiâ

g(y) = (If)(y) =

∫
X

f(x, y)dµ(x).

14. Ïîøàðîâî ðiâíîìiðíà àïðîêñè-
ìàöiÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.
Ðîçãëÿíóòi âèùå ðåçóëüòàòè ñòîñóâàëèñÿ ïî-
òî÷êîâî¨ àïðîêñèìàöi¨ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié òà ¨õ àíàëîãiâ. Â îñòàííi ðîêè íà êà-
ôåäði ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ×ÍÓ àêòèâíî
ïî÷àëà ðîçðîáëÿòèñÿ òåìàòèêà, â ÿêié äîñëi-
äæó¹òüñÿ ïîøàðîâî ðiâíîìiðíå íàáëèæåííÿ
íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, íîâèé ðîçäië
òåîði¨ àïðîêñèìàöi¨.

Âèõiäíîþ òóò áóëà ïðîáëåìà, ÿêó ïîñòà-
âèëè Â.Ìèõàéëþê i Î.Ñîá÷óê [80, 81]: ÷è
äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ CB1[0, 1]

2 iñíó¹ òàêà
ïîñëiäîâíiñòü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
fn : [0, 1]2 → R, ùî fn(p) → f(p) äëÿ êî-
æíîãî p ∈ [0, 1]2? Íåçâàæàþ÷è íà áàãàòîði-
÷íi çóñèëëÿ ìàòåìàòèêiâ ×åðíiâöiâ, Ëüâîâà
i íàâiòü Ïàðèæà, öÿ ïðîáëåìà äî öüîãî ÷àñó
íå ðîçâ'ÿçàíà.

Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì CP [0, 1]2 ìíîæèíó
ôóíêöié f : [0, 1]2 → R, äëÿ ÿêèõ óñi âåð-
òèêàëüíi x-ðîçðiçè fx : [0, 1] → R ïîëiíî-
ìiàëüíi i âñi ãîðèçîíòàëüíi y-ðîçðiçè fy :
[0, 1] → R íåïåðåðâíi. Àíàëîãi÷íî äî ïðî-
áëåìè Ìèõàéëþêà-Ñîá÷óêà ÿ ïîñòàâèâ òàêó
çàäà÷ó: ÷è äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ CC[0, 1]2
iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ç CP [0, 1]2,
ùî fxn ⇒ fx íà [0, 1] äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1]?
Öÿ çàäà÷à íåâäîâçi áóëà ðîçâ'ÿçàíà ó ïðà-
öi [82] ç äîïîìîãîþ êëàñè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ
Áåðíøòåéíà

(Bng)(y) =
n∑
k=0

Ck
ng(

k

n
)yk(1− y)n−k.

Òåîðåìà 14. Íåõàé f ∈ CC[0, 1]2 i
fn(x, y) = (Bnf

x)(y) íà [0, 1]2. Òîäi fn ∈
C[0, 1]2 ∩ CP [0, 1]2 i fxn ⇒ fx íà [0, 1] äëÿ
êîæíîãî x ∈ [0, 1].

Öÿ òåîðåìà ïiäñèëþ¹ òåîðåìó Ëåáå à ïðî
âêëþ÷åííÿ CC ⊆ B1 i ç ¨¨ äîïîìîãîþ ìî-
æíà äàòè åëåãàíòíå êîðîòêå äîâåäåííÿ òå-
îðåìè Áåðà ïðî òå, ùî äëÿ êîæíî¨ íàðiçíî
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : [0, 1]2 → R ïðîåêöiÿ
prX(D(f)) ¨¨ ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó D(f)
íà âiñü àáñöèñ ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨.
Ïîäiáíèé ïiäõiä, àëå ç äîïîìîãîþ àïðîêñè-
ìàöi¨ ëàìàíèìè (ÿê ó À.Ëåáå à), çàñòîñóâàâ
Ò.Öóäçi [83].
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Ó çâ'ÿçêó ç òåîðåìîþ 14 ó ðîáîòi [82] áó-
ëî ââåäåíî äâà îçíà÷åííÿ. Êîìïàêò Y íàçè-
âà¹òüñÿ êîìïàêòîì Áåðà, ÿêùî äëÿ êîæíî-
ãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ
âêëþ÷åííÿ C(X,Cp(Y )) ⊆ B1(X,Cu(Y )) i
êîìïàêòîì Áåðíøòåéíà, ÿêùî òîòîæíèé
îïåðàòîð I : Cp(Y ) → Cu(Y ) íàëåæèòü äî
ïåðøîãî êëàñó Áåðà B1(Cp(Y ), Cu(Y )). Òóò
Cp(Y ) � ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið íåïåðåðâ-
íèõ ôóíêöié g : Y → R ç òîïîëîãi¹þ ïîòî-
÷êîâî¨ çáiæíîñòi, à Cu(Y ) � áàíàõîâèé ïðî-
ñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié g : Y → R ç íîð-
ìîþ ||g||∞ = max

y∈Y
|g(y)|. Íàñòóïíèé ðåçóëü-

òàò ç [82] äà¹ öiêàâó õàðàêòåðèçàöiþ ìåòðè-
çîâíèõ êîìïàêòiâ.
Òåîðåìà 15. Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòî-

ðó Y íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
(i) Y � ìåòðèçîâíèé êîìïàêò;
(ii) Y � êîìïàêò Áåðíøòåéíà;
(iii) Y � êîìïàêò Áåðà.
Òåìàòèêà ïðàöi [82] áóëà çíà÷íî ðîçâèíó-

òà â ñåði¨ ïîäàëüøèõ ïðàöü [84-86], ¨é áóëà
ïðèñâÿ÷åíà êàíäèäàòñüêà äèñåðòàöiÿ [52].

Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêëà ïðèðîäíà òî-
ïîëîãiçàöiÿ ïðîñòîðó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié f : X × Y → R íà äîáóòêó äâîõ
êîìïàêòiâ X i Y ç äîïîìîãîþ ñóêóïíîñòi ïå-
ðåäíîðì

||f ||x = ||fx||∞, x ∈ X, i ||f ||y = ||fy||∞, y ∈ Y.

Âñòàíîâëåíî, ùî âiäïîâiäíèé ëîêàëüíî
îïóêëèé ïðîñòið S(X×Y ) áóäå çàâæäè ïîâ-
íèì i áî÷êîâèì, àëå íå áåðiâñüêèì, ÿêùî X
i Y íå ìàþòü içîëüîâàíèõ òî÷îê, ïîáóäîâà-
íî içîìîðôíå âêëàäåííÿ J : S(X × Y ) →
Cu(Y )X×Cu(X)Y ïðîñòîðó S(X×Y ) ó äîáó-
òîê ñiì'¨ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ, ç äîïîìîãîþ
ÿêîãî âñòàíîâëåíî, ùî ïðîñòið S(X×Y ) ïðè
X = Y = [0, 1] íå ¹ ñóïåðïîâíèì. Ç'ÿñîâà-
íî, ùî ïðîñòið P = P [0, 1]2 óñiõ ìíîãî÷ëåíiâ
âiä äâîõ çìiííèõ âñþäè ùiëüíèé ó ïðîñòîði
S = S[0, 1]2, à ïðîñòið C(X×Y ) âñþäè ùiëü-
íèé â S(X×Y ). Ïîñòàâëåíi ïðîáëåìè ïðî ñå-
êâåíöiàëüíå çàìèêàííÿ P

s
ïðîñòîðó P â S i

ñåêâåíöiàëüíå çàìèêàííÿ ïðîñòîðó C(X×Y )
â S(X×Y ).Áàãàòî ðåçóëüòàòiâ ùîäî öèõ ïðî-
áëåì îòðèìàíî â ïðàöi [88], àëå òàê i íå ç'ÿ-
ñîâàíî äîíèíi: ÷è äëÿ êîæíî¨ íàðiçíî íåïå-

ðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : [0, 1]2 → R iñíó¹ òàêà
ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ fn : [0, 1]2 → R,
ùî fxn ⇒ fx íà [0, 1] äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1] i
(fn)y ⇒ fy íà [0, 1] äëÿ êîæíîãî y ∈ [0, 1]?
Öèì ïèòàííÿì ïðèñâÿ÷åíi ïðàöi [89-93] i
[71].
15. Êâàçiíåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ

òà iíøi àíàëîãè íåïåðåðâíîñòi. Êâàçi-
íåïåðåðâíiñòü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
âiä äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ âïåðøå âiäêðèâ
Â.Âîëüòåððà. Ïðî öå ñâiä÷èòü ó ñâî¨é äèñåð-
òàöi¨ Ðåíå Áåð [26,ñ.94], ÿêèé âèâiâ öþ âëà-
ñòèâiñòü ç òîãî, ùî íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ ìà¹ íà êîæíié ãîðèçîíòàëi y = const
âñþäè ùiëüíó ìíîæèíó òî÷îê íåïåðåðâíî-
ñòi. Êâàçiíåïåðåðâíiñòü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié f : Rn → R âñòàíîâèâ Ã.Ãàí, ïðî
öå éøëà ìîâà ðàíiøå. Ñàì òåðìií êâàçiíåïå-
ðåðâíiñòü óâiâ Ñ.Êåìïiñòèé [94], ÿêèé âñòà-
íîâèâ êâàçiíåïåðåðâíiñòü íàðiçíî êâàçiíåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié f : Rn → R òà áàãàòî ií-
øèõ âëàñòèâîñòåé.

Ìàòåìàòèêàìè XX ñòîëiòòÿ áóëî ââå-
äåíî áàãàòî iíøèõ îñëàáëåíü íåïåðåðâíî-
ñòi: ìàéæå íåïåðåðâíiñòü, ëåäü íåïåðåðâ-
íiñòü, ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíiñòü, ìàéæå
êâàçiíåïåðåðâíiñòü, òîùî. �õ íàðàõîâó¹òüñÿ
çàðàç ïîíàä 100. Äåÿêi ç íèõ ðîçãëÿäà-
þòüñÿ â îãëÿäàõ [95-97]. Ðiçíèì òèïàì
êâàçiíåïåðåðâíîñòi ïðèñâÿ÷åíà äèñåðòàöiÿ
Â.Íåñòåðåíêà [46]. Â ïðàöÿõ [97-102] ïîäà-
íî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ ïðîáëåì, ïîñòàâëå-
íèõ Ç.Ïüîòðîâñüêèì [95]. Íàéçàãàëüíiøi ðå-
çóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ ïðîáëåìè Ïüîòðîâ-
ñüêîãî ùîäî çâ'ÿçêiâ ìiæ íàðiçíîþ ëåäü íå-
ïåðåðâíiñòþ i ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíiñòþ,
ÿêi ðîçâèâàþòü ðåçóëüòàòè ïðàöü [97-102],
ïîäàíi â ñòàòòi Â.Ìàñëþ÷åíêà i Í.Ðîâåíêî,
ùî ïóáëiêó¹òüñÿ ó öüîìó ñïàðåíîìó íîìåði
"Áóêîâèíñüêîãî ìàòåìàòè÷íîãî æóðíàëó".
Ðiçíèì àíàëîãàì íåïåðåðâíîñòi áóäå ïðèñâÿ-
÷åíà äîêòîðñüêà äèñåðòàöiÿ Â.Íåñòåðåíêà,
ÿêèé îòðèìàâ áàãàòî öiêàâèõ i âàæëèâèõ ðå-
çóëüòàòiâ íà öþ òåìó.
16. Ïåðåõiäíiñòü i äåêîìïîçèöiÿ

íåïåðåðâíîñòi. Ïiä äåêîìïîçèöi¹þ íåïå-
ðåðâíîñòi ðîçóìiþòü òåîðåìè, ÿêi ãàðàíòó-
þòü íåïåðåðâiíñòü âiäîáðàæåííÿ ïðè âèêî-
íàííi êiëüêîõ iíøèõ óìîâ. Ìîæëèâî, ïåð-
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øîþ ç òàêèõ òåîðåì áóëà òåîðåìà Áàíàõà
ïðî çàìêíåíèé ãðàôiê, ÿêà òâåðäèòü, ùî ëi-
íiéíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y , ùî ìà¹ çà-
ìêíåíèé ãðàôiê i äi¹ ç áàíàõîâîãî ïðîñòîðó
X ó áàíàõîâèé ïðîñòið Y , áóäå íåïåðåðâíèì.
Òàêèõ òåîðåì, çîêðåìà, òèõ, â ÿêèõ ôiãóðó¹
óìîâà çàìêíåíîñòi ãðàôiêà çàðàç äîñèòü áà-
ãàòî (äèâ., íàïðèêëàä, [103] i âêàçàíó òàì
ëiòåðàòóðó).

Â [104] áóëî ç'ÿñîâàíî, ùî êîæíå íåïå-
ðåðâíå çà Ñòåëëií çîì âiäîáðàæåííÿ f :
R → R iç çàìêíåíèì ãðàôiêîì áóäå íåïå-
ðåðâíèì. Äëÿ öüîãî áóëî ââåäåíî ñëàáøå ïî-
íÿòòÿ ïåðåõiäíîñòi ôóíêöi¨ f : R → R i ç'ÿ-
ñîâàíî, ùî ïåðåõiäíå i íåïåðåðâíå çà Ñòåë-
ëií çîì âiäîáðàæåííÿ f : R → R áóäå íåïå-
ðåðâíèì. Ó ïðàöi [103] áóëî ââåäåíî ïîíÿò-
òÿ ïåðåõiäíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y , ùî
äi¹ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè, i âñòà-
íîâëåíà çàãàëüíà òåîðåìà ïðî äåêîìïîçè-
öiþ íåïåðåðâíîñòi ç ó÷àñòþ ïåðåõiäíîñòi i
ñëàáêî¨ âëàñòèâîñòi Äàðáó, ÿêà îõîïëþ¹ âñi
ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè íà öþ òåìó. Â ïðàöi
[105] áóëî ç'ÿñîâàíî, ùî ëiíiéíå âiäîáðàæå-
ííÿ f : X → Y , ùî äi¹ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè
âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè, çàâæäè ìà¹ ñëàáêó
âëàñòèâiñòü Äàðáó, à òîìó ïåðåõiäíiñòü ó öié
ñèòóàöi¨ ðiâíîñèëüíà íåïåðåðâíîñòi. Ç öüîãî
ðåçóëüòàòó âèïëèâà¹, ùî ñêií÷åííîâèìiðíå
ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y iç çàìêíå-
íèì ãðàôiêîì áóäå íåïåðåðâíèì äëÿ äîâiëü-
íèõ òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ X i
Y , ùî ¹ ðîçâèòêîì âiäîìî¨ òåîðåìè ïðî òå,
ùî ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë f : X → K iç çà-
ìêíåíèì ÿäðîì îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíèé.

Çàóâàæèìî, ùî â [103] áóëî ïîáóäîâàíî
ïðèêëàä ïåðåõiäíî¨ i ñêðiçü ðîçðèâíî¨ ôóí-
êöi¨ f : R→ R. Ïèòàííÿ ïðî îïèñ òî÷îê ðîç-
ðèâó ïåðåõiäíèõ ôóíêöié ïîêè ùî âiäêðèòå.
17. Òåîðåìà Ãàíà ïðî íàïiâíåïå-

ðåðâíi ôóíêöi¨ òà ¨¨ ðîçâèòîê. Íàãà-
äà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f : X → R, ùî çàäàíà
íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, íàçèâà¹òüñÿ
íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó ÷è çíèçó â òî÷öi
x0, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêèé
îêië U òî÷êè x0 â X, ùî äëÿ âñiõ x ∈ U
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(x) < f(x0) + ε ÷è
f(x) > f(x0) − ε âiäïîâiäíî, i ïðîñòî íàïiâ-
íåïåðåðâíîþ çâåðõó ÷è çíèçó, ÿêùî âîíà ¹

òàêîþ ó êîæíié òî÷öi x ∈ X.
Ãàíñ Ãàí ó ïðàöi [106] äîâiâ òàêó òåîðå-

ìó: äëÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X i äîâiëüíèõ
ôóíêöié g : X → R i h : X → R, ÿêi íà-
ïiâíåïåðåðâíi âiäïîâiäíî çâåðõó i çíèçó i çà-
äîâîëüíÿþòü óìîâó g(x) ≤ h(x) íà X, iñíó¹
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → R, òàêà, ùî
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) íà X. Æ.Ä'¹äîííå [107]
ïåðåíiñ öåé ðåçóëüòàò íà ïàðàêîìïàêòíi ïðî-
ñòîðè, à Ò.Òîí  [108, 109] i Ì.Êàòåòîâ [110,
111] âñòàíîâèëè òàêèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 16 (Ãàíà-Ä'¹äîííå-Òîí à-

Êàòåòîâà). T1-ïðîñòið áóäå íîðìàëüíèì
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ
ôóíêöié g : X → R i h : X → R, òàêèõ,
ùî g(x) ≤ h(x) íà X, g � íàïiâíåïåðåðâíà
çâåðõó i h � íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó, iñíó¹
òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → R, ùî
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) íà X.

Ñõåìà äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïîäàíà â
ìîíîãðàôi¨ Ð.Åíãåëüêiíãà [112, ñ.105]. Âi-
äîìi òàêîæ ¨¨ àíàëîãè: òåîðåìà Äàóêåðà-
Êàòåòîâà [110, 111, 113] i òåîðåìà Ìàéêëà
[114]. Äåòàëüíó iíôîðìàöiþ íà öþ òåìó ìî-
æíà îòðèìàòè ç ïðàöü [115, 116].
18. Ðiâíîìiðíà âiäñòàíü äî ïðîñòî-

ðó íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Íåõàé X � äî-
âiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i f : X → R
� äåÿêà ôóíêöiÿ i ∅ ̸= E ⊆ RX . ×èñëî
||f || = sup

x∈X
|f(x)| ìè áóäåìî íàçèâàòè ðiâíî-

ìiðíîþ íîðìîþ ôóíêöi¨ f , à ÷èñëî d(f, E) =
inf
g∈E
||f − g|| � ðiâíîìiðíîþ âiäñòàííþ âiä f

äî ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó E. Ïðè öüîìó ìè
òðîõè ðîçøèðþ¹ìî çâè÷íó òåðìiíîëîãiþ, áî
i ||f ||, i d(f, E) ìîæóòü íàáóâàòè çíà÷åííÿ
+∞.

Ó ïðàöi É.Áåí'ÿìiíi òà É.Ëiíäåíøòðàóññà
[117, ñ.23] áóëî äîâåäåíî, ùî d(f, Cb(X)) =
1
2
||ωf ||, äå X � ïàðàêîìïàêòíèé ïðîñòið, f :
X → R � îáìåæåíà ôóíêöiÿ, ωf � êîëèâà-
ííÿ ôóíêöi¨ f i Cb(X) � ïðîñòið íåïåðåðâ-
íèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié g : X → R. Äîâå-
äåííÿ áàçóâàëîñÿ íà òåîðåìi Ãàíà-Ä'¹äîííå-
Òîí à-Êàòåòîâà, ÿêó àâòîðè äîâåëè äëÿ ïà-
ðàêîìïàêòíîãî ïðîñòîðó ç äîïîìîãîþ òåî-
ðåìè Ìàéêëà ïðî ñåëåêöiþ. Ìiæ òèì, ÿê
ìè áà÷èëè âèùå, öÿ òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ
äëÿ íîðìàëüíèõ ïðîñòîðiâ i ¹ äëÿ íèõ õàðà-
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êòåðèñòè÷íîþ. Êðiì òîãî, â [118], íåçàëåæíî
âiä [117], áóëî çíàéäåíî ðiâíîìiðíó âiäñòàíü
d(f, C(R)) äî ïðîñòîðó C(R) âñiõ íåïåðåðâ-
íèõ ôóíêöié g : R → R äëÿ äåÿêèõ ôóí-
êöié f : R → R, çîêðåìà, i äëÿ íåîáìåæå-
íî¨ ôóíêöi¨ f(x) = [x]. Òîìó ïîñòàëî ïèòà-
ííÿ ïðî ðîçøèðåííÿ ðåçóëüòàòó Áåí'ÿìiíi-
Ëiíäåíøòðàóññà. Öå áóëî çäiéñíåíî â íåäàâ-
íié ïðàöi [119], äå ç äîïîìîãîþ òi¹¨ æ òåîðå-
ìè Ãàíà-Ä'¹äîííå-Òîí à-Êàòåòîâà áóâ îòðè-
ìàíèé òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 17.ÍåõàéX � íîðìàëüíèé ïðî-
ñòið i f : X → R � äîâiëüíà ôóíêöiÿ. Òî-
äi d(f, C(X)) = 1

2
||ωf ||, ïðè÷îìó iñíó¹ òà-

êà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g : X → R, ùî
d(f, C(X)) = ||f − g||.

Çàóâàæèìî, ùî Ã.Ãàí [106] çàñòîñóâàâ
ñâîþ òåîðåìó ïðî íàïiâíåïåðåðâíi ôóíêöi¨
äî äîâåäåííÿ òîãî, ùî äëÿ ìåòðè÷íîãî ïðî-
ñòîðó X ôóíêöiÿ f : X → R, ó ÿêî¨ ωf (x) ≤
k, ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi ñóìè f = g+h
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ g i ôóíêöi¨ h, ó ÿêî¨
|h(x)| ≤ k

2
íà X. Çâiäñè ëåãêî âèâîäèòüñÿ,

ùî d(f, C(X)) ≤ 1
2
||ωf ||. Îñêiëüêè îáåðíå-

íó íåðiâíiñòü ïîÿñíèòè íåñêëàäíî, òî ôàêòè-
÷íî âæå ó Ã.Ãàíà äîâåäåíî, ùî d(f, C(X)) =
1
2
||ωf || äëÿ ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó X.

Òåîðåìà Ãàíà-Ä'¹äîííå-Òîí à-Êàòåòîâà
çàñòîñîâóâàëàñÿ i â ïðàöi [87]. Ìîæíà
äîâåñòè, ùî äëÿ çðîñòàþ÷èõ íàïiâíåïå-
ðåðâíèõ âiäïîâiäíî çâåðõó i çíèçó ôóíêöié
g, h : [a, b] → R, äëÿ ÿêèõ g(x) ≤ h(x) íà
[a, b] iñíó¹ çðîñòàþ÷à íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f : [a, b] → R, äëÿ ÿêî¨ g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)
íà [a, b]. Ç äîïîìîãîþ öüîãî ìîæíà âñòàíî-
âèòè, ùî äëÿ êîæíî¨ çðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨
f : [a, b]→ R iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü çðîñòàþ÷èõ
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : [a, b] → R, òàêà,
ùî fn(x) → f(x) íà [a, b]. Öèìè ïèòàííÿìè
ïiä ìî¨ì êåðiâíèöòâîì çàéìà¹òüñÿ Ñ.Ïåòåé,
ñòóäåíò III êóðñó.

19. Äiàãîíàëi íàðiçíî íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié. Ìè âæå çàçíà÷àëè, ùî Ð.Áåð ó
ñâî¨é äèñåðòàöi¨ [26] äëÿ äiéñíèõ çìiííèõ
ç'ÿñóâàâ, ùî ôóíêöi¨ ïåðøîãî êëàñó i òiëü-
êè âîíè ¹ äiàãîíàëÿìè íàðiçíî íåïåðåðâ-
íèõ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ. Îçíàéîìèâøèñü
ç ðåçóëüòàòàìè Áåðà, Â.Âîëüòåððà çàïðîïî-

íóâàâ ïðÿìó ïîáóäîâó íàðiçíî íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ f äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ ç íàïåðåä
çàäàíîþ äiàãîíàëëþ g ïåðøîãî êëàñó. ßê
ñïîâiñòèâ ìåíi Ô.Ì¹äâ¹ä¹â, Â.Âîëüòåððà âè-
êëàâ ñâî¨ ìiðêóâàííÿ íà öåé ðàõóíîê ó ëèñòi
äî Ï.Àïïåëÿ âiä 31.XII.1897, âîíè òåïåð îïó-
áëiêîâàíi ó ïðàöi Ï.Äþ àêà [120, ñ.359-361].

À.Ëåáå  [28] ïðîäîâæèâ äîñëiäæåííÿ
Ð.Áåðà i Â.Âîëüòåððè, ðîçãëÿíóâøè çàãàëü-
íiøó çàäà÷ó: ÿê ïîáóäóâàòè íàðiçíî íåïå-
ðåðâíó ôóíêöiþ f : Rn → R, äiàãîíàëü
g(x) = f(x, ..., x) ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç çàäàíîþ
ôóíêöi¹þ (n − 1)-ãî êëàñó Áåðà. Öþ ïîáó-
äîâó À.Ëåáå  çäiéñíþ¹ iíäóêòèâíî: ñïî÷à-
òêó ïðè n = 2, ïîìiùàþ÷è íåïåðåðâíi ôóí-
êöi¨ gk, ÿêi àïðîêñèìóþòü äàíó ôóíêöiþ g
ç ïåðøîãî êëàñó, íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ
|x− y| = ηk, äå (ηk)∞k=1 � ñïåöiàëüíèì ÷èíîì
ïiäiáðàíà ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷è-
ñåë, ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ, i çàñòîñîâóþ÷è äàëi
ëiíiéíå iíòåðïîëþâàííÿ, à ïîòiì äëÿ äîâiëü-
íîãî n, ðîçáèðàþ÷è ïðè äîâåäåííi iíäóêòèâ-
íîãî êðîêó ëèøå ïåðåõiä âiä n = 2 äî n = 3.
Ïðè öüîìó À.Ëåáå  çàóâàæó¹ [71, ñ.203], ùî
ó 1899 ðîöi Ð.Áåð ñïîâiñòèâ éîìó îäíó ïîáó-
äîâó, ùî éøëà âiä Â.Âîëüòåððè i ïðîõîäèëà
ó âèïàäêó n = 2, à íå äëÿ äîâiëüíîãî n, ÿê
ïðî öå ïîìèëêîâî òâåðäèòüñÿ â [121, ñ.150].

Ïîáóäîâà Ëåáå à âèêîðèñòîâó¹ ìîâó åâ-
êëiäîâî¨ ãåîìåòði¨ (ïðÿìi, ïëîùèíè, êóòè),
ÿêà íà ïåðøèé ïîãëÿä âèäà¹òüñÿ äëÿ éî-
ãî êîíñòðóêöi¨ äóæå iñòîòíîþ. Ïðèíàéìíi
Ã.Ãàí, ìàþ÷è âæå äîñèòü âåëèêèé äîñâiä ó
ðîáîòi ç àáñòðàêòíèìè ïðîñòîðàìè, ó ñâî¨é
ìîíîãðàôi¨ [24, ñ.328] ðîçãëÿäà¹ öå ïèòàííÿ
ëèøå äëÿ ôóíêöi¨ äiéñíèõ çìiííèõ, ïðàâäà,
ïîäà¹ éîãî ó çíà÷íî äåòàëüíiøîìó i ïîâíi-
øîìó âèãëÿäi, ðåàëiçóâàâøè ïðè öüîìó âêà-
çiâêè À.Ëåáå à.

Ó òîé ÷àñ, êîëè ïèòàííÿ áåðiâñüêî¨ êëà-
ñèôiêàöi¨ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü
äîáóòêiâ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ äîñèòü ãëè-
áîêî ðîçðîáëÿëîñÿ ïîòiì áàãàòüìà ìàòåìà-
òèêàìè XX ñòîëiòòÿ, çàäà÷à ïðî ïîáóäîâó
íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ç äàíîþ äiàãî-
íàëëþ âïðîäîâæ òðèâàëîãî ÷àñó çàëèøàëà-
ñÿ ïîçà óâàãîþ i ìè íå çíàéøëè â iíøèõ
àâòîðiâ áóäü-ÿêèõ ñïðîá ðîçâ'ÿçàòè ¨¨ â àá-
ñòðàêòíîìó âèïàäêó õî÷à á äëÿ ìåòðèçîâ-
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íèõ ïðîñòîðiâ.
Ëèøå ïîðiâíÿíî íåäàâíî äîñëiäæåííÿ öi-

¹¨ çàäà÷i áóëè âiäíîâëåíi ó ×åðíiâöÿõ ç ìî-
¹¨ iíiöiàòèâè. Ñïî÷àòêó áóëî ïîêàçàíî [122,
43, 56], ùî êîæíà ôóíêöiÿ g : X → R ïåð-
øîãî êëàñó Áåðà íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði
X ç íîðìàëüíèì êâàäðàòîì X2, äiàãîíàëü
∆2 = {(x, x) : x ∈ X} ÿêîãî ìà¹ òèï Gδ, ¹
äiàãîíàëëþ äåÿêî¨ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóí-
êöi¨ f : X2 → R. Ïðè öüîìó ìåòîä äîâåäåí-
íÿ, íà âiäìiíó âiä çàñòîñîâàíèõ À.Ëåáå îì i
Ã.Ãàíîì ìiðêóâàíü, íå áóâ ïðèâ'ÿçàíèé áåç-
ïîñåðåäíüî äî ãåîìåòði¨ ïëîùèíè, à âèêîðè-
ñòîâóâàâ ëåìó Óðèñîíà i òåõíiêó ôóíêöiî-
íàëüíî¨ iíòåðïîëÿöi¨, ÿêà ðàíiøå óñïiøíî çà-
ñòîñîâóâàëàñü äëÿ ðîçâèòêó òåîðåìè Ðóäiíà
â [74]. Ïiçíiøå ó [80, 81, 43] öåé ðåçóëüòàò
áóëî óçàãàëüíåíî: çà òàêèõ æå óìîâ íà X
äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ g : X → R ñêií÷åííîãî
êëàñó n Áåðà iñíó¹ ôóíêöiÿ f : X2 → R ç äi-
àãîíàëëþ g, ÿêà íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨
çìiííî¨ i ¹ áåðiâñüêîãî êëàñó n − 1 âiäíîñíî
äðóãî¨. Íàðåøòi, â [123] áóëà äîâåäåíà
Òåîðåìà 18. Ïðè n ≥ 2 äëÿ êîæíî¨ ôóí-

êöi¨ g : X → R, ÿêà íàëåæèòü äî áåðiâñüêî-
ãî êëàñó n − 1 íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði
X ç íîðìàëüíèì n-èì ñòåïåíåì Xn i Gδ-
äiàãîíàëëþ ∆n = {(x, ..., x) : x ∈ X}, iñíó¹
íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : Xn → R ç
äiàãîíàëëþ g.

Òóò æå áóëî äàíî iíøó ïîáóäîâó äëÿ n =
2, ÿêà âèêîðèñòîâó¹ çàìiñòü ôóíêöiîíàëü-
íî¨ iíòåðïîëÿöi¨ ñïåöiàëüíi ðîçáèòòÿ îäèíè-
öi. Òàêèì ÷èíîì, ïåðâiñíà iäåÿ Ëåáå à äiñòà-
ëà ñâîþ ïðèðîäíó òîïîëîãi÷íó ôîðìó, çâiëü-
íèâøèñü âiä ÷óæî¨ ¨é åâêëiäîâî¨ îäåæi. Ïi-
çíiøå Â.Ìèõàéëþê [124, 125] ðîçâèíóâ öþ
òåõíiêó, ðîçãëÿíóâøè ïîáóäîâó íàðiçíî íå-
ïåðåðâíèõ ôóíêöié ç äàíèì çâóæåííÿì.
20. Äiàãîíàëi ôóíêöié ðiçíèõ êëà-

ñiâ. Íåäàâíî Î.Êàðëîâà, Â.Ìèõàéëþê i
Î.Ñîá÷óê [126-128] îòðèìàëè ðÿä ÷óäîâèõ
ðåçóëüòàòiâ ùîäî îïèñó äiàãîíàëåé íàðiçíî
òî÷êîâî ëiïøèöåâèõ, íàðiçíî àáñîëþòíî íå-
ïåðåðâíèõ òà ôóíêöié iíøèõ êëàñiâ. Íàâåäó
äëÿ ïðèêëàäó ðåçóëüòàò ç [128].

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i Z �
ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Âiäîáðàæåííÿ g : X →
Z íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì àáñîëþòíîãî

ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêùî iñíó¹ òàêà ïîñëi-
äîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié gn : X → Z,

ùî gn(x) → g(x) i
∞∑
n=1

|gn+1(x) − gn(x)|Z <

+∞ íà X.
Òåîðåìà 19. Íåõàé X � ïðîìiæîê â R, Z

� íîðìîâàíèé ïðîñòið i g : X → Z � âiäîáðà-
æåííÿ. Òîäi íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) iñíó¹ íàðiçíî àáñîëþòíî íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ f : X2 → Z ç äiàãîíàëëþ g;

(ii) âiäîáðàæåííÿ g íàëåæèòü äî àáñîëþ-
òíîãî ïåðøîãî êëàñó Áåðà.
21. Ïðèêiíöåâi çàóâàãè. ßê ìè ïîáà-

÷èëè ó öié ïîðiâíÿíî êîðîòêié ñòàòòi, âïëèâ
Ãàíñà Ãàíà íà ðîçâèòîê äîñëiäæåíü ç òåîði¨
ôóíêöié i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ó ×åðíi-
âåöüêîìó óíiâåðñèòåòi äîñèòü çíà÷íèé. Ïðè
öüîìó ÷åðíiâåöüêèì ìàòåìàòèêàì âäàëîñÿ
ñòâîðèòè íîâi ïîòóæíi ìåòîäè, ÿêi äîçâîëè-
ëè ðîçâèíóòè ðåçóëüòàòè Ãàíñà Ãàíà òà ií-
øèõ ìàòåìàòèêiâ, à ÷àñîì îòðèìàòè i öië-
êîì íîâi ðåçóëüòàòè i ïîñòàâèòè îðèãiíàëüíi
ïðîáëåìè. Ùîá íàïèñàòè ïîâíèé îãëÿä ðî-
áiò ç öi¹¨ òàìàòèêè, ùî áóëè îïóáëiêîâàíi
íà êàôåäði ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ×ÍÓ, ïî-
òðåáóâàëîñÿ áè çíà÷íî áiëüøîãî îá'¹ìó, ìî-
æëèâî, êîëèñü òàêèé îãëÿä áóäå íàïèñàíèé.
Àëå i öåé íåïîâíèé àíàëiç ïîêàçó¹, ùî òðà-
äèöi¨ Ãàíñà Ãàíà, òðàäèöi¨ ñóìëiííî¨ ìàòåìà-
òè÷íî¨ ïðàöi ó ×åðíiâåöüêîìó óíiâåðñèòåòi
æèâóòü i ðîçâèâàþòüñÿ.
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