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IÍÒÅÃÐÀËÜÍI ÎÇÍÀÊÈ ÇÁIÆÍÎÑÒI ÐßÄIÂ

Îòðèìàíî íîâó iíòåãðàëüíó îçíàêó çáiæíîñòi ðÿäiâ.

We obtain a new integral test for convergence of series.

Ó äàíié ñòàòòi íàâåäåíî iíòåãðàëüíó îçíà-
êó, ùî äà¹ çìîãó äîñëiäæóâàòè íà çáiæíiñòü
íå òiëüêè ÷èñëîâi ðÿäè, ÷ëåíè ÿêèõ ìîæóòü
ìàòè äîâiëüíi çíàêè, àëå é âåêòîðíi òà îïå-
ðàòîðíi ðÿäè, à òàêîæ ïîñëiäîâíîñòi.

1. Iíòåãðàëüíi îçíàêè çáiæíîñòi ÷è-
ñëîâèõ ðÿäiâ. Íåõàé N � ìíîæèíà âñiõ íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë, C � ìíîæèíà âñiõ êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë i [b] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà b.

Âàæëèâîþ äëÿ òåîði¨ ðÿäiâ ¹ iíòåãðàëü-
íà îçíàêà Ìàêëîðåíà�Êîøi, ùî çâîäèòü äî-
ñëiäæåííÿ çáiæíîñòi ÷èñëîâèõ ðÿäiâ iç äî-
äàòíèìè ìîíîòîííî íåçðîñòàþ÷èìè ÷ëåíà-
ìè äî äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi íåâëàñíèõ ií-
òåãðàëiâ.

Òåîðåìà 1 (Iíòåãðàëüíà îçíàêà Ìàêëî-
ðåíà�Êîøi [1]). Íåõàé: 1) an > 0, n > 1;
2) f : [1,+∞) → (0,+∞) � íåïåðåðâíà ìî-
íîòîííî íåçðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ i f(n) = an,
n > 1.

Òîäi ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

an i íåâëàñíèé ií-

òåãðàë
+∞∫
1

f(t) dt îäíî÷àñíî çáiãàþòüñÿ àáî

ðîçáiãàþòüñÿ.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi ÷èñëîâèõ ðÿ-
äiâ, ÷ëåíè ÿêèõ ìîæóòü áóòè äîâiëüíèìè, çî-
êðåìà, êîìïëåêñíèìè, ìîæíà âèêîðèñòîâó-
âàòè íàñòóïíó iíòåãðàëüíó îçíàêó.

Òåîðåìà 2. Íåõàé: 1) an ∈ C, n > 1;
2) f : [1,+∞) → C � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ i
f(n) = an, n > 1; 3) íåâëàñíèé iíòåãðàë

+∞∫
1

(f(t)− f([t])) dt (1)

çáiãà¹òüñÿ.

Òîäi ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

an i íåâëàñíèé ií-

òåãðàë
+∞∫
1

f(t) dt îäíî÷àñíî çáiãàþòüñÿ àáî

ðîçáiãàþòüñÿ.

Çàçíà÷èìî, ùî òåîðåìà 1 ¹ îêðåìèì âè-
ïàäêîì òåîðåìè 2. Ñïðàâäi, íåõàé f(t) � äî-
âiëüíà ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåî-
ðåìè 1. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ iíòå-
ãðàë (1) ¹ çáiæíèì. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

S(x) =

x∫
1

(f([t])− f(t)) dx, x > 1.

Öÿ ôóíêöiÿ ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ é îá-
ìåæåíîþ çâåðõó, îñêiëüêè f([t]) > f(t) äëÿ
âñiõ t > 1 i äëÿ êîæíîãî x > 2 âèêîíóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

S(x) =

[x−1]∑
k=1

k+1∫
k

(f([t])− f(t)) dt+

+

x∫
[x]

(f([t])− f(t)) dt 6

6
[x−1]∑
k=1

(ak − ak+1) + (x− [x])(a[x] − a[x]+1) 6

6 (a1 − a[x]) + (a[x] − a[x]+1) 6 a1.

Òîìó iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ lim
x→+∞

S(x) i,

îòæå, iíòåãðàë (1) çáiãà¹òüñÿ. Çà òåîðåìîþ

2 ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

an i íåâëàñíèé iíòåãðàë

+∞∫
1

f(t) dt, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ â òåîðåìi 1, îä-

íî÷àñíî çáiãàþòüñÿ àáî ðîçáiãàþòüñÿ.
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Îòæå, òåîðåìà 1 âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.
Çàçíà÷èìî, ùî òåîðåìà 2 ¹ îêðåìèì âè-

ïàäêîì çàãàëüíîãî òâåðäæåííÿ, ùî ðîçãëÿ-
äàòèìåòüñÿ ó ïîäàëüøîìó.

2. Âåêòîðíèé àíàëîã òåîðåìè 2. Íå-
õàé E, E1 i E2 � áàíàõîâi ïðîñòîðè ç íîð-
ìàìè ∥ · ∥E, ∥ · ∥E1 i ∥ · ∥E2 âiäïîâiäíî i
L(E1, E2) � áàíàõîâèé ïðîñòið ëiíiéíèõ íå-
ïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ A : E1 → E2 ç íîðìîþ
∥A∥L(E1,E2) = sup

∥x∥E1
=1

∥Ax∥E2 .

Òåîðåìà 3. Íåõàé: 1) an ∈ E, n > 1;
2) f : [1,+∞) → E � íåïåðåðâíå âiäîáðà-
æåííÿ i f(n) = an, n > 1; 3) çáiãà¹òüñÿ

íåâëàñíèé iíòåãðàë
+∞∫
1

(f(t)− f([t])) dt.

Òîäi âåêòîðíèé ðÿä
∞∑
n=1

an i íåâëàñíèé ií-

òåãðàë
+∞∫
1

f(t) dt îäíî÷àñíî çáiãàþòüñÿ àáî

ðîçáiãàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Çàâäÿêè ïåðøèì äâîì óìî-
âàì òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

b∫
1

f(t) dt =

[b]−1∑
n=1

an+

+

[b]∫
1

(f(t)− f([t])) dt+
b∫

[b]

f(t) dt, b > 2. (2)

ßêùî iíòåãðàë
+∞∫
1

f(t) dt çáiãà¹òüñÿ,

òî iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
b→+∞

b∫
1

f(t) dt. Òîìó

lim
b→+∞

b∫
[b]

f(t) dt = 0 i íà ïiäñòàâi (2) òà òðåòüî¨

óìîâè òåîðåìè iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
b→+∞

[b]−1∑
n=1

an.

Îòæå, iç çáiæíîñòi iíòåãðàëà
+∞∫
1

f(t) dt

âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ðÿäó
∞∑
n=1

an.

Íàâïàêè, ÿêùî ðÿä
∞∑
n=1

an çáiãà¹òüñÿ, òî

lim
n→+∞

an = 0. Çàâäÿêè äðóãié òà òðåòié óìî-

âàì òåîðåìè lim
b→+∞

b∫
[b]

(
f(t)− a[b]

)
dt = 0 i òî-

ìó lim
b→+∞

b∫
[b]

f(t) dt = 0. Îòæå, êîæíèé äîäà-

íîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè (2) ïðè b→ +∞ ìà¹ ãðà-

íèöþ. Òîìó çáiãà¹òüñÿ iíòåãðàë
+∞∫
1

f(t) dt.

Îòæå, iç çáiæíîñòi ðÿäó
∞∑
n=1

an âèïëèâà¹

çáiæíiñòü iíòåãðàëà
+∞∫
1

f(t) dt.

Òåîðåìó 3 äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî â òåîðåìi 3 íåâëàñíèé ií-

òåãðàë
+∞∫
1

(f(t) − f([t])) dt çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî

çáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
n=1

sup
t∈(n,n+1]

∥f(t)− f([t])∥E (3)

àáî ó âèïàäêó äèôåðåíöiéîâíîãî íà ìíîæè-
íi (1,+∞)\N âiäîáðàæåííÿ f çáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
n=1

sup
τ∈(n,n+1)

∥f ′(τ)∥E . (4)

Î÷åâèäíî, ùî ó âèïàäêó äèôåðåíöiéîâíî-
ãî íà (1,+∞) âiäîáðàæåííÿ f i ìîíîòîííî¨
íà (1,+∞) ôóíêöi¨ ∥f ′(t)∥E çáiæíiñòü ðÿäó
(4) ðiâíîñèëüíà çáiæíîñòi íåâëàñíîãî iíòå-
ãðàëà

+∞∫
1

∥f ′(t)∥E dt.

Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî â áàãàòüîõ âèïàäêàõ
äîñëiäæóâàòè íà çáiæíiñòü ðÿä (3) àáî ðÿä
(4) ëåãøå, íiæ äîñëiäæóâàòè íà çáiæíiñòü ií-
òåãðàë (1).

Îêðåìèì âèïàäêîì òåîðåìè 3 ¹ íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4. Íåõàé: An∈L(E1, E2), n>1;
2) F : [1,+∞) → L(E1, E2) � íåïåðåðâíå âi-
äîáðàæåííÿ i F (n) = An, n > 1; 3) çáiãà¹òü-

ñÿ íåâëàñíèé iíòåãðàë
+∞∫
1

(F (t)− F ([t])) dt.
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Òîäi ðÿä
∞∑
n=1

An i íåâëàñíèé iíòåãðàë

+∞∫
1

F (t) dt îäíî÷àñíî çáiãàþòüñÿ àáî ðîçái-

ãàþòüñÿ.

3. Ìíîæèíè ðÿäiâ, äî äîñëiäæåííÿ
íà çáiæíiñòü ÿêèõ çàñòîñîâíà òåîðåìà
3. Ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5. Äëÿ êîæíîãî ðÿäó
∞∑
n=1

an,

äå an ∈ E, iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
f : [1,+∞)→ E, äëÿ ÿêîãî f(n) = an, n ∈ N,

i íåâëàñíèé iíòåãðàë
+∞∫
1

(f(t)− f([t])) dt çái-
ãà¹òüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ÷èñëîâi ïî-
ñëiäîâíîñòi (εn)n>1, (δn)n>1, äëÿ ÿêèõ

0 < εn < 1, n > 1,

δn =
εn

max{1, ∥an − an+1∥E}
, n > 1,

i ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

εn (5)

çáiãà¹òüñÿ. Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíå âiäîáðà-
æåííÿ f : [1,+∞) → E, çâóæåííÿ f |[n,n+1)

ÿêîãî íà [n, n+1), n ∈ N, âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiâ-
âiäíîøåííÿìè

f |[n,n+1)(t) = an (6)

äëÿ âñiõ t ∈ [n, n+ 1− δn] i

f |[n,n+1)(t) =

= an +
t− n− 1 + δn

δn
(an+1 − an) (7)

äëÿ âñiõ t ∈ [n+ 1− δn, n+ 1).
Î÷åâèäíî, ùî f(n) = an, n ∈ N.
Çàâäÿêè (6), (7) òà çáiæíîñòi ðÿäó (5) íå-

âëàñíèé iíòåãðàë
+∞∫
1

(f(t)−f([t])) dt çáiãà¹òü-
ñÿ.

Òåîðåìó 5 äîâåäåíî.

Iç òåîðåìè 5 âèïëèâà¹, ùî êîæíèé ðÿä
ìîæíà äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü çà äîïîìî-
ãîþ òåîðåì 2, 3 àáî 4 ïðè âiäïîâiäíîìó âè-
áîði âiäîáðàæåíü f i F .

Iç òåîðåì 3 i 5 âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðä-
æåííÿ.

Òåîðåìà 6. Ðÿä
∞∑
n=1

an, äå an ∈ E, çái-

ãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ íå-
ïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : [1,+∞)→ E, äëÿ
ÿêîãî f(n) = an, n ∈ N, i íåâëàñíi iíòåãðàëè
+∞∫
1

(f(t)− f([t])) dt i
+∞∫
1

f(t) dt çáiãàþòüñÿ.

4. Ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 2.
Äîñëiäèìî íà çáiæíiñòü çíàêîçìiííèé ðÿä

∞∑
n=33

(sin ln lnn)n−1(lnn)−1(ln lnn)−p, (8)

äå p ∈ R. Âèêîðèñòà¹ìî ôóíêöiþ

f(t) = (sin ln ln t)t−1(ln t)−1(ln ln t)−p.

Î÷åâèäíî, ùî

f ′(t) = (cos ln ln t)t−2(ln t)−2(ln ln t)−p−

−(sin ln ln t)t−2(ln t)−1(ln ln t)−p−
−(sin ln ln t)t−2(ln t)−2(ln ln t)−p−
−p(sin ln ln t)t−2(ln t)−2(ln ln t)−p−1.

Òîìó

|f ′(t)| 6 (3+|p|)t−2(ln t)−1(ln ln t)|p|+1, t > 33.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
n=33

sup
τ∈(n,n+1)

|f ′(τ)|

i, îòæå, çáiãà¹òüñÿ íåâëàñíèé iíòåãðàë

+∞∫
33

(f(t)− f([t])) dt.

Òàêèì ÷èíîì, çàâäÿêè òåîðåìi 2 ïðè êîæ-
íîìó p ∈ R ðÿä (8) i íåâëàñíèé iíòåãðàë

+∞∫
33

(sin ln ln t)t−1(ln t)−1(ln ln t)−p dt (9)

ïîâîäÿòü ñåáå îäíàêîâî â ñåíñi çáiæíîñòi.
Äîñëiäæóâàòè íà çáiæíiñòü iíòåãðàë (9)

ëåãøå, íiæ ðÿä (8). Ñïðàâäi, âèêîðèñòàâøè
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äëÿ (9) çàìiíó çìiííî¨ s = ln ln t, îòðèìà¹ìî
ðiâíiñòü

+∞∫
33

(sin ln ln t)t−1(ln t)−1(ln ln t)−p dt =

=

+∞∫
ln ln 33

(sin s)s−p ds.

Î÷åâèäíî, ùî ïðè p > 0 íåâëàñíèé iíòå-

ãðàë
+∞∫

ln ln 33
(sin s)s−p ds çáiãà¹òüñÿ çà îçíàêîþ

Äiðiõëå [1].
Ïðè p 6 0 äëÿ êîæíîãî n ∈ N, î÷åâèäíî,

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

2nπ+π/2∫
2nπ+π/6

(sin s)s−p ds >
π(2nπ + π/6)|p|

6

i òîìó

2nπ+π/2∫
2nπ+π/6

(sin s)s−p ds ̸→ 0 ïðè n→ +∞.

Îòæå, iíòåãðàë
+∞∫

ln ln 33
(sin s)s−p ds ïðè

p 6 0 ðîçáiãà¹òüñÿ.
Òàêèì ÷èíîì, iíòåãðàë (9) çáiãà¹òüñÿ ëè-

øå ïðè p > 0. Çà òåîðåìîþ 2 ÷èñëîâèé ðÿä
(8) òàêîæ çáiãà¹òüñÿ ëèøå ïðè p > 0.
5. Ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 4.

Äîñëiäèìî íà çáiæíiñòü îïåðàòîðíèé ðÿä

∞∑
n=1

(sin lnn)n−A, (10)

äå A ∈ L(E,E).
Ïðè äîñëiäæåííi öüîãî ðÿäó êðiì òåîðå-

ìè 4 òàêîæ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòó-
ïíi òðè òâåðäæåííÿ.

Íåõàé σ(A) i ∂σ(A) � ñïåêòð i ãðàíèöÿ
ñïåêòðà îïåðàòîðà A âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 7 [2]. ßêùî λ ∈ ∂σ(A), òî
äëÿ êîæíîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹ íîðìîâà-
íèé âåêòîð x ∈ E (∥x∥E = 1), äëÿ ÿêîãî
∥(A− λI)x∥E < ε.

Òåîðåìà 8 [2]. Äëÿ òîãî, ùîá äiéñíîìó
÷èñëó ρ âiäïîâiäàëî äîäàòíå ÷èñëî Nρ òàêå,
ùîá ∥etA∥L(E,E) 6 Nρe

ρt, t > 0, íåîáõiäíî,
ùîá σ(A) ⊆ {λ ∈ C : Reλ 6 ρ}, i äîñòàòíüî,
ùîá σ(A) ⊆ {λ ∈ C : Reλ < ρ}.
Òåîðåìà 9 (Òåîðåìà Äàíôîðäà [2]). ßê-

ùî ôóíêöiÿ φ(λ) çi çíà÷åííÿìè â C êóñêîâî-
àíàëiòè÷íà íà σ(A), òî σ(φ(A)) = φ(σ(A)).

Ñïî÷àòêó äîñëiäèìî ðÿä (10) ó âèïàäêó

σ(A) ⊆ {z ∈ C : Re z > 0}. (11)

Âèêîðèñòà¹ìî ôóíêöiþ

F (t) = (sin ln t)t−A.

Î÷åâèäíî, ùî öÿ ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ïåð-
øi äâi óìîâè òåîðåìè 4 i

F ′(t) = (cos ln t)t−I−A − (sin ln t)At−I−A,

äå I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð. Òàêîæ F (t) çà-
äîâîëüíÿ¹ òðåòþ óìîâó öi¹¨ òåîðåìè, îñêiëü-
êè σ(−I − A) ⊆ {z ∈ C : Re z < −1},
t−I−A = e−(ln t)(I+A) (t > 1) i çà òåîðåìîþ 8
äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë ρ > 1 i N > 1 âèêîíó¹òü-
ñÿ íåðiâíiñòü

∥∥t−I−A∥∥
L(E,E)

6 Nt−ρt, t > 1.

Òîìó ó âèïàäêó âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåííÿ
(11) ðÿä (10) i íåâëàñíèé iíòåãðàë

+∞∫
1

(sin ln t)t−A dt (12)

ïîâîäÿòü ñåáå îäíàêîâî â ñåíñi çáiæíîñòi.
Äîñëiäæóâàòè íà çáiæíiñòü iíòåãðàë (12)

ëåãøå, íiæ ðÿä (10), ÿê öå âèäíî ç ïîäàëüøî-
ãî. Ñïðàâäi, çäiéñíèâøè â (12) çàìiíó çìií-
íî¨ t = es, îòðèìà¹ìî

+∞∫
1

(sin ln t)t−A dt =

+∞∫
0

(sin s)es(I−A) ds.

Çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiþâàííÿ ëåãêî
ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ïðè x > 1

(
I + (I − A)2

) x∫
0

(sin s)es(I−A) ds =

= ex(I−A)((sinx)(I −A)− (cosx)I) + I. (13)
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Íåõàé

σ(A) ⊆ {z ∈ C : Re z > 1}. (14)

Îñêiëüêè çàâäÿêè òåîðåìi 9

σ(I − A) ⊆ {z ∈ C : Re z < 0}

(ó öüîìó âèïàäêó 0 ̸∈ σ (I + (I − A)2) i îïå-
ðàòîð I + (I − A)2 ìà¹ íåïåðåðâíèé îáåð-
íåíèé), òî çà òåîðåìîþ 8 lim

x→+∞
ex(I−A) = O,

äå O � íóëüîâèé îïåðàòîð. Òîìó íà ïiäñòàâi
ñïiââiäíîøåííÿ (13)

lim
x→+∞

(
I + (I − A)2

) ∫ x

0

(sin s)es(I−A) ds = I.

Çâiäñè òà ç îáîðîòíîñòi îïåðàòîðà I+(I−A)2
âèïëèâà¹, ùî

lim
x→+∞

∫ x

0

(sin s)es(I−A) ds =
(
I + (I − A)2

)−1
,

òîáòî çáiãà¹òüñÿ iíòåãðàë
+∞∫
0

(sin s)es(I−A) ds,

à, îòæå, é iíòåãðàë (12).
Îòæå, ó âèïàäêó âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøå-

ííÿ (14) ðÿä (10) çáiãàþòüñÿ (çà òåîðåìîþ
4).

Íåõàé òåïåð âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
(11) i

σ(A) ∩ {z ∈ C : 0 < Re z 6 1} ̸= ∅. (15)

Ïîêàæåìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó íåâëà-

ñíèé iíòåãðàë
+∞∫
0

(sin s)es(I−A) ds ðîçáiãà¹-

òüñÿ. Ñïðàâäi, íà ïiäñòàâi (13) äëÿ êîæíîãî
n ∈ N

(
I + (I − A)2

) (2n+1)π∫
2nπ

(sin s)es(I−A) ds =

= e2nπ(I−A)
(
eπ(I−A) + I

)
. (16)

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî ÷èñëà µ ∈ ∂σ(A), äëÿ
ÿêîãî 0 < Reµ 6 1, çà òåîðåìîþ 7 iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü (xm)m>1 íîðìîâàíèõ âåêòîðiâ,
äëÿ ÿêî¨ lim

m→∞
∥(µI − A)xm∥E = 0, òî çà òåî-

ðåìîþ 9 äëÿ êîæíîãî n ∈ N

lim
m→∞

∥∥e2nπ(I−A) (eπ(I−A) + I
)
xm−

−e2nπ(1−µ)
(
eπ(1−µ) + 1

)
xm
∥∥
E
= 0.

Òîìó äëÿ êîæíîãî n ∈ N∥∥e2nπ(I−A) (eπ(I−A) + I
)∥∥

L(E,E)
=

= sup
∥x∥E=1

∥∥e2nπ(I−A) (eπ(I−A) + I
)
x
∥∥
E
>

> lim
m→∞

∥∥e2nπ(I−A) (eπ(I−A) + I
)
xm
∥∥
E
=

=
∣∣e2nπ(1−µ) (eπ(1−µ) + 1

)∣∣ . (17)

Àíàëîãi÷íî∥∥∥∥∥
∫ (2n+1)π

2nπ

(sin s)es(I−A) ds

∥∥∥∥∥
L(E,E)

>

>
∣∣∣∣∣
∫ (2n+1)π

2nπ

(sin s)es(1−µ) ds

∣∣∣∣∣ , n ∈ N. (18)

ßêùî µ ̸∈ {1 + i, 1− i}, òî, î÷åâèäíî,

e2nπ(1−µ)
(
eπ(1−µ) + 1

)
̸→ 0

ïðè n→ +∞. Òîìó çàâäÿêè (17)

e2nπ(I−A)
(
eπ(I−A) + I

)
̸→ O

ïðè n → +∞ i íà ïiäñòàâi (16) òà îáìåæå-
íîñòi îïåðàòîðà I + (I − A)2 òàêîæ

(2n+1)π∫
2nπ

(sin s)es(I−A) ds ̸→ O

ïðè n→ +∞. Ó âèïàäêó µ ∈ {1 + i, 1− i}∣∣∣∣∣∣
(2n+1)π∫
2nπ

(sin s)es(1−µ) ds

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
(2n+1)π∫
2nπ

(sin s)e±is ds

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
(2n+1)π∫
2nπ

(sin s)(cos s± i sin s) ds

∣∣∣∣∣∣ =
=

(2n+1)π∫
2nπ

(sin s)2 ds =
π

2
, n ∈ N.
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Òîìó çàâäÿêè (18) òàêîæ

(2n+1)π∫
2nπ

(sin s)es(I−A) ds ̸→ O

ïðè n → +∞ i, îòæå, ó âèïàäêó âèêîíàííÿ
ñïiââiäíîøåíü (11) i (15) íåâëàñíèé iíòåãðàë
+∞∫
0

(sin s)es(I−A) ds ðîçáiãà¹òüñÿ.

Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ 4 ðÿä (10) ðîç-
áiãà¹òüñÿ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåí-
íÿ (11) i (15).

Äàëi äîñëiäèìî íà çáiæíiñòü ðÿä (10) ó
âèïàäêó

σ(A) ∩ {z ∈ C : Re z 6 0} ̸= ∅. (19)

Ïîêàæåìî, ùî çàãàëüíèé ÷ëåí ðÿäó íå
ïðÿìó¹ äî O ïðè n → ∞. Ñïðàâäi, äëÿ êî-
æíî¨ òî÷êè µ ∈ ∂σ(A), äëÿ ÿêî¨ Reµ 6 0,
çà òåîðåìîþ 7 iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (xm)m>1

íîðìîâàíèõ âåêòîðiâ, äëÿ ÿêî¨

lim
m→∞

∥(µI − A)xm∥E = 0.

Òîìó

lim
m→∞

∥∥(n−A − n−µI)xm∥∥E = 0

äëÿ êîæíîãî n ∈ N i∥∥(sin lnn)n−A∥∥
L(E,E)

=

= sup
∥x∥E=1

∥∥(sin lnn)n−Ax∥∥
E
>

> sup
m>1

∥∥(sin lnn)n−Axm∥∥E >

> lim
m→∞

∥∥(sin lnn)n−Axm∥∥E =

= lim
m→∞

∥∥(sin lnn)n−µxm∥∥E =

= |(sin lnn)n−µ| > | sin lnn|,
òîáòî

(sin lnn)n−A ̸→ O ïðè n→ +∞.

Òîìó îïåðàòîðíèé ðÿä (10) ðîçáiãà¹òüñÿ, ÿê-
ùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (19).

Òàêèì ÷èíîì, ðÿä (10) çáiãà¹òüñÿ ëèøå
ó âèïàäêó σ(A) ⊆ {z ∈ C : Re z > 1}.

Çàçíà÷èìî, ùî iíøi îçíàêè çáiæíîñòi ðÿ-
äiâ ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â [3]�[6].

6. Iíòåãðàëüíà îçíàêà çáiæíîñòi ïî-
ñëiäîâíîñòåé. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïîñëi-
äîâíiñòü

(bn)n>1 (20)

åëåìåíòiâ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó E. Öÿ ïîñëi-
äîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
çáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
n=1

(bn+1 − bn).

Òîìó íà ïiäñòàâi òåîðåìè 5 äëÿ äîñëiäæå-
ííÿ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (20) ìîæíà âè-
êîðèñòàòè òåîðåìó 3. Çàâäÿêè öié òåîðåìi
ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 10. Íåõàé: 1) (bn)n>1 � äîâiëü-
íà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ïðîñòîðó E;
2) f : [1,+∞)→ E � íåïåðåðâíå âiäîáðàæå-
ííÿ i f(n) = bn+1 − bn, n > 1; 3) çáiãà¹òüñÿ

íåâëàñíèé iíòåãðàë
+∞∫
1

(f(t)− f([t])) dt.

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü (bn)n>1 òà íåâëàñíèé

iíòåãðàë
+∞∫
1

f(t) dt îäíî÷àñíî çáiãàþòüñÿ

àáî ðîçáiãàþòüñÿ.
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