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Äîñëiäæóþ÷è ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíîãî òà íåîäíîðiäíîãî ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü
äðóãîãî ïîðÿäêó, ïîáóäîâàíî iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà âèâ÷àòè Ò-
ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó.

We construct an integral operator to investigate the T-periodic solutions of second order
hyperbolic equations.

Âñòóï. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Çíàõîäæå-
ííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü íå äà¹ âiäïîâiäi íà ïèòàííÿ
ïðî ¹äèíiñòü Ò-ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó. Öå
ïiäòâåðäæóþòü ðîáîòè À. Ì. Ñàìîéëåíêà
òà éîãî ó÷íiâ [1, äå é çíàõîäèòüñÿ øèðî-
êèé ïåðåëiê äæåðåë], ÿêi äîñëiäæóâàëè Ò-
ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì çâè÷àéíèõ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Äîñëiäæóþ÷è êðàéîâi ïåðiîäè÷íi çàäà-
÷i äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïî-
ðÿäêó ÿê ëiíiéíèõ, òàê i êâàçiëiíiéíèõ [2-
5], íàìè âïåðøå áóëî çàñòîñîâàíî íåòðàäè-
öiéíèé ìåòîä âiäøóêàííÿ ðîçâ'ÿçêó âêàçà-
íèõ çàäà÷. Íà âiäìiíó âiä ðÿäó â÷åíèõ [6-
8], ÿêi âèêîðèñòîâóþòü ìåòîäè ôóíêöiîíàëü-
íîãî àíàëiçó, çãiäíî ç ÿêèìè ðîçâ'ÿçîê øó-
êà¹òüñÿ ó âèãëÿäi òðèãîíîìåòðè÷íîãî ðÿäó

u(x, t) =
∞∑
k=1

uk(t) sin kx, ùî àâòîìàòè÷íî çà-

áåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ êðàéîâèõ óìîâ u(0, t) =
u(π, t) = 0, ïðîòå âèìàãà¹ íàêëàäàííÿ äîäà-
òêîâèõ óìîâ íà ïðàâó ÷àñòèíó íåîäíîðiäíî-
ãî ðiâíÿííÿ, ìè ñïî÷àòêó øóêà¹ìî ïåðiîäè-
÷íèé ðîçâ'ÿçîê, à ïîòiì ïåðåâiðÿ¹ìî âèêîíà-
ííÿ êðàéîâèõ óìîâ.

Îäíàê, íå áåðó÷è äî óâàãè êðàéîâèõ
óìîâ, â äàíié ðîáîòi ìè äîñëiäæó¹ìî iñíó-
âàííÿ Ò-ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêî¨ Ò-
ïåðiîäè÷íî¨ çàäà÷i:

utt − uxx = g(x, t), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R, (1)

u(x, t+ T ) = u(x, t), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R, (2)

äå g(x, t+ T ) = g(x, t).

Äîñëiäæåííÿ çàäà÷i òà îá ðóíòóâà-
ííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.
Ëåìà 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ µ(z) ∈

C1
(
R
)
, µ(z + T ) = µ(z) i g(x, t) ∈

C0,1
(
[0, π] × R

)
, g(x, t + T ) = g(x, t), äå Ò�

ïåðiîä äàíèõ ôóíêöié çà çìiííîþ t, iñíó¹ òî-
÷íèé ðîçâ'ÿçîê Ò�ïåðiîäè÷íî¨ çàäà÷i (1), (2),
ÿêèé âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

u(x, t) =
1

2

t+x∫
t−x

µ(α) dα−1

2

x∫
0

dξ

t+x−ξ∫
t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ =

= u0(x, t) + ũ(x, t). (3)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî ôó-
íêöiÿ

u0(x, t) =
1

2

t+x∫
t−x

µ(α) dα (4)

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ µ(z) ∈ C1
(
R
)
, µ(z +

T ) = µ(z) ¹ Ò-ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì îäíî-
ðiäíî¨ çàäà÷i

u0tt − u0xx = 0, 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R,

u0(x, t+ T ) = u0(x, t), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R.
Ñïðàâäi,îá÷èñëþþ÷è ÷àñòèííi ïîõiäíi u0tt

i u0xx âiä ôóíêöi¨ u
0(x, t), âèçíà÷åíî¨ ôîðìó-

ëîþ (4), îäåðæèìî:

u0tt(x, t) =
1

2

(∂µ(t+ x)

∂(t+ x)
− ∂µ(t− x)

∂(t− x)

)
;

u0xx(x, t) =
1

2

(∂µ(t+ x)

∂(t+ x)
− ∂µ(t− x)

∂(t− x)

)
.
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Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ ïåðåêîíó¹-
ìîñÿ, ùî u0tt − u0xx ≡ 0. Îòæå, ôóíêöiÿ
u0(x, t), âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (4), ¹ ðîçâ'ÿç-
êîì îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ êîæíî¨ ôóíê-
öi¨ µ(z) ∈ C1

(
R
)
, µ(z + T ) = µ(z) ôóí-

êöiÿ u0(x, t), âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (4), ¹ Ò-
ïåðiîäè÷íîþ, òîáòî u0(x, t + T ) = u0(x, t).
Ìà¹ìî

u0(x, t+ T ) =
1

2

t+T+x∫
t+T−x

µ(α) dα =

=
1

2

t+x∫
t−x

µ(β + T ) dβ = u0(x, t),

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Òåïåð äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ

ũ(x, t) = −1

2

x∫
0

dξ

t+x−ξ∫
t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ (5)

¹ ÷àñòèííèì Ò-ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì íå-
äíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (1). Ñïî÷àòêó äîâåäå-
ìî, ùî ôóíêöiÿ ũ(x, t), âèçíà÷åíà ôîðìó-
ëîþ (5), äëÿ êîæíî¨ Ò-ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨
g(x, t), òîáòî g(x, t + T ) = g(x, t), ¹ òàêîæ
Ò-ïåðiîäè÷íîþ. Ñïðàâäi, íà îñíîâi ôîðìóëè
(5) ìà¹ìî

ũ(x, t+ T ) = −1

2

x∫
0

dξ

t+T+x−ξ∫
t+T−x+ξ

g(ξ, τ) dτ =

= −1

2

x∫
0

dξ

t+x−ξ∫
t−x+ξ

g(ξ, η + T ) dη ≡ ũ(x, t).

Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ ũ(x, t), çàäîâîëü-
íÿ¹ ðiâíÿííÿ (1). Íà îñíîâi ôîðìóëè (5) îá-
÷èñëèìî äðóãi ÷àñòèííi ïîõiäíi ũtt i ũxx âiä
ôóíêöi¨ ũ(x, t). Îäåðæèìî

ũx(x, t) =

(
−1

2

x∫
0

dξ

t+x−ξ∫
t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ

)′

x

=

= −1

2

x∫
0

( t+x−ξ∫
t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ
)′

x
dξ−

−1

2

t+x−x∫
t−x+x

g(x, τ) dτ · x′
+ 0 =

= −1

2

x∫
0

(
g(ξ, t+ x− ξ) · (t+ x− ξ)′x−

−g(ξ, t− x+ ξ) · (t− x+ ξ)
′

x

)
dξ =

= −1

2

x∫
0

(
g(ξ, t+x−ξ)+g(ξ, t−x+ξ)

)
dξ; (6)

ũxx(x, t) =

=

(
−1

2

x∫
0

(
g(ξ, t+x−ξ)+g(ξ, t−x+ξ)

)
dξ

)′

x

=

= −1

2

x∫
0

(
∂g(ξ, t+ x− ξ)
∂(t+ x− ξ)

· ∂(t+ x− ξ)
∂x

+

+
∂g(ξ, t− x+ ξ)

∂(t− x+ ξ)
· ∂(t− x+ ξ)

∂x

)
dξ−

−1

2

(
g(x, t+ x− x)+ g(x, t− x+ x)

)
· x′ − 0 =

= −1

2

x∫
0

(
∂g(ξ, t+ x− ξ)
∂(t+ x− ξ)

−

−∂g(ξ, t− x+ ξ)

∂(t− x+ ξ)

)
dξ − g(x, t). (7)

Àíàëîãi÷íî

ũt(x, t) =

(
−1

2

x∫
0

dξ

t+x−ξ∫
t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ

)′

t

=

= −1

2

x∫
0

( t+x−ξ∫
t−x+ξ

g(ξ, τ) dτ
)′

t
dξ + 0− 0 =

= −1

2

x∫
0

(
g(ξ, t+ x− ξ) · (t+ x− ξ)′t−

−g(ξ, t− x+ ξ) · (t− x+ ξ)
′

t

)
dξ =
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= −1

2

x∫
0

(
g(ξ, t+x−ξ)−g(ξ, t−x+ξ)

)
dξ; (8)

ũtt(x, t) =

=

(
−1

2

x∫
0

(
g(ξ, t+x−ξ)−g(ξ, t−x+ξ)

)
dξ

)′

t

=

= −1

2

x∫
0

(
∂g(ξ, t+ x− ξ)
∂(t+ x− ξ)

· ∂(t+ x− ξ)
∂t

−

−∂g(ξ, t− x+ ξ)

∂(t− x+ ξ)
· ∂(t− x+ ξ)

∂t

)
dξ+0− 0 =

= −1

2

x∫
0

(
∂g(ξ, t+ x− ξ)
∂(t+ x− ξ)

−∂g(ξ, t− x+ ξ)

∂(t− x+ ξ)

)
dξ.

(9)
Áåçïîñåðåäíüîþ ïiäñòàíîâêîþ ïåðåêîíó¹-

ìîñÿ, ùî ũtt − ũxx = g(x, t). Îòæå, ôóíêöiÿ
ũ(x, t), âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (5), ¹ ÷àñòèí-
íèì Ò-ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ëiíiéíîãî íå-
îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (1).

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ u(x, t) = u0(x, t)+
ũ(x, t), ÿêà âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (3), ¹ Ò-
ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2).

Ëåìó 1 äîâåäåíî.
Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî âñòàíîâëåíà ôîðìóëà

(3) äà¹ çìîãó äîñëiäæóâàòè Ò-ïåðiîäè÷íi çà-
äà÷i äëÿ ðiçíî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü ãiïåðáî-
ëi÷íîãî òèïó äðóãîãî ïîðÿäêó. Äëÿ ïðèêëà-
äó ðîçãëÿíåìî òàêó Ò-ïåðiîäè÷íó çàäà÷ó:

utt−uxx = εF (x, t, u), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R, u ∈ R,
(10)

u(x, t+ T ) = u(x, t), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R. (11)

Çàïèøåìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

u(x, t) =
1

2

t+x∫
t−x

µ(α) dα−

−ε
2

x∫
0

dξ

t+x−ξ∫
t−x+ξ

F
(
ξ, τ, u(ξ, τ)

)
dτ, (12)

äå µ(z)− äîâiëüíà Ò-ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ.

Ïîêàæåìî, ïðè ÿêèõ óìîâàõ iíòåãðàëüíå
ðiâíÿííÿ (12) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ öüîãî ïî-
áóäó¹ìî ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ:

u0(x, t) =
1

2

t+x∫
t−x

µ(α) dα,

u1(x, t) =
1

2

t+x∫
t−x

µ(α) dα−

−ε
2

x∫
0

dξ

t+x−ξ∫
t−x+ξ

F
(
ξ, τ, u0(ξ, τ)

)
dτ,

. . . . . . . . .

un+1(x, t) =
1

2

t+x∫
t−x

µ(α) dα−

−ε
2

x∫
0

dξ

t+x−ξ∫
t−x+ξ

F
(
ξ, τ, un(ξ, τ)

)
dτ,

. . . . . . . . .

ßêùî ôóíêöiÿ F (x, t, u) çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó Ëiïøèöÿ ïî u, òîáòî

|F (x, t, u)− F (x, t, u)| ≤ K|u− u|,

äåK = const, òî ïî àíàëîãi¨ ç òåîðåìîþ iñíó-
âàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çâè÷àéíîãî äèôå-
ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ y

′
= f(x, y) ïðè äî-

ñòàòíüî ìàëîìó ε ëåãêî äîâåñòè iñíóâàííÿ
Ò-ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (10), (11).

Ñïðàâåäëèâèì áóäå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà. Íåõàé çàäàíî Ò-ïåðiîäè÷íó çà-
äà÷ó:

utt−uxx = εF (x, t, u), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R, u ∈ R,
(13)

u(x, t+ T ) = u(x, t), 0 ≤ x ≤ π, t ∈ R, (14)

i ôóíêöiÿ F (x, t, u) íåïåðåðâíà ïî x, t,
Ò-ïåðiîäè÷íà ïî àðãóìåíòó t òà çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ ïî àðãóìåíòó u, òîáòî
|F (x, t, u)−F (x, t, u)| ≤ K|u−u|, K = const.
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Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ µ(z) ∈
C
(
R
)
, µ(z + T ) = µ(z), ïðè äîñòà-

òíüî ìàëîìó ε iñíó¹ ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê
Ò-ïåðiîäè÷íî¨ çàäà÷i (13), (14).

Âèñíîâêè. Ó ñòàòòi çíàéäåíî ìíîæè-
íó òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ Ò-ïåðiîäè÷íî¨ çàäà-
÷i (1), (2) äëÿ íåîäíîðiäíîãî ãiïåðáîëi÷íî-
ãî ðiâíÿííÿ utt − uxx = g(x, t), çà äîïî-
ìîãîþ ÿêèõ ìîæíà äîâîäèòè iñíóâàííÿ Ò-
ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâ-
íÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. Íà îñíîâi äàíîãî
òâåðäæåííÿ ìîæíà äîâåñòè iñíóâàííÿ:

1) 2π-ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ êâàçiëiíié-
íèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó:

utt − uxx = εF (x, t, u);

2) Ò-ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü iç çà-
ïiçíåííÿì:

utt − uxx = εF
(
x, t, u(x, t), u(x, t−∆)

)
,

äå ∆�äåÿêå ÷èñëî;

3) Ò-ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

utt − uxx =

= εF
(
x, t, u(x, t),

t+τ∫
t

φ(x, t, s, u(x, s)) ds
)
.

Îñêiëüêè â íàâåäåíié ó ðîáîòi òåîðåìi
¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (13), (14) íå âñòà-
íîâëþ¹òüñÿ, öå ñïîíóêà¹ äî ïîäàëüøèõ äî-
ñëiäæåíü.

ÑÏÈÑÎÊ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

1. Ñàìîéëåíêî À. Ì., Ðîíòî Í. È. ×èñëåííî-
àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé. � Ê. : Âèùà øêîëà, 1976. � 184 ñ.

2. Ñàìîéëåíêî À. Ì., Õîìà-Ìîãèëüñüêà Ñ. Ã.
Àíàëiòè÷íèé ìåòîä âiäøóêàííÿ 2π-ïåðiîäè÷íèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó
// Äîï. ÍÀÍ Óêðà¨íè. � 2010. � N4. � Ñ. 25-29.

3. Ñàìîéëåíêî À. Ì., Õîìà Í. Ã., Õîìà-
Ìîãèëüñüêà Ñ. Ã. Îêðåìèé âèïàäîê iñíóâàííÿ 2π-
ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ãiïåð-
áîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó // Äîï. ÍÀÍ
Óêðà¨íè. � 2012. � N2. � Ñ. 35-41.

4. Ìèòðîïîëüñüêèé Þ. Î., Õîìà-Ìîãèëüñüêà
Ñ. Ã. Óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ ïåðiî-
äè÷íî¨ çàäà÷i äëÿ íåîäíîðiäíîãî ëiíiéíîãî ãiïåðáî-
ëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó. I // Óêð. ìàò.
æóðí. � 2005. � 57, N7. � Ñ. 912-921.

5. Ìèòðîïîëüñüêèé Þ. Î., Õîìà Ã. Ï., Õîìà-
Ìîãèëüñüêà Ñ. Ã. Ðîçâ'ÿçêè êðàéîâî¨ ïåðiîäè÷íî¨
çàäà÷i äëÿ íåîäíîðiäíîãî ëiíiéíîãî ãiïåðáîëi÷íîãî
ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó // Äîï. ÍÀÍ Óêðà¨íè. �
2008. � N7. � Ñ. 30-36.

6. Rabinowitz P. Periodic solutions of hyperbolic
partial di�erential equations //Comm. Pure Appl.
Math. � 1967. � 20, � 1. � Ð. 145-205.

7. Ïòàøíèê Á. È. Íåêîððåêòíûå ãðàíè÷íûå
çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷à-
ñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. � Ê. : Íàóêîâà äóìêà, 1984. �
264 ñ.

8. Ïòàøíèê Á. É., Iëüêiâ Â. Ñ., Êìiòü I. ß.,
Ïîëiùóê Â. Ì. Íåëîêàëüíi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ðiâ-
íÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. � Ê. : Íàóêîâà äóì-
êà, 2002. � 416 ñ.

234 Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2014. � Ò. 2, � 2�3.




