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ÑÓÊÓÏÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÈÕ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ

Äîâåäåíî, ùî äëÿ êîìïàêòîçíà÷íîãî âiäîáðàæåííÿ F : X×Y ( Z, âèçíà÷åíîãî íà äîáóòêó
áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó X i ìåòðèçîâíîãî êîìïàêòó Y i çi çíà÷åííÿìè ó ìåòðèçîâíîìó ïðîñòîði
Z, ÿêå íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïåðåðâíå âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨,
iñíó¹ âñþäè ùiëüíà Gδ-ìíîæèíà A ⊆ X òàêà, ùî çâóæåííÿ F |A×Y íåïåðåðâíå. Íàâåäåíî
ïðèêëàä âiäîáðàæåííÿ F : [0, 1]2 ( [0, 1], ÿêå íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨,
íåïåðåðâíå âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ i ñóêóïíî ðîçðèâíå â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè [0, 1]× {0}.

It is proved that for a Baire space X, a metrizable compact Y , a metrizable space Z and a
compact-valued mapping F : X × Y ( Z which is lower semi-continuous with respect the �rst
variable and continuous with respect to the second variable there exists a dense Gδ-set A ⊆ X such
that the restriction F |A×Y is continuous. It is constructed an example of a mapping F : [0, 1]2 (
[0, 1] which is lower semi-continuous with respect the �rst variable, continuous with respect to the
second variable and jointly discontinuous at every point of the set [0, 1]× {0}.

1 Âñòóï
Äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ìíîæèíè òî÷îê
ñóêóïíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàðiçíî íåïåðåðâ-
íèõ âiäîáðàæåíü äâîõ çìiííèõ áóëè ðîç-
ïî÷àòi Ð.Áåðîì â [1]. Ðåçóëüòàòè Ð.Áåðà
óçàãàëüíþâàëèñü i ðîçâèâàëèñü ó ðîáî-
òàõ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ: Å. âàí Âëåêà,
Ã.Ãàíà, À.Àë¹êñ¹âè÷à i Â.Îðëè÷à, Ì.Ôîðòà,
Ð.Ôåéîêà, Â.Ìàñëþ÷åíêà òà iíøèõ. Îñîáëè-
âå ìiñöå ñåðåä ðåçóëüòàòiâ äàíî¨ òåìàòèêè
çàéìà¹ òåîðåìà Íàìiîêè [7], ÿêà äiñòàëà øè-
ðîêå çàñòîñóâàííÿ i ñòàëà ïîøòîâõîì äî
ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó äàíèõ äîñëiäæåíü äëÿ
âiäîáðàæåíü, âèçíà÷åíèõ íà äîáóòêó áåðiâ-
ñüêîãî i êîìïàêòíîãî ïðîñòîðiâ.

Ðàçîì iç òèì, â [4�6] âèâ÷àëèñÿ ñóêóïíi
âëàñòèâîñòi ìíîãîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü äâîõ
çìiííèõ, ÿêi âiäíîñíî êîæíî¨ çìiííî¨ çîêðå-
ìà ¹ íåïåðåðâíèìè àáî çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi
óìîâè òèïó íåïåðåðâíîñòi. Çîêðåìà, ç ðîáî-
òè �.Äåáñà [4] âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ðåçóëü-
òàò.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðîñòið,
Y � ìåòðèçîâíèé êîìïàêò, Z � ìåòðè-
çîâíèé ïðîñòið, F : X × Y ( Z � êîì-
ïàêòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, íàïiâíåïåðåðâ-
íå çíèçó âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íàïiâíå-
ïåðåðâíå çâåðõó âiäíîñíî äðóãî¨. Òîäi iñíó¹
Gδ-ìíîæèíà A ùiëüíà â X, òàêà, ùî âiä-

îáðàæåííÿ F ñóêóïíî íàïiâíåïåðåðâíå çâåð-
õó â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè A× Y .

Ó çâ'ÿçêó ç öi¹þ òåîðåìîþ ïðèðîäíî âè-
íèêà¹ òàêå ïèòàííÿ.

Ïèòàííÿ 1. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðîñòið,
Y � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, F : X × Y ( R
- êîìïàêòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, íàïiâíåïå-
ðåðâíå çíèçó âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïå-
ðåðâíå âiäíîñíî äðóãî¨. ×è îáîâ'ÿçêîâî iñíó¹
ùiëüíà â X Gδ-ìíîæèíà A òàêà, ùî âiä-
îáðàæåííÿ F ñóêóïíî íåïåðåðâíå â êîæíié
òî÷öi ìíîæèíè A× Y ?

Ó äàíié ñòàòòi ìè ïîêàæåìî, ùî öå ïèòà-
ííÿ ìà¹ íåãàòèâíó âiäïîâiäü. Êðiì òîãî, ìè
äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ F , ÿêi çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâè ïèòàííÿ 1, ìàþòü òàêó äåùî
ñëàáøó âëàñòèâiñòü: iñíó¹ ùiëüíà â X ìíî-
æèíà A òèïó Gδ òàêà, ùî çâóæåííÿ F |A×Y
íåïåðåðâíå.

2 Ïðèêëàä

Ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F : X ( Y , ÿêå
äi¹ ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið Y , íàçèâà¹òüñÿ íàïiâíåïåðåðâ-
íèì çâåðõó (çíèçó) â òî÷öi x0 ∈ X , ÿêùî
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ â Y ìíîæèíè V òà-
êî¨, ùî F (x0) ⊆ V (F (x0)

∩
V ̸= ∅) ìíîæèíà

{x ∈ X : F (x) ⊆ V } ({x ∈ X : F (x) ⊆ V ̸=
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∅}) ¹ îêîëîì òî÷êè x0 â ïðîñòîði X. Ìíîãî-
çíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F : X ( Y íàïiâíåïå-
ðåðâíå çâåðõó (çíèçó) â êîæíié òî÷öi x ∈ X
íàçèâà¹òüñÿ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó (çâåð-
õó). Âiäîáðàæåííÿ, íàïiâíåïåðåðâíå çâåðõó
i çíèçó, íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì.

Çàóâàæèìî, ùî íåïåðåðâíiñòü êîìïàêòî-
çíà÷íîãî âiäîáðàæåííÿ F : X ( Y ðiâíî-
ñèëüíà íàïåðåðâíîñòi âiäïîâiäíîãî îäíîçíà-
÷íîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → K(Y ), ÿêå äi¹
â ïðîñòið K(Y ) íåïîðîæíiõ êîìïàêòíèõ ïiä-
ìíîæèí ïðîñòîðó Y ç òîïîëîãi¹þ Âiòîðiñà,
ÿêà, â ñâîþ ÷åðãó, ¹ ìåòðèçîâíîþ ç äîïîìî-
ãîþ ìåòðèêè Ãàóñäîðôà, ÿêùî ñàì ïðîñòið
Y òàêîæ ìåòðèçîâíèé (äèâèñü [9, ñ. 62]).

Íàñòóïíi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ ëåãêî
âèïëèâàþòü ç îçíà÷åíü.

Ëåìà 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,
ôóíêöi¨ φ, ψ : X → R � íåïåðåðâíi i φ(x) ≤
ψ(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X. Òîäi êîìïàêòíî-
çíà÷íå âiäîáðàæåííÿ g : X ( R òàêå, ùî
g(x) = [φ(x), ψ(x)] äëÿ êîæíîãî x ∈ X ¹ íå-
ïåðåðâíèì.

Ëåìà 2. Íåõàé g : [0, 1] ( [0, 1] � ìíîãî-
çíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, A ⊆ [0, 1] � ñêií÷åí-
íà ìíîæèíà i g(x) = [0, 1] äëÿ äîâiëüíîãî
x ∈ [0, 1]\A. Òîäi âiäîáðàæåííÿ g � íàïiâíå-
ïåðåðâíå çíèçó íà âiäðiçêó [0, 1].

Íàñòóïíèé ïðèêëàä äà¹ íåãàòèâíó âiäïî-
âiäü íà ïèòàííÿ 1.

Òåîðåìà 2. Iñíó¹ êîìïàêòîçíà÷íå âiäîáðà-
æåííÿ F : [0, 1]2 ( [0, 1], ÿêå íàïiâíåïå-
ðåðâíå çíèçó âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨, íåïå-
ðåðâíå âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ i ñóêóïíî ðîç-
ðèâíå â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè [0, 1]×{0}.

Äîâåäåííÿ.
ÍåõàéXn = {2k−1

2n
: k = 1, 2, ..., 2n−1}, In =

[ 1
2n
, 1
2n−1 ] äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N.
Ðîçãëÿíåìî êîìïàêòîçíà÷íå âiäîáðàæåí-

íÿ F : [0, 1]2 ( [0, 1], ùî îçíà÷à¹òüñÿ òàê:
F (x, y) = [0, |3 − 2n+1y|], ÿêùî iñíó¹ òàêå
n ∈ N, ùî (x, y) ∈ Xn × In i F (x, y) = [0, 1],
ÿêùî (x, y) /∈ Xn × In äëÿ êîæíîãî n ∈ N.

Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ [0, 1] i ïîêà-
æåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ F x : [0, 1] ( [0, 1],
F x(y) = F (x, y), íåïåðåðâíå. Íåõàé x /∈

∞∪
n=1

Xn, òîäi F x(y) = [0, 1] äëÿ äîâiëüíîãî

y ∈ [0, 1]. Òîáòî âiäîáðàæåííÿ F x � ñòàëå,
à, îòæå, íåïåðåðâíå. Íåõàé x ∈ Xn äëÿ äå-
ÿêîãî n ∈ N. Òîäi iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷è-
ñëî k ≤ 2n−1, ùî x = 2k−1

2n
. Çàóâàæèìî, ùî

F x(y) = [φ(y), ψ(y)], äå φ(y) = 0 äëÿ äî-
âiëüíîãî y ∈ [0, 1], ψ(y) = 1 ïðè y /∈ In i
ψ(y) = |3 − 2n+1y|, ïðè y ∈ In. Îñêiëüêè
ψ( 1

2n
) = ψ( 1

2n−1 ) = 1, òî ôóíêöiÿ ψ íåïå-
ðåðâíà. Òîìó âiäîáðàæåííÿ F x íåïåðåðâíå
çãiäíî ç ëåìîþ 1.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî y ∈ [0, 1]
âiäîáðàæåííÿ Fy : [0, 1] ( [0, 1], Fy(x) =
F (x, y), íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó. Íåõàé y ̸∈
∞∪
n=1

( 1
2n
, 1
2n−1 ). Òîäi Fy(x) = [0, 1] äëÿ äîâiëü-

íîãî x ∈ [0, 1]. Òîáòî âiäîáðàæåííÿ Fy ¹ ñòà-
ëèì, à îòæå íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó. Íåõàé
òåïåð iñíó¹ òàêå n ∈ N, ùî y ∈ ( 1

2n
, 1
2n−1 ). Òî-

äi y ̸∈ Ik ïðè k ̸= n. Òîìó Fy(x) = [0, 1] ïðè
x ∈ [0, 1] \ Xn, à îòæå, Fy íàïiâíåïåðåðâíå
çíèçó çãiäíî ç ëåìîþ 2.

Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ F ðîçðèâíå
ó êîæíié òî÷öi [0, 1] × {0}. Íåõàé x0 � äî-
âiëüíà òî÷êà ç ìíîæèíè X = [0, 1]. Çàóâà-
æèìî, ùî F (x0, 0) = [0, 1]. Âiçüìåìî äîâiëü-
íèé îêië W = U × V òî÷êè (x0, 0). Îñêiëü-
êè V ¹ îêîëîì òî÷êè 0, òî iñíó¹ òàêå k0 ∈
N, ùî In ⊆ V äëÿ âñiõ n ≥ k0.Îñêiëüêè

ìíîæèíà
∞∪

n=k0

Xn âñþäè ùiëüíà íà [0, 1], òî

iñíó¹ òàêå k ≥ k0 i òî÷êà x1 ∈ Xk, òàêi,
ùî x1 ∈ U . Íåõàé y1 � ñåðåäèíà Ik. Òîäi
F (x1, y1) = [0, |3 − 2k+1 3

2k+1 |] = {0}. Òàêèì
÷èíîì, (x1, y1) ∈ W i F (x1, y1) ∩ (1

2
, 1]) = ∅.

Îòæå, F íå ¹ íàïiâíåïåðåðâíîþ çíèçó â òî-
÷öi (x0, 0).

3 Íåïåðåðâíiñòü çâóæåííÿ
Òåîðåìà 3. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðîñòið,
Y � ìåòðèçîâíèé êîìïàêò, Z � ìåòðèçîâ-
íèé ïðîñòið i F : X × Y ( Z � êîìïàêòî-
çíà÷íå âiäîáðàæåííÿ íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó
âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïåðåðâíå âiäíî-
ñíî äðóãî¨ çìiííî¨. Òîäi iñíó¹ âñþäè ùiëüíà
Gδ-ìíîæèíà A ⊆ X òàêà, ùî âiäîáðàæåí-
íÿ F |A×Y íåïåðåðâíå.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ
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F íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó âiäíîñíî ïåðøî¨
çìiííî¨ i íàïiâíåïåðåðâíå çâåðõó âiäíîñíî
äðóãî¨ çìiííî¨, òî çà òåîðåìîþ 1 â ïðîñòîði
X iñíó¹ âñþäè ùiëüíà Gδ-ìíîæèíà X0 òàêà,
ùî âiäîáðàæåííÿ F íàïiâíåïåðåðâíå çâåðõó
ó êîæíié òî÷öi X0× Y . Çàóâàæèìî, ùî ïðî-
ñòið X0 ç iíäóêîâàíîþ ç X òîïîëîãi¹þ ¹ áå-
ðiâñüêèì, àäæå äîïîâíåííÿ X \X0 äî íüîãî
¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ ó áåðiâñüêîìó
ïðîñòîði X.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ F0 = F |X0×Y . Ç
òîãî, ùî âiäîáðàæåííÿ F íåïåðåðâíå âiäíî-
ñíî äðóãî¨ çìiííî¨ âèïëèâà¹, ùî é âiäîáðà-
æåííÿ F0 íåïåðåðâíå âiäíîñíî äðóãî¨ çìií-
íî¨. Ç òîãî, ùî âiäîáðàæåííÿ F â êîæíié òî-
÷öi ìíîæèíè X0 × Y íàïiâíåïåðåðâíå çâåð-
õó çà ñóêóíiñòþ çìiííèõ i íàïiâíåïåðåðâíå
çíèçó âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨, âèïëèâà¹, ùî
âiäîáðàæåííÿ F0 íåïåðåðâíå âiäíîñíî ïåð-
øî¨ çìiííî¨. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ F0 íàðiçíî
íåïåðåðâíå.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âiäîáðàæåííÿ F0 ÿê
îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè ó
ïðîñòîði K(Z) êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí ïðî-
ñòîðó Z ç òîïîëîãi¹þ Âiòîðiñà. Âiäîáðàæåí-
íÿ F0 íàðiçíî íåïåðåðâíå íà X0 × Y i ïðî-
ñòið K(Z) ìåòðèçîâíèé. Òîìó çà òåîðåìîþ
Äæ.Áðåêíåðiäæà i Ò.Íiøióðè [2] iñíó¹ Gδ-
ìíîæèíà A ⊆ X0 ùiëüíà â X0 òàêà, ùî
âiäîáðàæåííÿ F0 íåïåðåðâíå â êîæíié òî-
÷öi A × Y . Îñêiëüêè X0 âñþäè ùiëüíèé Gδ-
ïiäïðîñòið ïðîñòîðóX, òî ìíîæèíàA òàêîæ
ùiëüíà â X i ¹ ìíîæèíîþ òèïó Gδ. Êðiì òî-
ãî, F |A×Y = F0|A×Y , à îòæå, çâóæåííÿ F |A×Y
íåïåðåðâíå.
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