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ÍÅËIÍIÉÍI ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÊÎÍÔÎÐÌÍÎ� ÀËÃÅÁÐÈ AC(1,2) ÄËß
ÊÂÀÇIËIÍIÉÍÈÕ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ ÄÐÓÃÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ

Ç òî÷íiñòþ äî íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi îïèñàíî âñi ìîæëèâi çîáðàæåííÿ
àëãåáðè Ïóàíêàðå, ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ïóàíêàðå òà êîíôîðìíî¨ àëãåáðè, âiäíîñíî ÿêèõ ìî-
æóòü áóòè iíâàðiàíòíi êâàçiëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèíèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî
ïîðÿäêó ó âèïàäêó òðüîõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ.

The article presents all possible representations of the Poincare algebra, extended Poincare
algebra and conformal algebra, under which quasi-linear di�erential equations with the second-
order partial derivatives are invariant in the case of three independent variables.

Äëÿ ñó÷àñíèõ äîñëiäæåíü ó ìàòåìàòè÷íié
ôiçèöi âàæëèâó ðîëü âiäiãðà¹ ïðèíöèï ñè-
ìåòði¨ [6,8]. Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî îñíîâíi
ôiçè÷íi çàêîíè, ðiâíÿííÿ ðóõó, ðiçíi ìàòåìà-
òè÷íi ìîäåëi âîëîäiþòü ÿâíîþ àáî íåÿâíîþ,
ãåîìåòðè÷íîþ àáî íåãåîìåòðè÷íîþ, ëîêàëü-
íîþ àáî íåëîêàëüíîþ ñèìåòðiÿìè. Âñi îñíîâ-
íi ðiâíÿííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè � Íþòîíà,
Ëàïëàñà, Ä'Àëàìáåðà, Øðåäiíãåðà, Ìàêñâå-
ëà i ò. ä. � âîëîäiþòü øèðîêèìè ñèìåòðié-
íèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Êâàçiëiíiéíi õâèëüîâi ðiâíÿííÿ ¹ öiêàâèì
îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ âíàñëiäîê ñâîãî øè-
ðîêîãî çàñòîñóâàííÿ.

Ñàìèé çàãàëüíèé êëàñ êâàçiëiíiéíèõ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõi-
äíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó ìà¹ âèãëÿä
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Íàéáiëüø âiäîìèìè ðiâíÿííÿìè êëàñó (1)
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ðiâíÿííÿ Áîðíà�Iíôåëüäà

(1− uνuν)�u+ uµuνuµν = 0, (4)

ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ

�u+ λeu = 0 (5)

òà áàãàòî iíøèõ. Ó ôîðìóëàõ (3)�(5) �u =
= ∂00 − △ , uµ = gµνuν , gµν � ìåòðè-
÷íèé òåíçîð ïðîñòîðó R1+n ç ñèãíàòóðîþ
(+,−,−, ...,−), òîáòî

gµν =

 0, µ ̸= ν,
1, µ = ν = 0,
−1, µ = ν ̸= 0,

F ,G� äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, λ� äîâiëüíà
ñòàëà.

Ðiâíÿííÿ (2)�(5) âîëîäiþòü øèðîêèìè ñè-
ìåòðiÿìè Ëi. Âîíè iíâàðiàíòíi âiäíîñíî àë-
ãåáð Ïóàíêàðå, ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ïóàíêà-
ðå, êîíôîðìíî¨ àëãåáðè.

Ðiâíÿííÿ (2) ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ ðiâ-
íÿíü ãåîìåòðè÷íî¨ îïòèêè. Éîãî ñèìåòðié-
íi âëàñòèâîñòi ïðîêëàñèôiêîâàíi ó [8]; íåëi-
íiéíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ (3) øèðîêî çàñòî-
ñîâó¹òüñÿ ïðè îïèñàííi ðiçíîìàíiòíèõ ôiçè-
÷íèõ ïðîöåñiâ. Iíâàðiàíòíiñòü ðiâíÿííÿ (3)
âiäíîñíî àëãåáð Ïóàíêàðå, ðîçøèðåíî¨ àëãå-
áðè Ïóàíêàðå òà êîíôîðìíî¨ àëãåáðè äîñëi-
äæåíà â ðîáîòi [8]; piâíÿííÿ (4) â åâêëiäîâî-
ìó ïðîñòîði óçàãàëüíþ¹ íà n-âèìiðíèé âèïà-
äîê ðiâíÿííÿ ìiíiìàëüíèõ ïîâåðõîíü âïåðøå
îäåðæàíå Ëàãðàíæåì iç âàðiàöiéíîãî ïðèí-
öèïó Åéëåðà-Ëàãðàíæà. Ñèìåòðiéíi âëàñòè-
âîñòi òà äåÿêi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (4)
çíàéäåíi â ðîáîòàõ [2, 8, 9] . Ðiâíÿííÿ Ëióâi-
ëëÿ âèíèêà¹ ó çàäà÷àõ äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåî-
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ìåòði¨, òåîði¨ íåëiíiéíèõ õâèëü, ó êâàíòîâié
òåîði¨ ïîëÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [1]).

Îñêiëüêè õàðàêòåðíà îñîáëèâiñòü ñó÷à-
ñíîãî ìàòåìàòè÷íîãî îïèñó ðåàëüíèõ ïðîöå-
ñiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ
÷àñòèíîê, õâèëü, ïîëiâ ¹ ñêëàäíèìè íåëiíié-
íèìè ñèñòåìàìè äèôåðåíöiàëüíèõ i iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, òî ïîñòà¹ ïèòàí-
íÿ ÿê áóäóâàòè òàêi ðiâíÿííÿ? ßê ðîçâ'ÿçó-
âàòè i äîñëiäæóâàòè òàêi ñèñòåìè? Î÷åâè-
äíî, ùî ïiäõiä Ëàãðàíæà�Åéëåðà (ìåõàíi-
÷íèé ó ñâî¨é îñíîâi) äî ïîáóäîâè ðiâíÿííÿ
ðóõó ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ¹ îáìåæåíèì. Äî-
ñèòü íàãàäàòè, ùî â ðàìêàõ êëàñè÷íîãî ìå-
òîäó Ëàãðàíæà�Åéëåðà íåìîæëèâî îäåðæà-
òè áåç ïåðåõîäó äî ïîòåíöiàëiâ ðiâíÿííÿ Ìà-
êñâåëà äëÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü. Ó ðîáî-
òi [12] çàïðîïîíîâàíî íåëàãðàíæåâèé ïiäõiä
äëÿ ïîáóäîâè i êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü ðóõó. Â
îñíîâi öüîãî ïiäõîäó ëåæèòü ïðèíöèï âiäíî-
ñíîñòi Ëîðåíöà�Ïóàíêàðå�Åéíøòåéíà.

Ó äàíié ðîáîòi îïèøåìî âñi ìîæëèâi çî-
áðàæåííÿ àëãåáð Ïóàíêàðå òà êîíôîðìíî¨
àëãåáðè, âiäíîcíî ÿêèõ ìîæóòü áóòè iíâàði-
àíòíi êâàçiëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ
ç ÷àñòèíèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó (1)
ó âèïàäêó n = 2. Çàçíà÷èìî, ùî ó ðîáîòi [11]
ðîçãëÿíóòà çàäà÷à iíâàðiàíòíîñòi çàãàëüíî-
ãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî àë-
ãåáðè Ïóàíêàðå òà äåÿêèõ ¨¨ ðîçøèðåíü. Ó
ðîáîòàõ [3], [4] äàíà çàäà÷à ðîçãëÿíóòà ïîâ-
íiñòþ äëÿ îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ (1), àëå
äëÿ âóæ÷îãî êëàñó àëãåáð, à ñàìå ó âèïàäêó,
êîëè àëãåáðà Ïóàíêàðå AP (1, 1) ìà¹ áàçîâi
ãåíåðàòîðè âèãëÿäó

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1.

Ó ðîáîòi [7] äëÿ âèïàäêó n = 1 ìè îïè-
ñàëè âñåìîæëèâi ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü
åêâiâàëåíòíîñòi ðiâíÿííÿ êëàñó (1), iíâàði-
àíòíi âiäíîñíî àëãåáðè Ïóàíêàðå AP (1, 1),
ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ïóàíêàðå AP1(1, 1) òà
êîíôîðìíî¨ àëãåáðè AC(1, 1).
Îçíà÷åííÿ 1. Àëãåáðîþ Ïóàíêàðå íàçè-

âà¹òüñÿ àëãåáðà

AP (1, n) = ⟨Pµ, Jµν⟩, (6)

äå µ, ν = 0, n, îïåðàòîðè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü

íàñòóïíèì êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì

[Pα, Jµν ] = gαµPν − gανPµ, (7)

[Jαβ, Jµν ] = gαµJνβ+g
ανJβµ+g

βµJαν+g
βνJµα,

(8)
äå α, β = 0, n.
Îçíà÷åííÿ 2. Ðîçøèðåíîþ àëãåáðîþ

Ïóàíêàðå íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà

AP1(1, n) = ⟨Pµ, Jµν , D⟩,

îïåðàòîðè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàöié-
íèì ñïiââiäíîøåííÿì (7), (8) òà

[Pα, D] = Pα, (9)

[Jαβ, D] = 0. (10)

Îçíà÷åííÿ 3. Êîíôîðìíîþ àëãåáðîþ íà-
çèâà¹òüñÿ àëãåáðà

AC(1, n) = ⟨Pµ, Jµν , D,Kµ⟩,

îïåðàòîðè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàöié-
íèì ñïiââiäíîøåííÿì (7), (8), (9), (10) òà

[Pα, Kµ] = 2gαµD + 2Jµα, (11)

[Jαβ, Kµ] = gβµKα − gαµKβ, (12)

[D,Kµ] = Kµ. (13)

Çàçíà÷èìî, ùî îçíà÷åííÿ 1 � 3 ¹ çàãàëüíî-
ïðèéíÿòèìè (äèâ., íàïðèêëàä, [8]).

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (1) ìiñòèòü äîâiëüíi
ôóíêöi¨ F µν , G, òî âîíî îïèñó¹ ïåâíèé êëàñ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ïðè ñèìåòðiéíié êëàñèôiêàöi¨ äåÿêîãî
êëàñó ðiâíÿíü âàæëèâó ðîëü âiäiãðàþòü ïå-
ðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äàíîãî êëàñó
ðiâíÿíü.
Îçíà÷åííÿ 4. Ïåðåòâîðåííÿ íåçàëå-

æíèõ çìiííèõ x òà çàëåæíî¨ çìiííî¨ u{
x′ = f(x, u),
u′ = g(x, u),

ÿêi äîâiëüíå ðiâíÿííÿ çàäàíîãî êëàñó ïåðå-
âîäÿòü ó ðiâíÿííÿ ç òîãî æ êëàñó íàçèâàþ-
òüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi çàäà-
íîãî êëàñó ðiâíÿíü.

Çíàííÿ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi äî-
çâîëÿ¹ ðîçáèòè êëàñ ðiâíÿíü íà íååêâiâà-
ëåíòíi ïiäêëàñè, âèáðàòè â êîæíîìó ïiäêëà-
ñi êàíîíi÷íîãî ïðåäñòàâíèêà, äîñëiäèòè éîãî

32 Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2014. � Ò. 2, � 2�3.



ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi òà ïîøèðèòè öi âëà-
ñòèâîñòi íà âñi ðiâíÿííÿ äàíîãî ïiäêëàñó.

Ó ðîáîòàõ [5], [10] çàïðîïîíîâàíèé àë-
ãîðèòì çíàõîäæåííÿ íåïåðåðâíèõ ïåðåòâî-
ðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Âèêîðèñòàâøè öåé àë-
ãîðèòì, ìè îòðèìàëè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Ëåìà 1. Ìàêñèìàëüíîþ ãðóïîþ íåïå-

ðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü êëàñó ðiâíÿíü (1) ¹ ïå-
ðåòâîðåííÿ âèãëÿäó

x′µ = γµνxν+θµ(u), u
′ = αµνxµxν+βµxµ+θ(u),

(14)
äå γµν � äîâiëüíi ñòàëi, ÿêi çàäàþòü ãðóïó
GL(1 + n,R), αµν , βµ � ãðóïîâi ïàðàìåòðè,
θ = θ(u), θµ = θµ(u) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóí-
êöi¨, θ(u) ̸= const.

Ëåìà 1 äîâîäèòüñÿ ìåòîäàìè [5], [10].
Òàêèì ÷èíîì âñi ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ

ìè áóäåìî ïðîâîäèòè ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâî-
ðåíü (14).

Çîáðàæåííÿ àëãåáðè Ïóàíêàðå
AP(1,2)

Ó âèïàäêó x = (x0, x1, x2) ðiâíÿííÿ (1)
ïðè äîâiëüíèõ ôóíêöiÿõ F µν , G iíâàðiàíòíå
âiäíîñíî îïåðàòîðiâ çñóâiâ ïî íåçàëåæíèõ
çìiííèõ. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (1) iíâàðiàíòíå
âiäíîñíî îïåðàòîðiâ çñóâiâ, òî â ÿêîñòi îïå-
ðàòîðiâ Pµ àëãåáðè (6) âiçüìåìî îïåðàòîðè
∂µ, òîáòî

Pµ = ∂µ ≡
∂

∂xµ
. (15)

Çíàéäåìî òåïåð âèãëÿä îïåðàòîðiâ Jµν , ÿêi
ðàçîì ç îïåðàòîðàìè (15) óòâîðþþòü àëãå-
áðó Ïóàíêàðå (7) � (8). Çàäàâøè äîâiëüíèì
÷èíîì îïåðàòîðè Jµν :

Jµν = ξµνβ(x, u)∂β + ηµν(x, u)∂u (16)

òà âèêîðèñòàâøè êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåí-
íÿ (7), îäåðæèìî

ξµνβα = gαµδβν − gανδβµ, ηµνβ = 0. (17)

Ïðîiíòåãðóâàâøè ñèñòåìó (17), çíàõîäèìî

ξµνβ = xµδβν − xνδβµ + aµνβ(u), ηµν = mµν(u),
(18)

äå aµνβ = aµνβ(u), mµν = mµν(u) � äîâiëüíi
ãëàäêi ôóíêöi¨. Ç óðàõóâàííÿì ôîðìóë (18)
îïåðàòîðè (16) çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿäi

Jµν = xµ∂ν − xν∂µ + aµνβ(u)∂β +mµν∂u.

Ç ôîðìóë (7) ëåãêî áà÷èòè, ùî Jνµ = −Jµν ,
òîìó

aνµβ = −aµνβ,mνµ = −mµν . (19)

ßêùî âðàõóâàòè êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåí-
íÿ (8), òî îäåðæèìî íàñòóïíó ñèñòåìó ðiâ-
íÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ ôóíêöié
aµνβ òà mµν :

mαβṁµν −mµνṁαβ =
= gαµmνβ + gανmβµ + gβµmαν + gβνmµα,

(20)
mαβȧµνγ −mµν ȧαβγ = gνσδµγa

αβσ+
+gασδβγa

µνσ − gµσδνγaαβσ − gβσδαγaµνσ+
+gαµaνβγ + gανaβµγ + gβµaανγ + gβνaµαγ.

(21)
Ó âèïàäêó n = 2 ñèñòåìà (20), ç óðàõóâà-

ííÿì óìîâ (19), ìà¹ âèãëÿä

m02ṁ01 −m01ṁ02 = m12,
m12ṁ01 −m01ṁ12 = m02,
m12ṁ02 −m02ṁ12 = −m01,

(22)

à ñèñòåìà ðiâíÿíü (21) ïåðåïèøåòüñÿ íàñòó-
ïíèì ÷èíîì

m01ȧ020 −m02ȧ010 = −a012 + a021 − a120,
m01ȧ021 −m02ȧ011 = a020 − a121,
m01ȧ022 −m02ȧ012 = −a010 − a121,
m01ȧ120 −m12ȧ010 = a121 − a020,
m01ȧ121 −m12ȧ011 = −a012 − a021 + a120,
m02ȧ122 −m12ȧ012 = a011 − a022,
m02ȧ120 −m12ȧ020 = a010 + a122,
m02ȧ121 −m12ȧ021 = a011 − a022,
m02ȧ122 −m12ȧ022 = a012 + a021 + a120.

(23)
Ðîçâ'ÿæåìî ñïî÷àòêó ñèñòåìó ðiâíÿíü (22).
Âçÿâøè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ ¨¨ ðiâíÿíü âiäïî-
âiäíî ç ìíîæíèêàìè −m12, m02, −m01, îäåð-
æèìî

(m12)2 = (m01)2 + (m02)2. (24)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (22) ïðè óìî-
âi (24) ¹ ôóíêöi¨

m01 = m02 = m12 = 0,

àáî

m01 =
sinhφ

φ̇
,m02 =

1

φ̇
,m12 =

coshφ

φ̇
, (25)
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äå φ = φ(u) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ,
φ(u) ̸= const.
Çàóâàæåííÿ. Ó âèïàäêó mµν = 0 çàäà-

÷à îïèñó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, iíâàði-
àíòíèõ âiäíîñíî àëãåáðè AP (1, n), ðîçâ'ÿçà-
íà â [13]. Òîìó îñíîâíó óâàãó ìè çâåðíåìî
íà âèïàäîê (25).

Çàñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåí-
òíîñòi

xµ → xµ, φ(u)→ u,

îäåðæèìî

m01 = sinhu,m02 = 1,m12 = cosh u. (26)

Çàñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

xµ → xµ + θµ(u), u→ u,

äå 
θ0 =

∫
a120

m12 du,

θ1 =
∫

a021

m02 du,

θ2 =
∫

a012

m01 du,

ìè ìîæåìî ïîçáóòèñÿ âiä ôóíêöié a012, a021,
a120 â îïåðàòîðàõ Jµν . Òîáòî, íå âòðà÷àþ÷è
çàãàëüíîñòi, ìîæíà ïîêëàñòè

a012 = a021 = a120 = 0. (27)

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðè óìîâàõ (27)
ñèñòåìà ðiâíÿíü (23) ñóìiñíà, ÿêùî a020 − a121 = 0,

a010 + a122 = 0,
a011 − a022 = 0.

Òîäi ç ñèñòåìè (23) îäåðæó¹ìî

ȧαβγ = 0.

Òàêèì ÷èíîì{
a011 = a022 = k0, a

010 = −a122 = k1,
a020 = a121 = k2,

äå kµ � äîâiëüíi ñòàëi.
Â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî, ùî îïåðàòîðè

Jµν ìàþòü âèãëÿä

Jµν = (xµ + kµ)∂ν − (xν + kν)∂µ +mµν(u)∂u.
(28)

Îïåðàòîðè (28) ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü

xµ + kµ → xµ, u→ u

åêâiâàëåíòíi îïåðàòîðàì

Jµν = xµ∂ν − xν∂µ +mµν(u)∂u,

äå mµν(u) çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (26).

Çîáðàæåííÿ ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè
Ïóàíêàðå AP1(1, 2) òà

êîíôîðìíî¨ àëãåáðè AC(1,2)

Ðîçøèðèìî àëãåáðó Ïóàíêàðå

AP (1, 2) = ⟨∂µ, Jµν = xµ∂ν−xν∂µ+mµν(u)∂u⟩
îïåðàòîðîì ìàñøòàáíèõ ïåðåòâîðåíü D,
ÿêèé áóäåìî øóêàòè â äîâiëüíîìó âèãëÿäi

D = ξγ(x, u)∂γ + η(x, u)∂u,

äå ξγ = ξγ(x, u), η = η(x, u) � øóêàíi
ôóíêöi¨. Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîðè ∂µ, Jµν ,
D óòâîðþâàëè ðîçøèðåíó àëãåáðó Ïóàíêà-
ðå AP1(1, 2), íåîáõiäíî âèêîíàííÿ óìîâ êî-
ìóòóâàííÿ (9) � (10). Ç óìîâ (9) îäåðæèìî

ξγα∂γ + ηα∂u = ∂α,

çâiäêè
ξγα = δαγ, ηα = 0. (29)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (29) ¹ ôóí-
êöi¨

ξγ = xγ + bγ(u), η = η(u),

äå bγ(u), η(u) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ àð-
ãóìåíòà u. Îòæå,

D = xγ∂γ + bγ(u)∂γ + η(u)∂u. (30)

Çàëèøà¹òüñÿ çàäîâîëüíèòè óìîâè (10):

[Jαβ, D] =

= [xα∂β − xβ∂α +mαβ(u)∂u,

xγ∂γ + bγ(u)∂γ + η(u)∂u] =

= mαβ(ḃγ∂γ+η̇∂u)−bα∂β+bβ∂α−ηṁαβ∂u = 0.

Òîäi

mαβ ḃγ = (gασδβγ − gβσδαγ)bσ, (31)

mαβ η̇ = ηṁαβ. (32)
Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä ôóíêöié mαβ, ÿêi çàäà-
íi ôîðìóëàìè (26) îäåðæó¹ìî, ùî ðiâíÿííÿ
(31) � (32) ìîæëèâi ëèøå ïðè bγ = η = 0. Ç
ôîðìóëè (30) âèïëèâà¹, ùî

D = xγ∂γ.

Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî ó âèïàäêó mµν ̸= 0
ìîæëèâà ëèøå íàñòóïíà ðåàëiçàöiÿ ðîçøè-
ðåíî¨ àëãåáðè Ïóàíêàðå

AP1(1, 2) = ⟨∂µ,
Jµν = xµ∂ν − xν∂µ +mµν(u)∂u, D = xγ∂γ⟩.

(33)
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Äîïîâíèìî òåïåð àëãåáðó (33) îïåðàòîðàìè
êîíôîðìíèõ ïåðåòâîðåíü

Kµ = ξµγ(x, u)∂γ + ηµ(x, u)∂u. (34)

Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîðè (33) � (34) óòâîðþ-
âàëè êîíôîðìíó àëãåáðó AC(1, 2), íåîáõiäíî
âèêîíàííÿ óìîâ (11) � (13), ÿêi i óòî÷íþþòü
øóêàíi ôóíêöi¨ ξµγ(x, u), ηµ(x, u).

Ç óìîâ (11) îäåðæó¹ìî

ξµγα = 2gαµxγ + 2δαγx
µ − 2δµγx

α,
ηµα = 2mµα.

(35)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (35)
¹ ôóíêöi¨

ξµγ = 2xµxν − δµγxνxν + aµγ(u),
ηµ = 2mµαxα + bµ(u),

äå aµγ(u), bµ(u) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨.
Âèêîðèñòàâøè êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåí-

íÿ (13), îäåðæó¹ìî, ùî aµβ = bµ = 0. Òîìó

Kµ = 2xµD − x2∂µ + 2xνm
µν∂u. (36)

Êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (12) äëÿ îïåðà-
òîðiâ (36) âèêîíóþòüñÿ òîòîæíüî.

Òàêèì ÷èíîì ìè îäåðæàëè íàñòóïíó ðåà-
ëiçàöiþ êîíôîðìíî¨ àëãåáðè

AC(1, 2) = ⟨∂µ,
Jµν = xµ∂ν − xν∂µ +mµν(u)∂u, D = xγ∂γ,
Kµ = 2xµD − x2∂µ + 2xνm

µν∂u⟩.

Îòæå, â äàíié ðîáîòi ç òî÷íiñòþ äî
ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (14) îïèñàíî
âñi ìîæëèâi çîáðàæåííÿ àëãåáðè Ïóàíêàðå,
ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ïóàíêàðå òà êîíôîð-
ìíî¨ àëãåáðè, âiäíîñíî ÿêèõ ìîæóòü áóòè ií-
âàðiàíòíi êâàçiëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿ-
ííÿ ç ÷àñòèíèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿä-
êó âèãëÿäó (1) ó âèïàäêó òðüîõ íåçàëåæíèõ
çìiííèõ.
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