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Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ êiíåìàòè÷íèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí (�àáñòðàêòíèõ êi-
íåìàòèê�), òîáòî ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ, â ÿêèõ ìiíëèâi ìíîæèíè îñíàùåíi ðiçíîìàíiòíèìè
ãåîìåòðè÷íèìè òà òîïîëîãi÷íèìè ñòðóêòóðàìè, à ñàìå, ìåòðè÷íèìè, òîïîëîãi÷íèìè, ëiíié-
íèìè, áàíàõîâèìè, ãiëüáåðòîâèìè òà iíøèìè ïðîñòîðàìè. Â ðîáîòi äàíî îçíà÷åííÿ ðåàëüíî-
ãî i óíiâåðñàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ó êiíåìàòè÷íèõ ìiíëèâèõ ìíîæèíàõ, à òàêîæ
âñòàíîâëåíî íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó iñíóâàííÿ óíiâåðñàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.
Äîñëiäæåííÿ â öüîìó íàïðÿìêó ìîæóòü áóòè öiêàâèìè äëÿ àñòðîôiçèêè, îñêiëüêè iñíó¹ ïðè-
ïóùåííÿ, ùî ó âåëèêèõ ìàñøòàáàõ Âñåñâiòó çàêîíè ôiçèêè (çîêðåìà, çàêîíè êiíåìàòèêè)
ìîæóòü áóòè âiäìiííèìè âiä òèõ, ÿêi äiþòü â îêîëi íàøî¨ ñîíÿ÷íî¨ ñèñòåìè.

This work is devoted to the investigation of kinematic changeable sets (�abstract kinematics�),
that is the mathematical objects, in which changeable sets are equipped with di�erent geometrical
or topological structures, namely metric, topological, linear, Banach, Hilbert and other spaces.
In the paper a de�nition of actual and universal coordinate transforms in kinematic changeable
sets is presented, and necessary and su�cient condition for the existence of universal coordinate
transform is obtained. Investigations in this direction may be interesting for astrophysics, because
there exists the hypothesis, that in a large scale of the Universe, physical laws (in particular, the
laws of kinematics) may be di�erent from the laws, acting in a neighborhood of our solar System.

1. Âñòóïíi çàóâàæåííÿ. Ïèòàííÿ ïðî
çàãàëüíèé âèãëÿä äîâiëüíèõ ïðîñòîðîâî-
÷àñîâèõ ïåðåòâîðåíü êîîðäèíàò äëÿ iíåðöié-
íèõ ñèñòåì âiäëiêó ó âèïàäêó, êîëè ïðîñòið
ãåîìåòðè÷íèõ çìiííèõ ¹ òðèâèìiðíèì i åâ-
êëiäîâèì, äîñëiäæóâàëîñü â ðîáîòi [1]. ×à-
ñòèííèì âèïàäêîì ïåðåòâîðåíü êîîðäèíàò
[1] ¹ (òðèâèìiðíi) êëàñè÷íi, à òàêîæ óçàãàëü-
íåíi [2�4] ïåðåòâîðåííÿ Ëîðåíöà (äëÿ ñèñòåì
âiäëiêó, ùî ðóõàþòüñÿ çi øâèäêiñòþ, áiëü-
øîþ çà øâèäêiñòü ñâiòëà). Â [5,6] áóëî äà-
íî çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü
êîîðäèíàò òà óçàãàëüíåíèõ ïåðåòâîðåíü Ëî-
ðåíöà ó âèïàäêó, êîëè êîëè ïðîñòið ãåîìå-
òðè÷íèõ çìiííèõ ¹ äîâiëüíèì äiéñíèì ãiëü-
áåðòîâèì ïðîñòîðîì.

Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ àá-
ñòðàêòíèõ ïåðåòâîðåíü êîîðäèíàò ó êiíå-
ìàòè÷íèõ ìiíëèâèõ ìíîæèíàõ i áàçó¹òüñÿ
íà çàãàëüíié òåîði¨ ìiíëèâèõ ìíîæèí [7�10].
Äëÿ ðîçóìiííÿ ïîäàëüøîãî òåêñòó îçíàéîì-
ëåííÿ õî÷à á ç îäíi¹þ iç öèõ ðîáiò ¹ íåîá-
õiäíèì. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ìàòåìàòè÷íèé
àïàðàò ðîáiò [1�6] íå áàçó¹òüñÿ íà òåîði¨ ìií-

ëèâèõ ìíîæèí, ùî iñòîòíî çìåíøó¹ éîãî çà-
ãàëüíiñòü, çîêðåìà äà¹ çìîãó âèâ÷àòè ëèøå
óíiâåðñàëüíi ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

2. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ i ïîçíà÷åííÿ òåîði¨ ìií-

ëèâèõ ìíîæèí. Ìiíëèâi òà áàçîâi ìiíëè-
âi ìíîæèíè ïîçíà÷àòèìåìî âåëèêèìè êàëi-
ãðàôi÷íèìè àáî ãîòè÷íèìè áóêâàìè. Íàäà-
ëi, äëÿ äîâiëüíî¨ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè
B áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ:

Bs(B) � áàçîâà ìíîæèíà, àáî ìíîæèíà âñiõ
åëåìåíòàðíèõ ñòàíiâ B.

Bs(B) � ìíîæèíà âñiõ åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ
ñòàíiâ B.

Tm(B) � ìíîæèíà ìîìåíòiâ ÷àñó B.
≤B � âiäíîøåííÿ ÷àñîâîãî ïîðÿäêó B.
Tm(B) = (Tm(B),≤B).
Bs←
B
� íàïðÿìíå âiäíîøåííÿ çìií B.

Bs←
B
� áàçà åëåìåíòàðíèõ ïðîöåñiâ B.

Åëåìåíòè ìíîæèí Bs(B) òà Bs(B) áóäå-
ìî íàçèâàòè, âiäïîâiäíî, åëåìåíòàðíèìè òà
åëåìåíòàðíî-÷àñîâèìè ñòàíàìè B.
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Áåçïîñåðåäíüî ç [11, îçíà÷åííÿ 2.4], [8,
de�nition 7.4] âèïëèâàþòü íàñòóïíi âëàñòè-
âîñòi äîâiëüíî¨ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B.

Âëàñòèâîñòi 1. 1.
Bs←
B

� ðåôëåêñèâíå ái-

íàðíå âiäíîøåííÿ, çàäàíå íà Bs(B),
òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòàðíîãî
ñòàíó x ∈ Bs(B) ñïðàâåäëèâå ñïiââiä-

íîøåííÿ x
Bs←
B
x.

2. ≤B � âiäíîøåííÿ (íåñòðîãîãî) ëiíiéíî-
ãî ïîðÿäêó, çàäàíå íà Tm(B) (òîáòî
Tm(B) = (Tm(B),≤B) � ëiíiéíî óïî-
ðÿäêîâàíà ìíîæèíà â ñåíñi [12, ñ. 12]).

3. Bs(B) ⊆ Tm(B)×Bs(B).

4.
Bs←
B

� ðåôëåêñèâíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ

íà Bs(B).

Çàóâàæåííÿ 1. Ó òîìó âèïàäêó, êîëè íà-
ïåðåä âiäîìî, ïðî ÿêó áàçîâó ìiíëèâó ìíî-

æèíó éäå ìîâà ó ïîçíà÷åííÿõ ≤B,
Bs←
B
,

Bs←
B

,

ñèìâîë �B � áóäåìî îïóñêàòè, çàñòîñîâóþ-

÷è ïîçíà÷åííÿ ≤, Bs←,
Bs←. Ó òèõ âèïàäêàõ,

êîëè çi çìiñòó ïîïåðåäíüîãî òåêñòó ìî-

æíà âèçíà÷èòè, ùî âiäíîøåííÿ
Bs←
B

àáî
Bs←
B

çàñòîñîâóþòüñÿ ñàìå äî åëåìåíòàðíèõ ÷è
åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ â çàäàíèõ ïî-
çíà÷åííÿõ ïîñëiäîâíîñòi ñèìâîëiâ �Bs� ÷è
�Bs� áóäåìî îïóñêàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è çà-
ìiñòü íèõ ïîçíà÷åííÿ ←

B
, ÷è ïðîñòî ←.

Íåõàé, T = (T,≤) � äîâiëüíà ëiíiéíî
óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà i X � äîâiëüíà ìíî-
æèíà. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ω = (t, x) ∈ T×X
áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ:

bs (ω) := x, tm (ω) := t. (1)

Òóò T×X = {(t, x) | t ∈ T, x ∈ X} � äå-
êàðòîâèé äîáóòîê ìíîæèí T i X .

Â ðîáîòàõ [8, 11, 13] äîâåäåíî, ùî äëÿ äî-
âiëüíèõ áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí B,B1,B2
ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi âëàñòèâîñòi:

Âëàñòèâîñòi 2. 1. ßêùî ω1, ω2 ∈ Bs(B) i
ω2←ω1, òî bs (ω2)← bs (ω1) i tm (ω1) ≤
tm (ω2). ßêùî, äîäàòêîâî, ω1 ̸= ω2, òî
tm (ω1) < tm (ω2).

2. Äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ Bs(B) óìîâà
x2←x1 ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè iñíóþòü åëåìåíòàðíî-÷àñîâi ñòà-
íè ω1, ω2 ∈ Bs(B) òàêi, ùî bs (ω1) = x1,
bs (ω2) = x2 i ω2←ω1.

3. ßêùî Tm (B1) = Tm (B2) , Bs (B1) =

Bs (B2) ,
Bs←
B1

=
Bs←
B2
, òî B1 = B2.

Íàäàëi, äëÿ äîâiëüíî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè
Z áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ:

Ind (Z) � Ìíîæèíà iíäåêñiâ ìiíëèâî¨ ìíî-
æèíè Z.

Lk (Z) � Ìíîæèíà îáëàñòåé ñïðèéìàí-
íÿ Z.

Ïðè öüîìó äëÿ äîâiëüíèõ îáëàñòåé ñïðèéìà-
ííÿ l,m ∈ Lk (Z) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
òàêi ïîçíà÷åííÿ:

ind (l) � Iíäåêñ îáëàñòi ñïðèéìàííÿ l.

Bs(l), Bs(l), Tm(l), ≤l,
Bs←
l
, Bs←

l
� ìíîæèíà

âñiõ åëåìåíòàðíèõ ñòàíiâ l, ìíîæèíà
âñiõ åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ l,
ìíîæèíà ìîìåíòiâ ÷àñó l, âiäíîøåííÿ
÷àñîâîãî ïîðÿäêó l, íàïðÿìíå âiäíîøå-
ííÿ çìií l, áàçà åëåìåíòàðíèõ ïðîöåñiâ
l âiäïîâiäíî.

Tm(l) = (Tm(l),≤l).
⟨m← l, Z⟩ � âiäîáðàæåííÿ óíiôiêàöi¨ ç

îáëàñòi ñïðèéìàííÿ l â îáëàñòü ñïðè-
éìàííÿ m.

Çàóâàæåííÿ 2.

1. Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ ìiíëèâî¨
ìíîæèíè ([10, îçíà÷åííÿ 3.1], [8, de�-
nition 9.6]) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨
îáëàñòi ñïðèéìàííÿ l ∈ Lk (Z) äîâiëü-
íî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè Z ìàþòü ìiñöå
âëàñòèâîñòi 1 òà âëàñòèâîñòi 2 (ç çà-
ìiíîþ ñèìâîëó �B � íà ñèìâîë �l�).

2. Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâóþòüñÿ âñi ñêî-
ðî÷åíi âàðiàíòè ïîçíà÷åíü, îïèñàíi â
çàóâàæåííi 1 (àëå, ç çàìiíîþ ñèìâî-
ëó �B � íà ñèìâîë �l � i òåðìiíó �áà-
çîâà ìiíëèâà ìíîæèíà� íà òåðìií
�îáëàñòü ñïðèéìàííÿ�).

Òàêîæ ç îçíà÷åííÿ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè âè-
ïëèâàþòü âëàñòèâîñòi 3 òà òâåðäæåííÿ 1.
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Âëàñòèâîñòi 3. Íåõàé Z � äîâiëüíà ìií-
ëèâà ìíîæèíà. Òîäi:

1. Ìíîæèíè Lk (Z) òà Ind (Z) çàâæäè
íåïîðîæíi.

2. Ind (Z) = {ind (l) | l ∈ Lk (Z)}.
3. Äëÿ äîâiëüíèõ l,m ∈ Lk (Z) ðiâíiñòü

l = m ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ind (l) = ind (m).

4. Äëÿ äîâiëüíèõ l,m ∈ Lk (Z) âiäîáðàæå-
ííÿ óíiôiêàöi¨ ⟨m← l, Z⟩ ¹ âiäîáðàæåí-
íÿì ç 2Bs(l) â 2Bs(m), äå 2M îçíà÷à¹ ìíî-
æèíó âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè M.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé, Z1, Z2 � ìiíëèâi
ìíîæèíè, ïðè÷îìó:

1. Lk (Z1) = Lk (Z2).

2. Äëÿ äîâiëüíèõ îáëàñòåé ñïðèéìàííÿ
l,m ∈ Lk (Z1) = Lk (Z2) ñïðàâåäëèâà
ðiâíiñòü: ⟨m← l,Z1⟩ = ⟨m← l,Z2⟩.

Òîäi, Z1 = Z2.

Íåõàé l,m ∈ Lk (Z) � äîâiëüíi îáëà-
ñòi ñïðèéìàííÿ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè Z. Òîäi
äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊆ Bs(l) ÷åðåç
⟨m← l, Z⟩A áóäåìî ïîçíà÷àòè äiþ âiäîáðà-
æåííÿ óíiôiêàöi¨ ⟨m← l, Z⟩ íà ìíîæèíó A.
Òîáòî:

⟨m← l, Z⟩A := ⟨m← l, Z⟩ (A).
ßêùî âiäîìî ïðî ÿêó ìiíëèâó ìíîæèíó Z
éäå ìîâà, ó ïîçíà÷åííi ⟨m← l, Z⟩ ñèìâîë Z
áóäåìî îïóñêàòè, âæèâàþ÷è çàìiñòü íüîãî
ïîçíà÷åííÿ, ⟨m← l⟩.

Â ðîáîòàõ [8, 10] äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëü-
íî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèí Z ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi
âëàñòèâîñòi:

Âëàñòèâîñòi 4. 1. Äîâiëüíó îáëàñòü
ñïðèéìàííÿ l ∈ Lk (Z) ìîæíà ïî-
äàòè ó âèãëÿäi óïîðÿäêîâàíî¨ ïà-
ðè, l = (ind (l) , l�), äå l� ¹ áàçîâîþ
ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ. Ïðè öüîìó
Bs(l) = Bs (l�), Bs(l) = Bs (l�),
Tm(l) = Tm (l�), Tm(l) = Tm (l�),

≤l=≤l�,
Bs←
l
=

Bs←
l�
,

Bs←
l
=

Bs←
l�

2. Äëÿ äîâiëüíèõ l ∈ Lk (Z) i A ⊆ Bs(l)
ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü:

⟨l← l⟩A = A.

3. ßêùî l,m ∈ Lk (Z) i A ⊆ B ⊆ Bs(l),
òî ⟨m← l⟩A ⊆ ⟨m← l⟩B;

4. Äëÿ äîâiëüíèõ l,m, p ∈ Lk (Z) i A ⊆
Bs(l) ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ:

⟨p←m⟩ ⟨m← l⟩A ⊆ ⟨p← l⟩A.

Îçíà÷åííÿ 1. Ìiíëèâó ìíîæèíó Z áóäå-
ìî íàçèâàòè ÷iòêî âèäèìîþ, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíèõ l,m ∈ Lk (Z) i A ⊆ Bs(l) ç óìîâè
A ̸= ∅ âèïëèâà¹, ùî ⟨m← l⟩A ̸= ∅.

Çàóâàæåííÿ 3. Â ðîáîòi [9, îçíà÷åííÿ 3.3]
áóëî äàíî äåùî iíøå îçíà÷åííÿ ÷iòêî âèäè-
ìî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè, à ìiíëèâi ìíîæè-
íè ÷iòêî âèäèìi â ñåíñi îçíà÷åííÿ 1 áóëî
íàçâàíî íîðìàëüíî âèäèìèìè (äèâ [9, îçíà-
÷åííÿ 3.3 òà òâåðäæåííÿ 3.3]), ïðîòå ç [9,
íàñëiäîê 4.1] âèïëèâà¹, ùî íà ðiâíi ìiíëè-
âèõ ìíîæèí ïîíÿòòÿ íîðìàëüíî¨ i ÷iòêî¨
âèäèìîñòi � åêâiâàëåíòíi. Òîìó îçíà÷åí-
íÿ 1 åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííþ ÷iòêî âèäè-
ìèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí â [9].

Òâåðäæåííÿ 2 ([9,8]). Íåõàé l,m ∈ Lk (Z)
� äîâiëüíi îáëàñòi ñïðèéìàííÿ äîâiëüíî¨
÷iòêî âèäèìî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè Z. Òîäi
äëÿ äîâiëüíîãî ω ∈ Bs(l) iñíó¹, ïðè÷îìó ¹äè-
íèé åëåìåíò ω′ =: ⟨!m← l,Z⟩ω ∈ Bs(m)
òàêèé, ùî {ω′} = ⟨m← l⟩ {ω}.

Òàêèì ÷èíîì, â ÷iòêî âèäèìié ìiíëèâié
ìíîæèíi äëÿ äîâiëüíèõ l,m ∈ Lk (Z) i ω ∈
Bs(l) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

{⟨!m← l,Z⟩ω} = ⟨m← l⟩ {ω} .

Âiäîáðàæåííÿ ⟨!m← l,Z⟩ : Bs(l) 7→ Bs(m)
áóäåìî íàçèâàòè âiäîáðàæåííÿìè ÷iòêî¨
óíiôiêàöi¨ . Ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè ìiíëèâà
ìíîæèíà Z ¹ íàïåðåä çàäàíîþ, çàìiñòü ïî-
çíà÷åííÿ ⟨!m← l,Z⟩ áóäåìî âèêîðèñòîâóâà-
òè ïîçíà÷åííÿ ⟨!m← l⟩ .

Òâåðäæåííÿ 3 ([9,8]). Íåõàé l,m ∈ Lk (Z),
äå Z � ÷iòêî âèäèìà ìiíëèâà ìíîæèíà.
Òîäi ìíîæèíè Bs(l) i Bs(m) ¹ ðiâíîïîòó-
æíèìè. Ïðè öüîìó âiäîáðàæåííÿ:

f(ω) = ⟨!m← l⟩ω, ω ∈ Bs(l) (2)

¹ ái¹êöi¹þ (âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íîþ âiäïîâiäíi-
ñòþ) ìiæ öèìè ìíîæèíàìè.
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Ç âëàñòèâîñòi 4(2), à òàêîæ [9, òåîðåìè
5.2, 5.1] àáî [8, theorems 11.2, 11.1] âèïëè-
âàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåíü ÷i-
òêî¨ óíiôiêàöi¨ ó ÷iòêî âèäèìèõ ìiíëèâèõ
ìíîæèíàõ. Ó âëàñòèâîñòÿõ 5 Z � äîâiëüíà
÷iòêî âèäèìà ìiíëèâà ìíîæèíà, i l,m, p ∈
Lk (Z) � äîâiëüíi îáëàñòi ñïðèéìàííÿ Z.

Âëàñòèâîñòi 5.

1. ∀ ω ∈ Bs(l) ⟨! l← l⟩ω = ω;

2. ∀ A ⊆ Bs(l)
⟨m← l⟩A = {⟨!m← l⟩ω | ω ∈ A};

3. ∀ ω ∈ Bs(l)
⟨! p←m⟩ ⟨!m← l⟩ω = ⟨! p← l⟩ω.

3. Ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè äëÿ ïîáóäîâè ãåîìå-

òðè÷íèõ îòî÷åíü ìiíëèâèõ ìíîæèí. Äàíèé
ðîçäië íîñèòü ñóòî òåõíi÷íèé õàðàêòåð. Â
öüîìó ðîçäiëi íå ââîäÿòüñÿ íiÿêi ïðèíöè-
ïîâî íîâi ïîíÿòòÿ, à ëèøå ðîáèòüñÿ ñïðîáà
âêëàñòè íàéáiëüø ÷àñòî âæèâàíi ìàòåìàòè-
÷íi ïðîñòîðè, ÿêi õî÷ ÿêèìîñü ÷èíîì ïîâ'ÿ-
çàíi ç ãåîìåòði¹þ, â îäíó ìàòåìàòè÷íó ñòðó-
êòóðó, çðó÷íó äëÿ ïîáóäîâè àáñòðàêòíèõ êi-
íåìàòèê.

Îçíà÷åííÿ 2. Òðiéêó L = (K,⊕,⊗) áóäå-
ìî íàçèâàòè ëiíiéíîþ ñòðóêòóðîþ íàä
ìíîæèíîþ X, ÿêùî:

1. K = (K,+K,×K) � ïîëå.

2. ⊕ : X × X 7→ X � áiíàðíà îïåðàöiÿ íàä
X;

3. ⊗ : K × X 7→ X � áiíàðíà îïåðàöiÿ ç
K× X â X.

4. Òðiéêà (X,⊕,⊗) ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì
íàä ïîëåì K.

ßêùî K ∈ {R,C}, òî ëiíiéíó ñòðóêòóðó
L áóäåìî íàçèâàòè ÷èñëîâîþ ëiíiéíîþ
ñòðóêòóðîþ íàä X.

ßêùî L = (K,⊕,⊗) ¹ ëiíiéíîþ ñòðóêòó-
ðîþ íàä X, òî ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì
K, ïîðîäæåíèé öi¹þ ñòðóêòóðîþ áóäåìî ïî-
çíà÷àòè ÷åðåç Lp (X,L):

Lp (X,L) = (X,⊕,⊗) .

Íàñòóïíå îçíà÷åííÿ áàçó¹òüñÿ íà êîíöå-
ïöi¨, ùî áiëüøiñòü íàéáiëüø ÷àñòî âæèâàíèõ

ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ (â òîìó ÷èñëi ôóí-
êöi¨, âiäíîøåííÿ, àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨, óïî-
ðÿäêîâàíi ïàðè àáî íàáîðè) ¹ ìíîæèíàìè.

Îçíà÷åííÿ 3. Øåñòiðêó ìíîæèí Q =
(X, T ,L, ρ, ∥·∥ , (·, ·)) áóäåìî íàçèâàòè êîîð-
äèíàòíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî âèêîíóþ-
òüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1. X ̸= ∅.
2. T ∪ L ̸= ∅.
3. ßêùî T ≠ ∅, òî T � òîïîëîãiÿ íà X.

4. ßêùî L ̸= ∅, òî L � ÷èñëîâà ëiíiéíà
ñòðóêòóðà íàä X.

5. ßêùî L ̸= ∅ i T ̸= ∅, òî ïàðà
(Lp (X,L) , T ) ¹ ëiíiéíèì òîïîëîãi÷íèì
ïðîñòîðîì.

6. ßêùî ρ ̸= ∅, òî:

6.1) ρ � ìåòðèêà íà X;

6.2) T ̸= ∅;
6.3) òîïîëîãiÿ T ïîðîäæåíà ìåòðè-

êîþ ρ.

7. ßêùî ∥·∥ ̸= ∅, òî:
7.1) L ̸= ∅;
7.2) ∥·∥ � íîðìà íà ëiíiéíîìó ïðîñòî-

ði Lp (X,L);
7.3) ρ ̸= ∅;
7.4) ìåòðèêà ρ ïîðîäæåíà íîðìîþ
∥·∥.

8. ßêùî (·, ·) ̸= ∅, òî:
8.1) ∥·∥ ̸= ∅ (à îòæå, çãiäíî ç 7.1), i

L ̸= ∅);
8.2) (·, ·) � ñêàëÿðíèé äîáóòîê íà ëi-

íiéíîìó ïðîñòîði Lp (X,L);
8.3) íîðìà ∥·∥ ïîðîäæåíà ñêàëÿðíèì

äîáóòêîì (·, ·).

Çàóâàæåííÿ ïðî ïîçíà÷åííÿ. ÍåõàéQ =
(X, T ,L, ρ, ∥·∥ , (·, ·)) � êîîðäèíàòíèé ïðî-
ñòið, äå ó âèïàäêó L ̸= ∅, L = (K,⊕,⊗) �
÷èñëîâà ëiíiéíà ñòðóêòóðà íàä X. Íàäàëi áó-
äåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ:

1. Zk(Q) := X (ìíîæèíó Zk(Q) áóäåìî
íàçèâàòè ìíîæèíîþ çíà÷åíü êîîð-
äèíàò Q).
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2. T p(Q) := T (T p(Q) áóäåìî íàçèâàòè
òîïîëîãi¹þ Q).

3. Ls(Q) := L (Ls(Q) áóäåìî íàçèâàòè
ëiíiéíîþ ñòðóêòóðîþ Q).

4. Ps(Q) :=

{
K, Ls(Q) ̸= ∅
∅, Ls(Q) = ∅

(Ps(Q)

áóäåìî íàçèâàòè ïîëåì ñêàëÿðiâ Q).

5. Äëÿ åëåìåíòiâ x1, . . . , xn ∈ Zk(Q),
λ1, . . . , λn ∈ Ps(Q) (n ∈ N) áóäåìî âæè-
âàòè ïîçíà÷åííÿ:

(λ1x1 + · · ·+ λnxn)Q := λ1⊗x1⊕· · ·⊕λn⊗xn.

6. diQ := ρ (diQ áóäåìî íàçèâàòè äè-
ñòàíöi¹þ íà Q).

7. ∥·∥Q := ∥·∥ (∥·∥Q áóäåìî íàçèâàòè
íîðìîþ íà Q).

8. (·, ·)Q := (·, ·) ((·, ·)Q áóäåìî íàçèâàòè
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íà Q).

Åëåìåíòè x ∈ Zk(Q) áóäåìî íàçèâàòè êîîð-
äèíàòàìè êîîðäèíàòíîãî ïðîñòîðó Q, à ó
âèïàäêó Ls(Q) ̸= ∅ öi åëåìåíòè áóäåìî òà-
êîæ íàçèâàòè âåêòîðàìè (âåêòîðíèìè
êîîðäèíàòàìè) Q.

Ó âèïàäêó, êîëè öå íå âèêëèêà¹ íåïîðî-
çóìiíü ó ïîçíà÷åííÿõ (λ1x1 + · · ·+ λnxn)Q,
diQ, ∥·∥Q, (·, ·)Q ñèìâîë Q áóäåìî îïóñêà-
òè, âæèâàþ÷è çàìiñòü íèõ ïîçíà÷åííÿ λ1x1+
· · ·+ λnxn, di, ∥·∥, (·, ·) âiäïîâiäíî.

4. Êiíåìàòè÷íi ìiíëèâi ìíîæèíè

Îçíà÷åííÿ 4.

1. Ïàðó G0 = (Q, k) áóäåìî íàçèâàòè
ãåîìåòðè÷íèì îòî÷åííÿì áàçîâî¨
ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B, ÿêùî:

à) Q � êîîðäèíàòíèé ïðîñòið;

á) k : Bs(B) 7→ Zk(Q) � âiäîáðàæåí-
íÿ ç Bs(B) â Zk(Q).

Ïðè öüîìó ïàðó Cb = (B,G0) =
(B, (Q, k)) áóäåìî íàçèâàòè áàçîâîþ
êiíåìàòè÷íîþ ìiíëèâîþ ìíîæè-
íîþ, àáî, ñêîðî÷åíî � áàçîâîþ êiíå-
ìàòè÷íîþ ìíîæèíîþ.

2. Íåõàé, Z � ìiíëèâà ìíîæè-
íà. Iíäåêñîâàíó ñiì'þ ïàð âèäó
G = ((Ql, kl) | l ∈ Lk (Z)) áóäåìî íàçè-
âàòè ãåîìåòðè÷íèì îòî÷åííÿì
ìiíëèâî¨ ìíîæèíè Z, ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ îáëàñòi ñïðèéìàííÿ l ∈ Lk (Z)
ïàðà (Ql, kl) ¹ ãåîìåòðè÷íèì îòî÷å-
ííÿì áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè l�,
ïîðîäæåíî¨ îáëàñòþ ñïðèéìàííÿ l,
òîáòî ÿêùî ïàðà (l�, (Ql, kl)) ¹ áàçîâîþ
êiíåìàòè÷íîþ ìíîæèíîþ äëÿ äîâiëü-
íîãî l ∈ Lk (Z).
Ïðè öüîìó ïàðó C = (Z,G) áóäåìî
íàçèâàòè êiíåìàòè÷íîþ ìiíëè-
âîþ ìíîæèíîþ, àáî, ñêîðî÷åíî �
êiíåìàòè÷íîþ ìíîæèíîþ.

Ïiäêðåñëèìî, ùî â öié ñòàòòi ðîçãëÿäàþ-
òüñÿ ëèøå êiíåìàòè÷íi ìíîæèíè çi ñòàëîþ
(íå çìiííîþ â ÷àñi) ãåîìåòði¹þ. Òàêi êiíå-
ìàòè÷íi ìíîæèíè äîñòàòíi äëÿ ïîáóäîâè àá-
ñòðàêòíèõ êiíåìàòèê â iíåðöiéíèõ ñèñòåìàõ
âiäëiêó. Çðîáèâøè ïåâíó ìîäèôiêàöiþ îçíà-
÷åííÿ 4, âèçíà÷èòè êiíåìàòè÷íi ìíîæèíè ç
ìiíëèâîþ ãåîìåòði¹þ, â ïðèíöèïi, ìîæëèâî.

Ñèñòåìà ïîçíà÷åíü äëÿ áàçîâèõ êiíåìàòè-

÷íèõ ìíîæèí Íåõàé, Cb = (B,G0) äå G0 =
(Q, k) � äîâiëüíà áàçîâà êiíåìàòè÷íà ìíî-
æèíà. Íàäàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íà-
ñòóïíó ñèñòåìó ïîçíà÷åíü.

à) Ïîçíà÷åííÿ, iíäóêîâàíi ç òåîði¨ áàçî-
âèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí:

Bs
(
Cb
)
:= Bs(B); Bs

(
Cb
)
:= Bs(B);

Bs←
Cb

:=
Bs←
B
;

Bs←
Cb

:=
Bs←
B
;

Tm
(
Cb
)
:= Tm(B); Tm

(
Cb
)
:= Tm(B);

≤Cb := ≤B;

á) Ïîçíà÷åííÿ, iíäóêîâàíi ç ïîçíà÷åíü
äëÿ êîîðäèíàòíèõ ïðîñòîðiâ:

Zk
(
Cb
)
:= Zk (Q) ; T p

(
Cb
)
:= T p (Q) ;

Ls
(
Cb
)
:= Ls (Q) ; Ps

(
Cb
)
:= Ps (Q) ;

diCb := diQ; ∥·∥Cb := ∥·∥Q ;
(·, ·) Cb := (·, ·)Q .

Òàêîæ ó âèïàäêó Ls
(
Cb
)
̸= ∅ äëÿ

äîâiëüíèõ a1, . . . , an ∈ Zk
(
Cb
)
, λ1, . . . λn ∈

Ps
(
Cb
)
áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå
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ïîçíà÷åííÿ:

(λ1a1 + · · ·+ λnan)Cb := (λ1a1 + · · ·+ λnan)Q .

â) Âëàñíi ïîçíà÷åííÿ äëÿ áàçîâèõ êiíåìà-
òè÷íèõ ìíîæèí:

BE
(
Cb
)
:= B; BG

(
Cb
)
:= Q;

qCb(x) := k(x)
(
x ∈ Bs

(
Cb
))
.

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ qCb(·) ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó åëåìåíòàðíîìó ñòà-
íó x ∈ Bs

(
Cb
)
éîãî êîîðäèíàòó qCb(x).

ã) Ñêîðî÷åíi âàðiàíòè ïîçíà÷åíü

• Âèêîðèñòîâóþòüñÿ âñi ñêîðî÷åíi âàði-
àíòè ïîçíà÷åíü, îïèñàíi â çàóâàæåííi 1
(àëå, ç çàìiíîþ ñèìâîëó �B � íà ñèìâîë
�Cb� i òåðìiíó �áàçîâà ìiíëèâà ìíîæè-
íà� íà òåðìií �áàçîâà êiíåìàòè÷íà ìíî-
æèíà�).

• Ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè íàïåðåä âiäîìî
ïðî ÿêó áàçîâó êiíåìàòè÷íó ìíîæèíó
éäå ìîâà çàìiñòü ïîçíà÷åíü diCb , ∥·∥Cb ,
(·, ·) Cb , qCb(x) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
ïîçíà÷åííÿ di, ∥·∥, (·, ·), q(x) âiäïîâiä-
íî.

Ñèñòåìà ïîçíà÷åíü äëÿ êiíåìàòè÷íèõ ìíî-

æèí Íåõàé, C = (Z,G), äå G = ((Ql, kl) |
l ∈ Lk (Z)) � êiíåìàòè÷íà ìíîæèíà.

à) Ìíîæèíè:

Ind (C) := Ind (Z) ;
Lk (C) := Lk (Z) .

áóäåìî íàçèâàòèìíîæèíîþ iíäåêñiâ
òà ìíîæèíîþ ñèñòåì âiäëiêó êiíå-
ìàòè÷íî¨ ìíîæèíè C (âiäïîâiäíî). Ïðè-
÷îìó ó âèïàäêó êiíåìàòè÷íèõ ìíîæèí,
íà âiäìiíó âiä àáñòðàêòíèõ ìiíëèâèõ
ìíîæèí áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñü òåðìií
�ñèñòåìà âiäëiêó�, à íå �îáëàñòü ñïðè-
éìàííÿ�.

á) Ìiíëèâó ìíîæèíó

BE (C) := Z

áóäåìî íàçèâàòè áàçîþ åâîëþöi¨ êiíå-
ìàòè÷íî¨ ìíîæèíè C.

â) Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l ∈
Lk (C) = Lk (Z) çáåðiãàþòüñÿ âñi ïîçíà-
÷åííÿ, ââåäåíi äëÿ îáëàñòåé ñïðèéìà-
ííÿ â òåîði¨ ìiíëèâèõ ìíîæèí (ind (l),

Bs(l),
Bs←
l
, Bs(l), Bs←

l
, Tm(l), Tm(l), ≤l).

ã) Äëÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì âiäëiêó l,m ∈
Lk (C) iíäóêóþòüñÿ ïîçíà÷åííÿ äëÿ âiä-
îáðàæåíü óíiôiêàöi¨:

⟨m← l, C⟩ := ⟨m← l, Z⟩ .
Çîêðåìà, ó âèïàäêó, êîëè ìiíëèâà ìíî-
æèíà Z ¹ ÷iòêî âèäèìîþ (ó öüîìó âè-
ïàäêó áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êiíåìàòè-
÷íà ìíîæèíà C ¹ ÷iòêî âèäèìîþ),
ââîäèìî ïîçíà÷åííÿ:

⟨!m← l,C⟩ := ⟨!m← l,Z⟩ .

ä) Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l ∈ Lk (C)
ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ C � l = (l�,Gl), äå
Gl = (Ql, kl). Çà îçíà÷åííÿì êiíåìàòè-
÷íî¨ ìíîæèíè, äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè
âiäëiêó l ∈ Lk (C) ïàðà C � l ¹ áàçîâîþ
êiíåìàòè÷íîþ ìíîæèíîþ. Áàçîâó êiíå-
ìàòè÷íó ìíîæèíó C � l áóäåìî íàçèâà-
òè îáðàçîì êiíåìàòè÷íî¨ ìíîæè-
íè C â ñèñòåìi âiäëiêó l.

å) Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l ∈ Lk (C)
ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

Zk(l; C) := Zk (C � l) = Zk (Ql) ;

Ls(l; C) := Ls (C � l) = Ls (Ql) ;

T p(l; C) := T p (C � l) = T p (Ql) ;

Ps(l; C) := Ps (C � l) = Ps (Ql) ;

∥·∥l,C := ∥·∥C�l = ∥·∥Ql
;

dil (·; C) := diC�l = diQl
;

(·, ·)l,C := (·, ·)C�l = (·, ·)Ql
;

BE(l) := BE(C � l) = l�;

BG(l; C) := BG(C � l) = Ql.

Òàêîæ äëÿ ñèñòåì âiäëiêó l ∈ Lk (C)
òàêèõ, ùî Ls(l) ̸= ∅ i äîâiëüíèõ
a1, . . . , an ∈ Zk(l; C), λ1, . . . λn ∈
Ps(l; C) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòó-
ïíå ïîçíà÷åííÿ:

(λ1a1 + · · ·+ λnan)l,C :=

:= (λ1a1 + · · ·+ λnan)Ql .
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¹) Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l ∈ Lk (C)
ââåäåìî òàêå ïîçíà÷åííÿ:

ql (x; C) := qC�l (x) = kl(x), x ∈ Bs (l) .

æ) Ñêîðî÷åíi âàðiàíòè ïîçíà÷åíü:

• Ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè íàïåðåä âiäî-
ìî ïðî ÿêó êiíåìàòè÷íó ìíîæèíó C
éäå ìîâà çàìiñòü ïîçíà÷åíü ⟨m← l, C⟩,
⟨!m← l, C⟩ , Zk(l; C), Ls(l; C), dil (·; C),
(·, ·)l,C, T p(l; C),Ps(l; C), ∥·∥l,C, BG(l; C),
ql (x; C) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà-
÷åííÿ, ⟨m← l⟩, ⟨!m← l⟩ , Zk(l), Ls(l),
dil, (·, ·)l, T p(l), Ps(l), ∥·∥l, BG(l), ql (x)
âiäïîâiäíî.

• Ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè íàïåðåä âiäîìî
ïðî ÿêó ñèñòåìó âiäëiêó l ∈ Lk (C) éäå
ìîâà çàìiñòü ïîçíà÷åíü dil, ∥·∥l, (·, ·) l,
ql (x), (λ1a1 + · · ·+ λnan)l,C áóäåìî âè-
êîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ di, ∥·∥, (·, ·),
q(x), λ1a1+ · · ·+λnan âiäïîâiäíî. Òàêîæ
áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ ñêîðî÷åíèìè âà-
ðiàíòàìè ïîçíà÷åíü äëÿ îáëàñòåé ñïðè-
éìàííÿ ìiíëèâèõ ìíîæèí, îïèñàíèìè â
çàóâàæåííi 2 (ïóíêò 2).

5. Åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi êiíåìàòè÷íèõ

ìíîæèí

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé, C1, C2 � êiíåìàòè-
÷íi ìíîæèíè, ïðè÷îìó:

1. Lk (C1) = Lk (C2).

2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l ∈
Lk (C1) = Lk (C2) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü,
C1 � l = C2 � l.

3. Äëÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì âiäëiêó l,m ∈
Lk (C1) = Lk (C2) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü,
⟨m← l,C1⟩ = ⟨m← l,C2⟩.

Òîäi, C1 = C2.

Äîâåäåííÿ.
Íåõàé, C1 = (Z1,G1), C2 = (Z2,G2),

äå G1 =
((

Q
(1)
l , k

(1)
l

)
| l ∈ Lk (Z1)

)
, G2 =((

Q
(2)
l , k

(2)
l

)
| l ∈ Lk (Z2)

)
� êiíåìàòè÷íi

ìíîæèíè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òâåð-
äæåííÿ 4. Òîäi ìiíëèâi ìíîæèíè Z1 i Z2

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òâåðäæåííÿ 1. Îòæå,
Z1 = Z2.

Çà óìîâîþ, äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiä-
ëiêó l ∈ Lk (Z1) = Lk (Z2), âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü C1 � l = C2 � l. Îòæå, çãi-
äíî ç ïîçíà÷åííÿìè, ïðèéíÿòèìè â ðîçäi-

ëi 4,
(
l�,
(
Q

(1)
l , k

(1)
l

))
= C1 � l = C2 �

l =
(
l�,
(
Q

(2)
l , k

(2)
l

))
. Òîáòî,

(
Q

(1)
l , k

(1)
l

)
=(

Q
(2)
l , k

(2)
l

)
(∀l ∈ Lk (Z1) = Lk (Z2)). Çâiäñè:

G1 =
((

Q
(1)
l , k

(1)
l

)
| l ∈ Lk (Z1)

)
=
((

Q
(2)
l , k

(2)
l

)
| l ∈ Lk (Z2)

)
= G2.

Îòæå, C1 = (Z1,G1) = (Z2,G2) = C2.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé, C1, C2 � êiíåìàòè÷íi
ìíîæèíè, ïðè÷îìó:

1. Lk (C1) = Lk (C2).

2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l ∈
Lk (C1) = Lk (C2) ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi:

BG (l; C1) = BG (l; C2)

ql (x, C1) = ql (x, C2) (∀x ∈ Bs(l)) .

3. Äëÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì âiäëiêó l,m ∈
Lk (C1) = Lk (C2) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü,
⟨m← l,C1⟩ = ⟨m← l,C2⟩.

Òîäi, C1 = C2.

Äîâåäåííÿ.
Íåõàé, êiíåìàòè÷íi ìíîæèíè C1 i C2 çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâè íàñëiäêó. Òîäi, çãiäíî iç
ñèñòåìîþ ïîçíà÷åíü, ïðèéíÿòîþ â ðîçäiëi 4,
äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l ∈ Lk (C1) =
Lk (C2) îòðèìó¹ìî:

C1 � l = (BE(l), (BG (l,C1) , ql (·; C1))) =

= (BE(l), (BG (l,C2) , ql (·; C2))) = C2 � l.

Îòæå, çà òâåðäæåííÿì 4, C1 = C2.

Çàóâàæåííÿ 4. Iç ñèñòåìè ïîçíà÷åíü,
ïðèéíÿòî¨ â ðîçäiëi 4, âèïëèâà¹, ùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ êiíåìàòè÷íî¨ ìíîæèíè C çáåðiãà-
þòüñÿ âëàñòèâîñòi 3, âëàñòèâîñòi 4 òà
òâåðäæåííÿ 3, à ó âèïàäêó, êîëè C ¹ ÷i-
òêî âèäèìîþ, � âëàñòèâîñòi 5 (ç çàìiíîþ
ñêðiçü ñèìâîëó Z íà ñèìâîë C).
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6. Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ó êiíåìàòè÷íèõ

ìíîæèíàõ. Íåõàé, Cb � áàçîâà êiíåìàòè÷íà
ìíîæèíà. Ââåäåìî íàñòóíi ïîçíà÷åííÿ.

1. Ìíîæèíó:

Mk
(
Cb
)
:= Tm

(
Cb
)
× Zk

(
Cb
)
,

áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíîþ Ìiíêîâ-
ñüêîãî áàçîâî¨ êiíåìàòè÷íî¨ ìíîæèíè Cb.

2. ×åðåç Q⟨Cb⟩ áóäåìî ïîçíà÷àòè âiäîáðà-
æåííÿ ç Bs

(
Cb
)
â Mk

(
Cb
)
, ùî çàäà¹òüñÿ

ôîðìóëîþ:

Q⟨Cb⟩(ω) := (tm (ω) , qCb(bs (ω))) ,

ω ∈ Bs
(
Cb
)
.

Äëÿ åëåìåíòàðíî-÷àñîâîãî ñòàíó ω ∈
Bs
(
Cb
)
çíà÷åííÿ Q⟨Cb⟩(ω) áóäåìî íàçèâàòè

êîîðäèíàòàìè Ìiíêîâñüêîãî ω.
3. ßêùî C � äîâiëüíà êiíåìàòè÷íà ìíî-

æèíà, òî äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó l ∈
Lk (C) ââîäèìî ïîçíà÷åííÿ:
Mk(l;C) := Mk (C � l) = Tm(l)× Zk(l).

Q⟨l⟩(ω;C) := Q⟨C�l⟩(ω) = (tm (ω) , ql(bs (ω))) ∈
∈Mk(l;C), ω ∈ Bs(l).

Äëÿ åëåìåíòàðíî-÷àñîâîãî ñòàíó ω ∈ Bs (l)
çíà÷åííÿ Q⟨l⟩(ω;C) áóäåìî íàçèâàòè êîîð-
äèíàòàìè Ìiíêîâñüêîãî ω ó ñèñòåìi
âiäëiêó l.

Ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè íàïåðåä âiäîìî, ïðî
ÿêó êiíåìàòè÷íó ìíîæèíó C éäå ìîâà, çà-
ìiñòü ïîçíà÷åíü Mk(l;C), Q⟨l⟩(ω;C) áóäåìî
âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ Mk(l), Q⟨l⟩(ω)
âiäïîâiäíî.

Îçíà÷åííÿ 5. Íåõàé, C � ÷iòêî âèäèìà êi-
íåìàòè÷íà ìíîæèíà i l,m ∈ Lk (C) � äî-
âiëüíi ñèñòåìè âiäëiêó C.

1. Âiäîáðàæåííÿ Q⟨m← l⟩ ( · ;C) : Bs(l) 7→
Mk(m), ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

Q⟨m← l⟩(ω;C) =

= Q⟨m⟩(⟨!m← l⟩ω), ω ∈ Bs(l)
áóäåìî íàçèâàòè ðåàëüíèì ïåðåòâî-
ðåííÿì êîîðäèíàò ç l â m.
Äëÿ åëåìåíòàðíî-÷àñîâîãî ñòàíó ω ∈
Bs (l) çíà÷åííÿ Q⟨m← l⟩(ω;C) ìîæíà íà-
çâàòè êîîðäèíàòàìè Ìiíêîâñüêîãî ω ó
(iíøié) ñèñòåìi âiäëiêó m ∈ Lk (C).

2. Âiäîáðàæåííÿ Q̃ : Mk(l) 7→ Mk(m)
áóäåìî íàçèâàòè óíiâåðñàëüíèì ïå-
ðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò ç l â m,
ÿêùî:

• Q̃ ¹ ái¹êöi¹þ ç Mk(l) íà Mk(m).

• Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòàðíî-
÷àñîâîãî ñòàíó ω ∈ Bs(l) ñïðàâå-
äëèâà ðiâíiñòü:

Q⟨m← l⟩(ω;C) = Q̃
(
Q⟨l⟩(ω)

)
.

3. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñèñòåìè âiäëiêó
l,m ∈ Lk (C) äîïóñêàþòü óíiâåðñà-
ëiçàöiþ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò,
ÿêùî iñíó¹ õî÷ îäíå óíiâåðñàëüíå ïå-
ðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò Q̃ : Mk(l) 7→
Mk(m) ç l â m.
ßêùî ñèñòåìè âiäëiêó l,m ∈ Lk (C) äî-
ïóñêàþòü óíiâåðñàëiçàöiþ ïåðåòâîðåí-
íÿ êîîðäèíàò áóäåìî âèêîðèñòîâóâà-
òè ïîçíà÷åííÿ:

l�
C
m,

ó âèïàäêó, êîëè íàïåðåä âiäîìî, ïðî
ÿêó êiíåìàòè÷íó ìíîæèíó C éäå ìî-
âà, áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åí-
íÿ l�m.

4. Iíäåêñîâàíó ñiì'þ
(
Q̃m,l

)
l,m∈Lk(C)

áóäåìî

íàçèâàòè óíiâåðñàëüíèì ïåðåòâî-
ðåííÿì êîîðäèíàò äëÿ êiíåìàòè-
÷íî¨ ìíîæèíè C, ÿêùî:

• Äëÿ äîâiëüíèõ l,m ∈ Lk (C) Q̃m,l ¹
óíiâåðñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êî-
îðäèíàò ç l â m.

• Äëÿ äîâiëüíèõ l,m, p ∈ Lk (C) i w ∈
Mk(l) ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi:

Q̃l,l(w) = w;

Q̃p,m

(
Q̃m,l(w)

)
= Q̃p,l(w).

5. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êiíåìàòè÷íà
ìíîæèíà C äîïóñêà¹ óíiâåðñàëü-
íå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò, ÿêùî
iñíó¹ õî÷ îäíå óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðå-

ííÿ êîîðäèíàò
(
Q̃m,l

)
l,m∈Lk(C)

äëÿ C.
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Çàóâàæåííÿ 5. Ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè íà-
ïåðåä âiäîìî, ïðî ÿêó êiíåìàòè÷íó ìíî-
æèíó C éäå ìîâà, çàìiñòü ïîçíà÷åííÿ
Q⟨m← l⟩(ω;C) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïî-
çíà÷åííÿ Q⟨m← l⟩(ω).

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé C � ÷iòêî âèäèìà
êiíåìàòè÷íà ìíîæèíà. Òîäi:

1. Äëÿ äîâiëüíîãî l ∈ Lk (C) òîòîæíå
âiäîáðàæåííÿ íà Mk(l):

Il(w) := w, w ∈Mk(l)

¹ óíiâåðñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êîîð-
äèíàò ç l â l.

2. ßêùî Q̃ � óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåí-
íÿ êîîðäèíàò ç l â m (l,m ∈ Lk (C)),
òî Q̃[−1] � óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåí-
íÿ êîîðäèíàò ç m â l (âiäîáðàæåííÿ

Q̃[−1], îáåðíåíå äî Q̃ iñíó¹, îñêiëüêè, çà
îçíà÷åííÿì 5, ïóíêò 2, Q̃ ¹ ái¹êöi¹þ ç
Mk(l) íà Mk(m)).

3. ßêùî Q̃(m,l) ¹ óíiâåðñàëüíèì ïåðåòâîðå-
ííÿì êîîðäèíàò ç l â m, à Q̃(p,m) � óíi-
âåðñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò
ç m â p (l,m, p ∈ Lk (C)), òî êîìïîçè-

öiÿ âiäîáðàæåíü Q̃(p,m) i Q̃(m,l), òîáòî
âiäîáðàæåííÿ:

Q̃(p,l)(w) = Q̃(p,m)
(
Q̃(m,l)(w)

)
,

w ∈Mk(l).

¹ óíiâåðñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êîîð-
äèíàò ç l â p.

Äîâåäåííÿ.
1. Íåõàé, l ∈ Lk (C). Î÷åâèäíî, ùî âiä-

îáðàæåííÿ Il ¹ ái¹êöi¹þ çMk(l) íàMk(l). Âè-
êîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ 5 (ïóíêò 1) òà âëà-
ñòèâiñòü 5(1), äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòàðíî-
÷àñîâîãî ñòàíó ω ∈ Bs(l) îòðèìó¹ìî:

Q⟨l← l⟩(ω) = Q⟨l⟩(⟨! l← l⟩ω) =
= Q⟨l⟩(ω) = Il

(
Q⟨l⟩(ω)

)
.

Îòæå, çà îçíà÷åííÿì 5 (ïóíêò 2), Il ¹ óíi-
âåðñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò ç l â
l.

2. Íåõàé, Q̃ � óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåí-
íÿ êîîðäèíàò ç l â m (l,m ∈ Lk (C)). Òîäi,

äëÿ äîâiëüíîãî ω ∈ Bs(l), çà îçíà÷åííÿì 5
(ïóíêòè 1 òà 2), îòðèìó¹ìî:

Q⟨m⟩ (⟨!m← l⟩ω) = Q⟨m← l⟩(ω) =

= Q̃
(
Q⟨l⟩(ω)

)
.

Çâiäñè:

Q⟨l⟩(ω) = Q̃[−1] (Q⟨m⟩ (⟨!m← l⟩ω)
)
.

Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî ω1 ∈ Bs(m)
(⟨! l←m⟩ω1 ∈ Bs(l)), âíàñëiäîê âëàñòè-
âîñòåé 5(1,3) áóäåìî ìàòè:

Q⟨l⟩ (⟨! l←m⟩ω1) =

= Q̃[−1] (Q⟨m⟩ (⟨!m← l⟩ ⟨! l←m⟩ω1)
)
=

= Q̃[−1] (Q⟨m⟩ (⟨!m←m⟩ω1)
)
=

= Q̃[−1] (Q⟨m⟩ (ω1)
)
.

Òîáòî, çà îçíà÷åííÿì 5 (ïóíêò 1):

Q⟨l←m⟩ (ω1) = Q̃[−1] (Q⟨m⟩ (ω1)
)

(∀ω1 ∈ Bs(m)) .

Îòæå, çà îçíà÷åííÿì 5 (ïóíêò 2), Q̃[−1] ¹ óíi-
âåðñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò ç m â
l.

3. Íåõàé, Q̃(m,l) ¹ óíiâåðñàëüíèì ïåðåòâî-
ðåííÿì êîîðäèíàò ç l â m, à Q̃(p,m) � óíi-
âåðñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò ç m â
p (l,m, p ∈ Lk (C)). Ïîêëàäåìî: Q̃(p,l)(w) :=

Q̃(p,m)
(
Q̃(m,l)(w)

)
, w ∈ Mk(l). Î÷åâèäíî, ùî

âiäîáðàæåííÿ Q̃(p,l) ¹ ái¹êöi¹þ ç Mk(l) íà
Mk(p). Ïðè öüîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷å-
ííÿ 5, ïóíêòè 1,2 òà âëàñòèâîñòi 5, äëÿ äî-
âiëüíîãî ω ∈ Bs(l) îòðèìó¹ìî:
Q⟨p← l⟩(ω) = Q⟨p⟩ (⟨! p← l⟩ω) =

= Q⟨p⟩ (⟨! p←m⟩ ⟨!m← l⟩ω) =
= Q⟨p←m⟩ (⟨!m← l⟩ω) =
= Q̃(p,m)

(
Q⟨m⟩ (⟨!m← l⟩ω)

)
=

= Q̃(p,m)
(
Q⟨m← l⟩(ω)

)
=

= Q̃(p,m)
(
Q̃(m,l)

(
Q⟨l⟩(ω)

))
=

= Q̃(p,l)
(
Q⟨l⟩(ω)

)
.

Îòæå, çà îçíà÷åííÿì 5, ïóíêò 2, Q̃(p,l) ¹ óíi-
âåðñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò ç l â
p.

Ç òâåðäæåííÿ 5 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê:
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Íàñëiäîê 2. Âiäíîøåííÿ � ¹ âiäíîøåí-
íÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi Lk (C)
ñèñòåì âiäëiêó äîâiëüíî¨ ÷iòêî âèäèìî¨ êi-
íåìàòè÷íî¨ ìíîæèíè C.

Òâåðäæåííÿ 6. Äëÿ äîâiëüíî¨ ÷iòêî âè-
äèìî¨ êiíåìàòè÷íî¨ ìíîæèíè C íàñòóïíi
òâåðäæåííÿ ðiâíîñèëüíi:

1. C äîïóñêà¹ óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ
êîîðäèíàò.

2. Äëÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì âiäëiêó l,m ∈
Lk (C) ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ l�m
(òîáòî äîâiëüíi äâi ñèñòåìè âiäëiêó
l,m ∈ Lk (C) äîïóñêàþòü óíiâåðñàëiçà-
öiþ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò).

3. Iñíó¹ ñèñòåìà âiäëiêó l ∈ Lk (C) òà-
êà, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó
m ∈ Lk (C) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåí-
íÿ l�m.

Äîâåäåííÿ.
1. Iìïëiêàöiÿ 1 =⇒ 2 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åí-

íÿ 5, ïóíêòè 3 i 4.
2. Çà âëàñòèâiñòþ 3(1), ìíîæèíà Lk (C)

� íåïîðîæíÿ. Òîìó, äëÿ òîãî, ùîá ïåðåêî-
íàòèñü ó ñïðàâåäëèâîñòi iìïëiêàöi¨ 2 =⇒ 3
äîñèòü çàôiêñóâàòè äîâiëüíó ñèñòåìó âiäëi-
êó l ∈ Lk (C).

3. Îòæå, çàëèøèëîñü äîâåñòè iìïëiêà-
öiþ 3 =⇒ 1. Íåõàé iñíó¹ ñèñòåìà âiäëiêó
l ∈ Lk (C) òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ m ∈
Lk (C) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ l�m.
Òîäi, äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó m ∈
Lk (C) iñíó¹ óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ êî-
îðäèíàòQ(m,l) : Mk(l) 7→Mk(m). Äëÿ äîâiëü-
íèõ ñèñòåì âiäëiêó m, p ∈ Lk (C) ïîêëàäåìî:

Q̃p,m(w) := Q(p,l)
((
Q(m,l)

)[−1]
(w)
)
, (3)

w ∈Mk(m).

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5 (ïóíêòè 2 i 3), äëÿ
äîâiëüíèõ m, p ∈ Lk (C) âiäîáðàæåííÿ Q̃p,m :
Mk(m) 7→Mk(p) ¹ óíiâåðñàëüíèì ïåðåòâîðå-
ííÿì êîîðäèíàò ç m â p. Êðiì òîãî, çãiäíî ç
ðiâíiñòþ (3), äëÿ äîâiëüíèõ m, p, k ∈ Lk (C) i

w ∈Mk(m) îòðèìó¹ìî:

Q̃m,m(w) = Q(m,l)
((
Q(m,l)

)[−1]
(w)
)
= w;

Q̃k,p

(
Q̃p,m(w)

)
= Q(k,l)

((
Q(p,l)

)[−1](
Q(p,l)

((
Q(m,l)

)[−1]
(w)
)))

=

= Q(k,l)
((
Q(m,l)

)[−1]
(w)
)
=

= Q̃k,m(w).

Îòæå, çà îçíà÷åííÿì 5 (ïóíêò 4), ñiì'ÿ

âiäîáðàæåíü
(
Q̃p,m

)
m,p∈Lk(C)

¹ óíiâåðñàëüíèì

ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò äëÿ êiíåìàòè÷íî¨
ìíîæèíè C. Òîìó, çà îçíà÷åííÿì 5 (ïóíêò
5), êiíåìàòè÷íà ìíîæèíà C äîïóñêà¹ óíiâåð-
ñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

Íåõàé, Cb � áàçîâà êiíåìàòè÷íà ìíîæè-
íà. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ Bs

(
Cb
)
ïî-

êëàäåìî:

trjCb [A] := Q⟨Cb⟩(A) =

=
{
Q⟨Cb⟩(ω) | ω ∈ A

}
⊆Mk

(
Cb
)
. (4)

Ìíîæèíó trjCb [A] áóäåìî íàçèâàòè òðà¹-
êòîði¹þ ìíîæèíè A ⊆ Bs

(
Cb
)
. Äëÿ äî-

âiëüíî¨ áàçîâî¨ êiíåìàòè÷íî¨ ìíîæèíè Cb ïî-
êëàäåìî:

Trj
(
Cb
)
:= trjCb

[
Bs
(
Cb
)]

=

=
{
Q⟨Cb⟩(ω) | ω ∈ Bs

(
Cb
)}
⊆Mk

(
Cb
)
,

Trj
(
Cb
)
:= Mk

(
Cb
)
\ Trj

(
Cb
)
.

Ìíîæèíó Trj
(
Cb
)
áóäåìî íàçèâàòè (çà-

ãàëüíîþ) òðà¹êòîði¹þ áàçîâî¨ êiíåìàòè-
÷íî¨ ìíîæèíè Cb, à ìíîæèíó Trj

(
Cb
)
� äî-

ïîâíåííÿì (çàãàëüíî¨) òðà¹êòîði¨ Cb.
Âiäïîâiäíî äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó
l ∈ Lk (C) äîâiëüíî¨ êiíåìàòè÷íî¨ ìíîæèíè
C ìîæíà âèçíà÷èòè òðà¹êòîði¹þ äîâiëüíî¨
ìiíëèâî¨ ñèñòåìè A ⊆ Bs(l), à òàêîæ çàãàëü-
íó òðà¹êòîðiþ i äîïîâíåííÿ çàãàëüíî¨ òðà¹-
êòîði¨ ñèñòåìè âiäëiêó l:

trjl [A; C] := trjC�l [A] =
{
Q⟨l⟩(ω) | ω ∈ A

}
;

Trj(l; C) := Trj(C � l)
=
{
Q⟨l⟩(ω) | ω ∈ Bs(l)

}
; (5)

Trj(l; C) := Trj(C � l) = Mk(l) \ Trj(l; C)
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(ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè êiíåìàòè÷íà ìíîæè-
íà C ¹ íàïåðåä âiäîìîþ, çàìiñòü ïîçíà÷åíü
trjl [A; C], Trj(l; C), Trj(l; C) áóäåìî âèêîðè-
ñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ trjl [A], Trj(l), Trj(l)
âiäïîâiäíî).

Íàñòóïíà òåîðåìà âñòàíîâëþ¹ íåîáõiäíó
i äîñòàòíþ îçíàêó iñíóâàííÿ óíiâåðñàëüíîãî
ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ìiæ ñèñòåìàìè âiä-
ëiêó ÷iòêî âèäèìî¨ êiíåìàòè÷íî¨ ìíîæèíè.

Òåîðåìà 4. Íåõàé C � ÷iòêî âèäèìà êiíå-
ìàòè÷íà ìíîæèíà i l,m ∈ Lk (C) � äîâiëü-
íi ôiêñîâàíi ñèñòåìè âiäëiêó C.

Ñèñòåìè âiäëiêó l,m äîïóñêàþòü óíiâåð-
ñàëiçàöiþ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò (òîáòî
l�m) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþ-
òüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1. card
(
Trj(l)

)
= card

(
Trj(m)

)
, äå

card(M) îçíà÷à¹ ïîòóæíiñòü ìíî-
æèíèM.

2. Äëÿ äîâiëüíèõ ω1, ω2 ∈ Bs(l) ðiâíiñòü
Q⟨m← l⟩ (ω1) = Q⟨m← l⟩ (ω2) ñïðàâåäëèâà
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Q⟨l⟩ (ω1) =
Q⟨l⟩ (ω2).

Äîâåäåííÿ.
1. Íåõàé l,m ∈ Lk (C) i l�m. Òî-

äi, çà îçíà÷åííÿì 5 iñíó¹ ái¹êöiÿ Q̃ :
Mk(l) 7→ Mk(m) òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
åëåìåíòàðíî-÷àñîâîãî ñòàíó ω ∈ Bs(l) ñïðà-
âåäëèâà ðiâíiñòü:

Q⟨m← l⟩(ω) = Q̃
(
Q⟨l⟩(ω)

)
. (6)

1.à) Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ çàãàëüíî¨
òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè âiäëiêó (äèâ. (5)), âëà-
ñòèâîñòi 5(1,3) îçíà÷åííÿ 5 (ïóíêò 1) òà ðiâ-
íiñòü (6) îòðèìó¹ìî:

Trj(m) =
{
Q⟨m⟩(ω) | ω ∈ Bs(m)

}
=

=
{
Q⟨m⟩ (⟨!m← l⟩⟨! l←m⟩ω) | ω ∈ Bs(m)

}
=

=
{
Q⟨m⟩ (⟨!m← l⟩ω1) | ω1 ∈ Bs(l)

}
=

=
{
Q⟨m← l⟩ (ω1) | ω1 ∈ Bs(l)

}
=

=
{
Q̃
(
Q⟨l⟩ (ω1)

)
| ω1 ∈ Bs(l)

}
=

= Q̃(Trj(l)).

Çãiäíî ç ðiâíîñòÿìè (5), âðàõîâóþ÷è, ùî Q̃

� ái¹êöiÿ ìiæ Mk(l) òà Mk(m), îòðèìó¹ìî:

Trj(m) = Mk(m) \ Trj(m) =

= Q̃(Mk(l)) \ Q̃(Trj(l)) =
= Q̃(Mk(l) \ Trj(l)) = Q̃(Trj(l)).

Çâiäñè, îñêiëüêè Q̃ � ái¹êöiÿ, âèïëèâà¹, ùî
card

(
Trj(m)

)
= card

(
Trj(l)

)
.

1.á) Íåõàé, ω1, ω2 ∈ Bs(l) i Q⟨l⟩ (ω1) =
Q⟨l⟩ (ω2). Òîäi, çãiäíî (6):

Q⟨m← l⟩ (ω1) = Q̃
(
Q⟨l⟩ (ω1)

)
=

= Q̃
(
Q⟨l⟩ (ω2)

)
= Q⟨m← l⟩ (ω2) .

Íàâïàêè, ÿêùî Q⟨m← l⟩ (ω1) = Q⟨m← l⟩ (ω2),
òî, çãiäíî (6), Q̃

(
Q⟨l⟩ (ω1)

)
= Q̃

(
Q⟨l⟩ (ω2)

)
,

à îòæå, îñêiëüêè Q̃ � ái¹êöiÿ, Q⟨l⟩ (ω1) =
Q⟨l⟩ (ω2).
2. Íàâïàêè, íåõàé äëÿ ñèñòåì âiäëiêó

l,m ∈ Lk (C) âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1,2 äà-
íî¨ òåîðåìè. Äëÿ w = Q⟨l⟩ω ∈ Trj(l), äå
ω ∈ Bs(l) ïîêëàäåìî:

Q̃0(w) := Q⟨m← l⟩(ω). (7)

Ç îçíà÷åííÿ (5) òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè âiäëiêó
òà äðóãî¨ óìîâè äàíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî
ôîðìóëà (7) êîðåêòíèì ÷èíîì âèçíà÷à¹ âiä-
îáðàæåííÿ Q̃0 : Trj(l) 7→ Mk(m). Äîâåäåìî,
ùî öå âiäîáðàæåííÿ ¹ ái¹êöi¹þ ìiæ Trj(l) i
Trj(m). Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 5 (ïóíêò 1) òà
ðiâíîñòÿìè (5), äëÿ äîâiëüíîãî w = Q⟨l⟩ω ∈
Trj(l) (ω ∈ Bs(l)), îòðèìó¹ìî,

Q̃0(w) = Q⟨m← l⟩(ω) =

= Q⟨m⟩ (⟨!m← l⟩ω) ∈ Trj(m). (8)

Êðiì òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi 5,
äëÿ äîâiëüíîãî w1 = Q⟨m⟩ (ω1) ∈ Trj(m)
(ω1 ∈ Bs(m)) îòðèìó¹ìî:

w1 = Q⟨m⟩ (ω1) =

= Q⟨m⟩ (⟨!m← l⟩ ⟨! l←m⟩ω1) =

= Q⟨m← l⟩ (⟨! l←m⟩ω1) =

= Q̃0

(
Q⟨l⟩ (⟨! l←m⟩ω1)

)
, (9)

äå Q⟨l⟩ (⟨! l←m⟩ω1) ∈ Trj(l).

Iç ñïiââiäíîøåíü (8) òà (9) âèïëèâà¹, ùî Q̃0

¹ âiäîáðàæåííÿì ç Trj(l) íà Trj(m). Ç äðóãî¨
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óìîâè òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ
w,w′ ∈ Trj(l) òàêèõ, ùî w ̸= w′ âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà Q̃0(w) ̸= Q̃0(w

′). Îòæå, âiäîáðàæåííÿ
Q̃0 ¹ ái¹êöi¹þ ìiæ Trj(l) òà Trj(m).

Çà óìîâîþ òåîðåìè, ìíîæèíè Trj(l) òà
Trj(m) � ðiâíîïîòóæíi. Òîìó, iñíó¹ ái¹-
êöiÿ Q̃1 : Trj(l) 7→ Trj(m) ìiæ Trj(l)
i Trj(m). Âðàõîâóþ÷è, ùî, çà îçíà÷åííÿì
çàãàëüíî¨ òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè âiäëiêó (5),
Trj(l) ⊔ Trj(l) = Mk(l) (äå ñèìâîë �⊔� îçíà-
÷à¹ äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ), äëÿ ω ∈ Mk(l)
ïîêëàäåìî:

Q̃(w) :=

{
Q̃0(w), w ∈ Trj(l)
Q̃1(w), w ∈ Trj(l).

(10)

Îñêiëüêè (çãiäíî ç äîâåäåíèì âèùå) Q̃0 ¹
ái¹êöi¹þ ìiæ Trj(l) òà Trj(m), à Q̃1 � ái¹-
êöi¹þ ìiæ Trj(l) òà Trj(m), òî Q̃ ¹ ái¹êöi-
¹þ ìiæ Mk(l) = Trj(l) ⊔ Trj(l) òà Mk(m) =
Trj(m) ⊔ Trj(m). Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî
ω ∈ Bs(l), çà îçíà÷åííÿì âiäîáðàæåíü Q̃ òà
Q̃0 îòðèìó¹ìî:

Q̃
(
Q⟨l⟩ω

)
= Q̃0

(
Q⟨l⟩ω

)
= Q⟨m← l⟩(ω).

Îòæå, çà îçíà÷åííÿì 5 (ïóíêò 2), Q̃ ¹ óíi-
âåðñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò ç l â
m.

Çàóâàæåííÿ 6. Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 4
(ðiâíiñòü (10)) âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó, êî-
ëè óìîâè 1,2 öi¹¨ òåîðåìè âèêîíóþòüñÿ,
óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ìiæ
ñèñòåìàìè âiäëiêó l,m âèçíà÷à¹òüñÿ íåî-
äíîçíà÷íî. À ñàìå, êîëè Trj(l) òà Trj(m)
ìiñòÿòü áiëüøå, íiæ îäèí åëåìåíò, iñíó¹
áiëüøå, íiæ îäíå óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåí-
íÿ êîîðäèíàò ç l â m, îñêiëüêè iñíó¹ áiëüøå,
íiæ îäíà ái¹êöiÿ Q̃1 : Trj(l) 7→ Trj(m).

Íàñëiäîê 3. Äëÿ äîâiëüíî¨ ÷iòêî âèäèìî¨
êiíåìàòè÷íî¨ ìíîæèíè C íàñòóïíi òâåð-
äæåííÿ ðiâíîñèëüíi:

1. C äîïóñêà¹ óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ
êîîðäèíàò.

2. Äîâiëüíi ñèñòåìè âiäëiêó l,m ∈ Lk (C)
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 1,2 òåîðåìè 4.

3. Iñíó¹ ñèñòåìà âiäëiêó l ∈ Lk (C) òàêà,
ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó m ∈
Lk (C) âèêîíóþòüñÿ ìîâè 1,2 òåîðåìè
4.

4. Äëÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì âiäëiêó l,m ∈
Lk (C) âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(a) card
(
Trj(l)

)
= card

(
Trj(m)

)
;

(b) Äëÿ äîâiëüíèõ ω1, ω2 ∈ Bs(l) ç ðiâ-
íîñòi Q⟨l⟩ (ω1) = Q⟨l⟩ (ω2) âèïëèâà¹
ðiâíiñòü Q⟨m← l⟩ (ω1) = Q⟨m← l⟩ (ω2).

Äîâåäåííÿ.
Ðiâíîñèëüíiñòü ïåðøèõ òðüîõ òâåðäæåíü

äàíîãî íàñëiäêó âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 6 òà
òåîðåìè 4.

Îòæå, äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè äàíèé íàñëi-
äîê çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, íàïðèêëàä, ðiâíî-
ñèëüíiñòü ÷åòâåðòîãî òà äðóãîãî òâåðäæåíü.
Ç äðóãîãî òâåðäæåííÿ, î÷åâèäíî, âèïëèâà¹
÷åòâåðòå. Òîìó çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè îáåðíå-
íó iìïëiêàöiþ.

Îòæå, íåõàé äëÿ ÷iòêî âèäèìî¨ êiíåìàòè-
÷íî¨ ìíîæèíè C âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 4
äàíîãî íàñëiäêó. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi ñèñòå-
ìè âiäëiêó l,m ∈ Lk (C).

ßêùî äëÿ åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòà-
íiâ ω1, ω2 ∈ Bs(l) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
Q⟨l⟩ (ω1) = Q⟨l⟩ (ω2), òî Q⟨m← l⟩ (ω1) =
Q⟨m← l⟩ (ω2), çãiäíî ç ïóíêòîì (b) ÷åòâåðòîãî
òâåðäæåííÿ äàíîãî íàñëiäêó.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ
ω1, ω2 ∈ Bs(l) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
Q⟨m← l⟩ (ω1) = Q⟨m← l⟩ (ω2), òîáòî (çà îçíà-
÷åííÿì 5) ðiâíiñòü Q⟨m⟩ (⟨!m← l⟩ω1) =
Q⟨m⟩ (⟨!m← l⟩ω2). Òîäi, îñêiëüêè ïóíêò
(b) ÷åòâåðòîãî òâåðäæåííÿ äàíîãî íà-
ñëiäêó âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè
ñèñòåì âiäëiêó êiíåìàòè÷íî¨ ìíîæèíè C,
îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü, Q⟨l←m⟩ (⟨!m← l⟩ω1) =
Q⟨l←m⟩ (⟨!m← l⟩ω2), òîáòî (çà îçíà÷åííÿì
5) ðiâíiñòü Q⟨l⟩ (⟨! l←m⟩ ⟨!m← l⟩ω1) =
Q⟨l⟩ (⟨! l←m⟩ ⟨!m← l⟩ω2). Ç îñòàííüî¨ ðiâ-
íîñòi ç âèêîðèñòàííÿì âëàñòèâîñòåé 5 âè-
ïëèâà¹ áàæàíà ðiâíiñòü Q⟨l⟩ (ω1) = Q⟨l⟩ (ω2).
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