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ÑÈÌÂÎËÀÌÈ

Âñòàíîâëåíà òåîðåìà ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü íåëîêàëüíî¨ äâîòî÷îêîâî¨ çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè.

We prove a theorem on the solvability of a nonlocal two-point problem for parabolic pseudodi-
�erential equations with nonsmooth symbols.

Â ñåðåäèíi ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ ñèíòåç
áàãàòîâèìiðíèõ ñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëü-
íèõ ðiâíÿíü òà ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè
ïîõiäíèìè ïðèçâiâ äî ïîíÿòòÿ iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà (Êàëüäåðîí,
Çèãìóíä), ùî ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ç êîåôiöi¹íòàìè �
ñèíãóëÿðíèìè iíòåãðàëüíèìè îïåðàòî-
ðàìè. Ñèñòåìàòè÷íå äîñëiäæåííÿ òàêèõ
îïåðàòîðiâ ïðèçâåëî äî çìiíè òåîði¨, â ðå-
çóëüòàòi ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ âèòiñíèëî
ñèíãóëÿðíi iíòåãðàëè, à ñàìi îïåðàòîðè
ïî÷àëè íàçèâàòèñÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëü-
íèìè. Ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè
õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñâî¨ì ñèìâîëîì àíàëî-
ãi÷íî òîìó, ÿê äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè
õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñâî¹þ õàðàêòåðèñòè÷íîþ
ôîðìîþ.

Íà òåïåðiøíié ÷àñ çíà÷íèõ ðåçóëüòàòiâ
äîñÿãíóòî ó òåîði¨ çàäà÷i Êîøi òà êðàéî-
âèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü òà ñèñòåì òàêèõ ðiâíÿíü. Öå òåîðiÿ
åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü ó çãîðòêàõ ó ïðîñòîðàõ
Ñîáîë¹âà-Ñëîáîäåöüêîãî òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ
äî äîñëiäæåííÿ çàãàëüíèõ ìiøàíèõ çàäà÷
ó öèëiíäðè÷íèõ îáëàñòÿõ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ
ðiâíÿíü i ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïî-
õiäíèìè (Ì.Ñ. Àãðàíîâè÷, Ì.É. Âèøèê, Ã.I.
Åñêií); êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi ó
ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà òà ¨õ àíàëîãàõ äëÿ ÏÄÐ
ç àíàëiòè÷íèìè ñèìâîëàìè â îáëàñòi G ⊂
Rn (Þ.À. Äóáèíñüêèé); òåîðåìè ïðî ðîçâ'ÿ-
çíiñòü äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü
ó øêàëi áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ öiëèõ åêñïî-

íåíöiàëüíîãî òèïó âåêòîðiâ îïåðàòîðà ðiâ-
íÿííÿ, ÿêi äîçâîëÿþòü äîâåñòè ðîçâ'ÿçíiñòü
çàäà÷i Êîøi äëÿ ÏÄÐ ç àíàëiòè÷íèìè ñèì-
âîëàìè (ß.Â. Ðàäèíî, Ñ.Ð. Óìàðîâ); òåî-
ðiÿ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðà-
êòíèõ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü
(Ì.Ë. Ãîðáà÷óê, Â.I, Ãîðáà÷óê òà ¨õíi ïî-
ñëiäîâíèêè); êëàñè àíàëiòè÷íèõ íà Rn ñèì-
âîëiâ ïñåâäîäèôåðåíöiþâàííÿ ç õàðàêòåðíè-
ìè äëÿ ñòåïåíåâèõ ôóíêöié âëàñòèâîñòÿìè
òà òåîðåìè ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çà-
äà÷i Êîøi äëÿ âiäïîâiäíèõ ÏÄÐ òà ñèñòåì
ðiâíÿíü ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè â ïðîñòî-
ðàõ Ëåáåãà (ÿïîíñüêi ìàòåìàòèêè Ì.Íà àñå,
Ð.Øiíêài, Ö.Öóöóìi); êëàñè ¹äèíîñòi çàäà÷i
Êîøi äëÿ ñèñòåì ðiâíÿíü ó çãîðòêàõ, ÿêi ¹
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè ñèñòåìàìè ç öiëè-
ìè àíàëiòè÷íèìè ñèìâîëàìè (Á.Ã. Ãóðåâè÷)
òà ií.

Ó òåîði¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (ÏÏÄÐ) ç
ÏÄÎ, ïîáóäîâàíèìè çà òî÷êîâî-íåãëàäêèìè
îäíîðiäíèìè ñèìâîëàìè, âiäîìi ðåçóëüòàòè
ïðî ñòðóêòóðó òà îöiíêè ôóíäàìåíòàëüíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi (ÔÐÇÊ). Çà äîïîìî-
ãîþ öèõ ðåçóëüòàòiâ îäåðæó¹òüñÿ çîáðàæå-
ííÿ ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi iíòåãðàëà Ïóàññî-
íà, äîñëiäæåíi ÿêiñíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ
ÏÏÄÐ òà ñèñòåì òàêèõ ðiâíÿíü (çîêðåìà,
ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ïðè íåîáìåæåíîìó çðî-
ñòàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨, ¨õ íåâiä'¹ìíiñòü, òåî-
ðåìè òèïó Ëióâiëëÿ). Âiäçíà÷èìî ïðè öüî-
ìó, ùî àñèìïòîòèêà ÔÐÇÊ äëÿ òàêèõ ðiâ-
íÿíü âæå íå ¹ åêñïîíåíöiàëüíîþ, ÿê ó âèïàä-
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êó ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõi-
äíèìè, à ñòåïåíåâîþ. Öi ðåçóëüòàòè ¹ íàó-
êîâèì íàäáàííÿì ðÿäó âiò÷èçíÿíèõ òà çàðó-
áiæíèõ ìàòåìàòèêiâ, çîêðåìà, Ñ.Ä. Åéäåëü-
ìàíà i ß.Ì. Äðiíÿ (ÿêi ïåðøèìè âèçíà÷èëè
ÏÏÄÎ ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè i ðîçïî÷à-
ëè äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ âiäïîâiä-
íèõ ÏÏÄÐ), Ì.Â. Ôåäîðþêà, À.Í. Êî÷óáåÿ,
Â.Â. Ãîðîäåöüêîãî, Â.À. Ëiòîâ÷åíêà òà ií.

Óçàãàëüíåííÿì çàäà÷i Êîøi ¹ íåëîêàëü-
íà áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à. Äîñëi-
äæåííÿì íåëîêàëüíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ó ði-
çíèõ àñïåêòàõ çàéìàëîñÿ áàãàòî ìàòåìàòè-
êiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó ðiçíi ìå-
òîäè òà ïiäõîäè (Î.Î. Äåçií, Â.Ê. Ðîìàí-
êî, Ñ.Ã. Êðåéí, Â.Ì. Áîðîê, Á.É. Ïòàøíèê,
Î.À. Ñàìàðñüêèé, Â.I. ×åñàëií òà ií.). Îäåð-
æàíi âàæëèâi ðåçóëüòàòè ùîäî ïîñòàíîâêè,
êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi òà ïîáóäîâè ðîçâ'ÿç-
êiâ, äîñëiäæåííÿ ïèòàííÿ çàëåæíîñòi õàðà-
êòåðó ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷ âiä ïîâåäiíêè ñèì-
âîëiâ îïåðàöié, ñôîðìóëüîâàíi óìîâè ðåãó-
ëÿðíîñòi òà íåðåãóëÿðíîñòi êðàéîâèõ óìîâ
äëÿ âàæëèâèõ âèïàäêiâ äèôåðåíöiàëüíî-
îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü.

Íà ñüîãîäíi íåëîêàëüíi áàãàòîòî÷êîâi çà
÷àñîì çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíèõ ïñåâäîäè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íå äîñëiäæåíi. Òî-
ìó ðîçãëÿíåìî íåëîêàëüíó çàäà÷ó Äiðiõëå
äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè.

1. Ïîñòàíîâêà íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i òà
ôîðìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçêó.

Íåõàé T > 0, µ > 1, β > 0, γ > 0 � ÷èñëîâi

ïàðàìåòðè, Π = {(t, x)
∣∣∣ 0 < t < T, x ∈ Rn}.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñèìâîë A: Rn → C çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâè

à) ∀σ ∈ Rn, |σ| = 1 ∃a0 > 0: ReA(σ) ≥
a0 > 0;

á) ∀σ ∈ Rn, σ ̸= 0, ∀æ = (æ1, . . . ,æn),
|æ| ≤ N , N ≥ 2(n+ [γ]) ∃Dæ

σA(σ) ∃CN > 0:

|Dæ
σ | ≤ CN |σ|γ−|æ|;

â) ∀ε > 0, ∀x ∈ Rn ∃C > 0 ∃β, 0 < β ≤
γ − ε ∃φ: Rn → R, φ ∈ C(Rn):

|φ(x)| ≤ C(1 + |x|)β;

ã) ∀ε > 0, ∀(t, x) ∈ Π ∃C > 0, ∃β ≤ γ − ε
∃f : Π→ R, f ∈ C(Π):

|f(t, x)| ≤ C(1 + |x|)β,

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ C|x− y|λ, 0 < λ < 1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç u: Π → R ôóí-
êöiþ, u ∈ C1

t × S(Rn), Fx→σ[u(t, x)](t, σ),
F−1σ→x[v(t, σ)](t, x) � âiäïîâiäíå ïðÿìå i îáåð-
íåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ u,

Aγu(t, x) ≡ F−1σ→x[A(σ)Fx→σ[u(t, x)]], (t, x) ∈ Π,

ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíà îïåðàöiÿ (ÏÄÎ) ç
ñèìâîëîì A: Rn → R. ßêùî u ∈ C1,[γ]+1

t,x (Π),
[γ] � öiëà ÷àñòèíà γ ≥ 1, òî ÏÄÎ Aγ âèçíà÷å-
íà â [1, 2] i òðàêòó¹òüñÿ ÿê ãiïåðñèíãóëÿðíà
iíòåãðàëüíà îïåðàöiÿ (ÃÑIÎ).

Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó

ut(t, x)+Aγu(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π, γ > 0,
(1)

µu(t, x)|t=0 = u(t, x)|t=T + φ(x), x ∈ Rn,
(2)

äå Aγ � ÏÄÎ ç ñèìâîëîì A(σ).
Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2) ôîðìàëüíî øó-

êà¹ìî çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ïî
ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ, òîìó äîäàòêîâî ïðè-
ïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨ u, f , φ äîïóñêàþòü
öå ïåðåòâîðåííÿ, ïðè öüîìó Fx→σ[f(t, x)] ≡
f̃(t, σ), Fx→σ[φ(x)] ≡ φ̃(σ). Øóêàþ÷è ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷i (1), (2) ó âèãëÿäi

u(t, x) ≡ F−1σ→x[v(t, σ)](t, x), (t, x) ∈ Π, (3)

îäåðæèìî äëÿ v: Π→ R1 òàêó çàäà÷ó

v′t(t, σ) + A(σ)v(t, σ) = f̃(t, σ), (t, σ) ∈ Π,
(4)

µv(t, σ)|t=0 = u(t, σ)|t=T + φ̃(σ), σ ∈ Rn.
(5)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4), (5) íàáóâà¹ âèãëÿäó

v(t, σ, µ) =
µ

µ− exp{−A(σ)T}
×

×
t∫

0

exp{−A(σ)(t− τ)}f̃(τ, σ)dτ+

+
1

µ− exp{−A(σ)T}

T∫
t

exp{−A(σ)(T+t+τ)}×

Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2014. � Ò. 2, � 2�3. 73



×f̃(τ, σ)dτ + exp{A(σ)t}
µ− exp{−A(σ)T}

φ̃(σ), (6)

(t, σ) ∈ Π, µ > 1.

Ïiäñòàâèâøè (6) â (3) îòðèìà¹ìî ôîðìó-
ëó äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1), (2):

u(t, x, µ) = (2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)}v(t, σ, µ)dσ =

= (2π)−n
∫
Rn

exp{−A(σ)t}φ̃(σ) exp{i(x, σ)}
µ− exp{−A(σ)T}

+

+µ(2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)}
µ− exp{−A(σ)T}

×

×
{ t∫

0

exp{−A(σ)(t− τ)}f̃(τ, σ)dτ
}
dσ+

+(2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)}
µ− exp{−A(σ)T}

×

×
{ T∫

t

exp{−A(σ)(T + t− τ)}f̃(τ, σ)dτ
}
dσ,

(7)
(t, x ∈ Π), µ > 1.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

G(t, T, x, µ) ≡ (2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)−A(σ)t}×

×(µ− exp{−A(σ)T})−1dσ, (8)

(t, x) ∈ Π, µ > 1,

I1 =

∫
Rn

G(t, T, x− ξ, µ)φ(ξ)dξ, (9)

(t, x) ∈ Π, µ > 1,

I2 =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G(t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ,

(10)
(t, x) ∈ Π, µ > 1,

I3 =

T∫
t

dτ

∫
Rn

G(T + t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ,

(11)

(t, x) ∈ Π, µ > 1,

äå G âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (8).
Òîäi ôîðìóëà (7) íàáóâà¹ âèãëÿäó

u(t, x) = I1 + µI2 + I3,

äå Ij (j = 1, 2, 3) âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (9) �
(11) âiäïîâiäíî.
2. Äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ôóí-

êöi¨ G òà äi¨ íà íå¨ äèôåðåíöiàëüíèõ
òà ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàöié

Îñêiëüêè σ ∈ Rn, ∀t0 > 0 i t ≥ t0

| exp{i(x, σ)−A(σ)t}|(µ−exp{−A(σ)T})−1 ≤

≤ exp{−A(σ)t0}(µ− 1)−1,

òî äëÿ äîâiëüíî¨ ñìóãè {(t, x)
∣∣∣ t0 ≤ t ≤

T, x ∈ Rn}, t0 > 0 iíòåãðàë (8) çáiãà¹òüñÿ
ðiâíîìiðíî, òîìó ôóíêöiÿ G ¹ íåïåðåðâíîþ
â Π.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ äèôåðåíöiéîâ-
íiñòü ïî t i x ôóíêöi¨ G. Ðîçãëÿíåìî, íàïðè-
êëàä, ïåðøó ïîõiäíó ïî t. Ôîðìàëüíî ïðî-
äèôåðåíöiþâàâøè (8) ïiä çíàêîì iíòåãðàëà
äiñòàíåìî âèðàç

−A(σ) exp{i(x, σ)−A(σ)t}(µ−exp{−A(σ)T})−1,

ìîäóëü ÿêîãî îöiíþ¹òüñÿ âåëè÷èíîþ

A(σ) exp{−A(σ)(t0−ε)} exp{−A(σ)ε}(µ−1)−1,

0 < ε < t0.

Îñêiëüêè ∀σ ∈ Rn ∃c > 0 òàêå, ùî
|A(σ) exp{−A(σ)(t0 − ε)}| < C, òî ìàæîðàí-
òîþ ¹ iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ exp{−A(σ)ε}. Îò-
æå, iíòåãðàë ïîõiäíî¨ âiä (8) çáiãà¹òüñÿ ðiâ-
íîìiðíî i òîìó ïîõiäíó ìîæíà çàñòîñóâàòè
ïiä çíàêîì iíòåãðàëà.

Ïðîâåäåìî îöiíêó ôóíêöi¨ G òà ¨¨ ïîõi-
äíèõ. Î÷åâèäíî, ùî ∀σ ∈ Rn, ∀u > 1

(µ− exp{−A(σ)T})−1 =

= µ−1(1− µ−1 exp{−A(σ)T})−1 =

=
∞∑
k=0

µ−k1 exp{−A(σ)kT},

G(t, T, x, µ) =
∞∑
k=0

µ−k−1G0(t+ kT, x), (12)
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(t, x) ∈ Π,

äå
G0(t+ kT, x) =

= (2π)−n
∫
Rn

exp{i(x, σ)− A(σ)(t+ kT )}dσ,

(13)
(t, x) ∈ Π,

G0(t, x) � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèõi-
äíîãî ðiâíÿííÿ, äëÿ ÿêîãî âiðíèìè ¹ îöiíêè
(äèâ. [1�3]) ïðè γ > 0:

|Dæ
xG0(t, x)| ≤ Cæt(t

1/γ + |x|)−(n+γ+|æ|), (14)

(t, x) ∈ Π,

|Dæ
t G0(t, x)| ≤ C(t1/γ + |x|)−(n+γ), (15)

(t, x) ∈ Π.

Òîäi
|Dæ

xG(t, T, x, µ)| ≤

≤
∞∑
k=0

µ−k−1(t+ kT )

[(t+ kT )1/γ + |x|]n+γ+|ae|
, (t, x) ∈ Π,

(16)∣∣∣ ∂
∂t
G(t, T, x, µ)| ≤

∞∑
k=0

µ−k−1[(t+ kT )1/γ+

+|x|]−(n+γ), (t, x) ∈ Π. (17)

Îñêiëüêè

∂G

∂t
(t, T, x, µ) = −F−1σ→x[A(σ)×

× exp{−A(σ)t}(µ− exp{−A(σ)T})−1], (18)
(t, x) ∈ Π,

AγG(t, T, x, µ) = F−1σ→x[A(σ)×

× exp{−A(σ)t}(µ− exp{−A(σ)T})−1], (19)
(t, x) ∈ Π, òî ç (18), (19) îòðèìó¹ìî, ùî(∂
∂
+Aγ

)
G(t, T, x, µ) = 0, (t, x) ∈ Π, µ > 0.

(20)
Äëÿ A(σ) ≡ |σ| öÿ ðiâíiñòü ïåðåâiðÿ¹òüñÿ
áåçïîñåðåäíüî.

Âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü∫
Rn

G(t, T, , x− y, µ)dy =
1

µ− 1
, (21)

(t, x) ∈ Π, µ > 1.

ÿêà âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi (20) ( [1, ñòîð. 919],
[2]) òà (12). Âðàõîâóþ÷è (17) iç (21) îòðèìà-
¹ìî, ùî ∫

Rn

∂G

∂t
(t, T, x− y, µ) = 0. (22)

Îöiíêà (16) çàáåçïå÷ó¹ çáiæíiñòü iíòåãðà-
ëiâ (9) � (11) äëÿ çðîñòàþ÷èõ ñòåïåíåâî ôóí-
êöié φ (óìîâà â)) òà f (óìîâà ã)).
3. Äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ôóí-

êöi¨ u òà äi¨ íà íå¨ äèôåðåíöiàëüíèõ òà
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàöié

Ôóíêöiÿ u, âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (7), ¹ ñó-
ìîþ òðüîõ äîäàíêiâ. Ðîçãëÿíåìî êîæåí äî-
äàíîê îêðåìî. Iíòåãðàë I1 (9) âèçíà÷åíèé
äëÿ (t, x) ∈ Π, µ > 1, éîãî ìîæíà äèôåðåíöi-
þâàíÿ ïî t i çàñòîñîâóâàòè äî íüîãî ÏÄÎ Aγ
ïiä çíàêîì iíòåãðàëà. Çàêîííiñòü òàêèõ îïå-
ðàöié çàáåçïå÷ó¹òüñÿ îöiíêàìè ôóíêöi¨ G, ¨¨
ïîõiäíèõ i AγG (14) � (19). Âðàõîâóþ÷è (20)
îòðèìà¹ìî, ùî( ∂

∂t
+ Aγ

)
I1(t, x, T, µ) = 0. (23)

Ðîçãëÿíåìî I2, âèçíà÷åíèé âèðàçîì (10) i
çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿä

I2(t, x, T, µ) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0(t−τ, x−ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
Rn

µ−k−1
∞∑
k=1

G0(t+ kT − τ, x− ξ)×

×f(τ, ξ)dξ ≡ I20 + I21. (24)

Iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ ïî t i ôîðìóëà

∂

∂t
I20(t, x, T, µ) =

=

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0(t− τ, x− ξ)[f(τ, ξ)−

−f(τ, x)]dξ + f(t, x), (t, x) ∈ Π, (25)

äîâåäåíi â [4, 5] (äèâ. òàêîæ ôîðìóëó (31)
iç [1]).
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Âiðíîþ ¹ ôîðìóëà

∂

∂t
I21(t, x, T, µ) =

=

t∫
0

dτ

∫
Rn

∞∑
k=1

µk−1G0(t+ kT − τ, x− ξ)×

×f(τ, ξ)dξ+
∫
Rn

∞∑
k=1

µ−k−1G0(kT, x−ξ)f(τ, ξ)dξ,

(26)
(t, x) ∈ Π.

Ðîçãëÿíåìî I3, âèçíà÷åíèé âèðàçîì (11).
Àíàëîãi÷íî, ÿê äëÿ I2, ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨
I3 ïî t ìîæíà îá÷èñëþâàòè çà ôîðìóëîþ ïî-
õiäíî¨ âiä iíòåãðàëà, çàëåæíîãî âiä ïàðàìå-
òðà t ó âèïàäêó, êîëè ìåæi iíòåãðàëà òàêîæ
çàëåæàòü âiä öüîãî ïàðàìåòðà t. Òîìó

∂

∂t
I3(t, x, T, µ) =

T∫
t

dτ×

×
∫
Rn

∞∑
k=1

µk−1
∂

∂t
G0(T (1 + l) + t− τ, x− ξ)×

×f(τ, ξ)dξ−
∫
Rn

∞∑
k=1

µ−k−1G0(T (1+ k), x− ξ)×

×f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π. (27)

Îá'¹äíóþ÷è (25) � (27) äiñòàíåìî òàêèé
âèðàç äëÿ ïîõiäíî¨ ïî t äâîõ îñòàííiõ äîäàí-
êiâ iç (7):

∂

∂t
[µI2 + I3] =

T∫
0

dτ×

×
∫
Rn

∞∑
k=1

µ−k
∂

∂t
G0(t+ kT − τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)[f(τ, ξ)−

−f(τ, x)]dξ + f(t, x), (t, x) ∈ Π. (28)

Äëÿ äîâåäåííÿ ôîðìóëè (28) äîñèòü âè-
äiëèòè äâà òàêèõ îêðåìèõ òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé

G(t, T, x− ξ, µ) ≡ 1

µ
G0(t, x− ξ)+

+
∞∑
k=1

µ−k−1G0(t+ kT, x− ξ),

0 < t < T, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn, |µ| > 1,

à ôóíêöiÿ

µI2(t, x, T, µ) ≡ µ

t∫
0

dτ×

×
∫
Rn

G(t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ =

=

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
Rn

∞∑
k=1

µ−kG0(t+kT−τ, x−ξ)f(τ, ξ)dξ ≡

≡ I20(t, x) + I21(t, x, T, µ).

Òîäi äëÿ îá'¹ìíîãî ïîòåíöiàëà I20 âiðíîþ ¹
ôîðìóëà

∂I20(t, x)

∂t
=

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)×

×(f(τ, ξ)− f(τ, x))dξ + f(t, x).

Äîâåäåííÿ. Ïðè θ > 0 ðîçãëÿíåìî ôóí-
êöiþ

I20 =

t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

G0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ,

ïîõiäíà ïî t âiä ÿêî¨ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà âiäî-
ìîþ ôîðìóëîþ

∂

∂t
I20 =

t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

∫
Rn

G0(t− (t− θ), x− ξ)f(t− θ, ξ)dξ,
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ÿêà íàáóâà¹ âèãëÿäó

∂

∂t
I20 =

t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)×

×(f(τ, ξ)− f(τ, x))dξ+

+

∫
Rn

G0(θ, x− ξ)f(t− θ, ξ)dξ.

Äëÿ òðåòüîãî äîäàíêà ìà¹ìî, ùî

lim
θ→0

∫
Rn

G0(θ, x− ξ)f(t− θ, ξ)dξ = f(t, x).

Ñïðàâäi,∫
Rn

G0(θ, x− ξ)f(t− θ, ξ)dξ =
∫
Rn

G0(θ, x− ξ)×

×(f(t− θ, ξ)− f(t− θ, x))dξ + f(t− θ, x).
ßêùî ïðîâåñòè çàìiíó çìiííèõ xi − ξi ≡
ziθ

1/γ, i ∈ {1, . . . , n}, òî ïðàâà ÷àñòèíà íà-
áóäå âèãëÿäó∫

Rn

G0(1 + z)(f(t− θ, x− zθ1/γ)−

−f(t− θ, x))dz + f(t− θ, x).
Iç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f ïî ïðîñòîðî-

âèõ çìiííèõ xi, i ∈ {1, . . . , n}, âèïëèâà¹,
ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ (t, x) ∈ ΠT ,
z ∈ Rn, i äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ δε,t,x,z
òàêå, ùî |f(t− θ, x− zθ1γ)− f(t− θ, x)| < ε,
ÿêùî |zθ1/γ| < δ. Îòæå, ãðàíèöÿ âiðíà.

Äëÿ ïåðøîãî äîäàíêà ìà¹ìî, ùî

∣∣∣ t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)(f(τ, ξ)−

−f(τ, x))dξ
∣∣∣ ≤

≤
t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

|x− ξ|λ

((t− τ)1γ + |x− ξ|)n+γ
dξ ≤

≤
t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

(t− τ)
λ−γ
γ

(
|x−ξ|

(t−τ)1/γ

)λ
γ(

1 + |x−ξ|
(t−τ)1/γ

)n+γ d(x− ξ)
(t− τ)1/γ

≤

≤ C

t−θ∫
0

(t− τ)−1+
λ
γ dτ = C1(t− τ)

λ
γ

∣∣∣t−θ
0

=

= C1(θ
λ
γ − t

λ
γ ).

Îòæå, â öüîìó iíòåãðàëi ìîæíà ïåðåõîäè-
òè äî ãðàíèöi ïðè θ → 0. Òîìó

lim
θ→0

t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G0(t−τ, x−ξ)(f(τ, ξ)−f(τ, x))dξ =

=

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂

∂t
G0(t−τ, x−ξ)(f(τ, ξ)−f(τ, x))dξ.

Îñêiëüêè∫
Rn

G0(t− τ, x− ξ)dξ = 1,

à ∫
Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)dξ = 0,

òî äðóãèé äîäàíîê äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ äî-
âiëüíîãî θ ≥ 0.
Òâåðäæåííÿ 2. Âiðíîþ ¹ òàêà ôîðìóëà

∂

∂t
I21(t, x) =

t∫
0

dτ×

×
∫
Rn

∞∑
k=1

µ−k
∂

∂t
G0(t+ kT − τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

∫
Rn

∞∑
k=1

µ−kG0(kT, x− ξ)f(t, ξ)dξ,

0 < t < t, x ∈ Rn.

Ìîæëèâiñòü ïî÷ëåííîãî äèôåðåíöiþâàí-
íÿ ðÿäó çàáåçïå÷ó¹òüñÿ îöiíêîþ ïîõiäíèõ
∂

∂t
G0(t + kT − τ, x − ξ), k ≥ 1, i ðiâíîìið-

íîþ çáiæíiñòþ ðÿäó, ñêëàäåíîãî ç ïîõiäíèõ.
Îá'¹äíóþ÷è (27) i òâåðäæåííÿ 1 � 3 îòðè-

ìà¹ìî, ùî âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü (28).
Òðåáà âñòàíîâèòè ôîðìóëó äëÿ äi¨ ÃÑI

Dα
Ω íà ôóíêöi¨ I2, I3 iç ôîðìóëè (7). Ïðè
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öüîìó ñëiä ðîçðiçíÿòè âèïàäîê α < γ i âè-
ïàäîê α = γ. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìîæíà çà-
ñòîñîâóâàòè ÃÑI Dα

Ω áåçïîñåðåäíüî ïiä çíà-
êîì iíòåãðàëà, à â äðóãîìó âèïàäêó òðåáà
ñòâîðþâàòè ñïåöiàëüíó ôîðìóëó, ÿêà âèìà-
ãà¹ ðîçóìiííÿ ÃÑI Dα

ω ÿê ãðàíèöi ïðè ε→ 0
Dγ

Ω,ε.
Îñêiëüêè AαΩ äi¹ ïî àðãóìåíòó x, âiä ÿêîãî

çàëåæèòü ôóíêöiÿ G, òî ñïî÷àòêó òðåáà âè-
â÷èòè äiþ ÃÑI Dα

Ω íà ôóíêöiþ G. Äëÿ öüîãî
òðåáà ìàòè îöiíêó ∆l

hG ïðè |h| ≤ (t − µ)1/γ
òà ïðè |h| ≥ (t− µ)1/γ.

Âðàõîâóþ÷è ðiçíi çîáðàæåííÿ äëÿ ñêií-
÷åííèõ ðiçíèöü òà îöiíêó (16) îòðèìà¹ìî,
ùî ïðè ìàëèõ h (çîêðåìà, ïðè |h| ≤ (t −
µ)1/γ) âiðíîþ ¹ íåðiâíiñòü

|(∆l
hG)(t, T, x, µ)| ≤ C|h|[α]+1

∞∑
k=0

µ−k−1×

×
l∑

ν=0

t+ kT

[(t+ kT )1/γ + |x− θννh|]n+γ+[α]+1
,

(29)
à ïðè âåëèêèõ h (çîêðåìà, ïðè |h| ≥ (t −
µ)1/γ) îòðèìà¹ìî, ùî

|(∆l
hG)(t, T, x, µ)| ≤ C

∞∑
k=0

µ−k−1×

×
l∑

ν=0

t+ kT

[(t+ kT )1/γ + |x− νh|]n+γ
. (30)

Çàóâàæèìî, ùî îöiíêà (29) çàáåçïå÷ó¹
çáiæíiñòü ÃÑI Dα

ΩG ïðè |h| ≤ 1, à (30)
� éîãî çáiæíiñòü ïðè |h| ≥ 1. Âîíè iñíó-
þòü, ÿêùî ñèìâîë ÏÄÎ a(σ) ìà¹ ãëàäêiñòü
N = 2n+2[γ]+1. Òîäi ãëàäêiñòü G äîðiâíþ¹
N − 2n − [γ], γ ≥ 1; ïðè 0 < γ < 1 ñèìâîë
ââàæà¹òüñÿ íåñêií÷åííî ãëàäêèì ïî ïðîñòî-
ðîâèõ çìiííèõ.

Iç öèõ îöiíîê òà òåîðåìè Ôóáiíi ïðè α < γ
îòðèìó¹ìî, ùî ÃÑI Dα

ΩI2(t, x, µ) ¹ àáñîëþòíî
çáiæíèé i éîãî ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ïiä çíà-
êîì iíòåãðàëà

(Dα
ΩI2)(t, x, µ) =

=

t∫
0

dτ

∫
Rn

GΩ(t−τ, T, x−ξ, µ)f(τ, ξ)dξ, (31)

äå

Dα
ΩG ≡ GΩ = (2π)−n

∫
Rn

Ω̃(σ) exp{i(x, σ)−

−A(σ)t}(µ− exp{−A(σ)T})−1dσ, (32)

(t, x) ∈ Π, µ > 1.

Êîðèñòóþ÷èñü (4) ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ,
ùî ôîðìóëà (31) ¹ âiðíîþ äëÿ öiëîãî íåïàð-
íîãî α < γ i ïàðíî¨ õàðàêòåðèñòèêè Ω. Çà-
óâàæèìî, ùî êîëè çà ñèìâîëîì Aα(σ) áóäó-
âàòè ñèìâîë Ω̃(σ), òî Ω̃(σ) = Aα(σ), σ ∈ Rn,
äå Aα � ñèìâîë ÏÄÎ ïîðÿäêó îäíîðiäíîñòi
α < γ. Òóò ÃÑI Dα

Ω ç õàðàêòåðèñòèêîþ Ω
¹ áiëüø øèðøèì îïåðàòîðîì i éîãî ñèìâîë
âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Ω̃(x, ξ) =
1

dnl(α)

∫
Rn

|h|−n−α(1− exp{iξh})l×

×Ω
(
x;

h

|h|

)
dh.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ÃÑI ïîðÿäêó γ ç ñèìâî-
ëîì Ω̃(σ). ßêùî ÏÄÎ ïîáóäîâàíèé çà ñèì-
âîëîì Aγ(σ), òî Ω̃(σ) = Aγ(σ). Äîäàòêîâî
òðåáà ïðèïóñêàòè, ùî Ω̃(σ) ìà¹ ïðè σ ̸= 0
N ≥ 2n + 2[γ] + 1 íåïåðåðâíèõ ïîõiäíèõ,
ÿêùî γ ≥ 1, àáî ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-
éîâíîþ ôóíêöi¹þ ïðè 0 < γ < 1, Ω̃(σ) ̸= 0
ïðè σ ̸= 0 i

|Dæ
σ Ω̃(σ)| ≤ Cn|σ|γ−|æ|.

Îêðåìî ðîçãëÿíåìî âèïàäîê öiëîãî γ. Òîäi
ïðè íåïàðíîìó γ i ïàðíié õàðàêòåðèñòèöi Ω̃
íå ¹ ïîëiíîìîì ïî σ. Ïðèïóñòèìî, ùî â ðîç-
êëàäi çà ñôåðè÷íèìè ãàðìîíiêàìè

[Ω̃(σ)]−1 =
∞∑
ν=0

δ2ν∑
µ=1

C2ν,µY2ν,µ(σ), |σ| = 1,

êîåôiöi¹íòè C2ν,µ = 0, ÿêùî γ = 2+ 2ν + 2k,
k = 0, 1, 2, . . . . ßêùî Ω̃ ¹ ïîëiíîìîì ïî σ,
òî öåé âèïàäîê íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ, áî âií îõî-
ïëþ¹òüñÿ òåîði¹þ ïàðàáîëi÷íèõ äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü [6, 7].

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ôóíêöiÿ
G(t, T, x, µ) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (12)
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÷åðåç G0(t+ kT, x) iç (13). Òîäi I2 iç ôîðìó-
ëè (10) çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi

I2 =
∞∑
k=0

µ−k−1
t∫

0

dτ

∫
Rn

G0(t+ kT − τ, x− ξ)×

×f(τ, ξ)dξ

i ïðè çàñòîñóâàííi Dγ
Ω äî I2 ðåãóëÿðèçàöi¨

ïîòðåáó¹ ïåðøèé äîäàíîê

1

µ

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ ≡ I20,

à äî âñiõ ðåøòè äîäàíêiâ ÃÑI Dγ
Ω ìîæíà çà-

ñòîñóâàòè áåçïîñåðåäíüî ïiä çíàêîì iíòåãðà-
ëà.

Òåîðåìà 5. Ïðè ïåðåðàõîâàíèõ âèùå óìî-
âàõ íà Ω̃(σ) ÃÑI Dγ

ΩI2 iñíó¹ â ñåíñi óìîâíî¨
çáiæíîñòi [1, ôîðìóëà (6), ñòîð. 911] i

(Dγ
ΩI2) =

1

µ

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0Ω(t− τ, x− ξ)×

×(f(τ, ξ)− f(τ, x))dξ+

+
∞∑
k=1

µ−k−1
t∫

0

dτ×

×
∫
Rn

G0Ω(t− τ + kT, x− ξ)f(τ, ξ)dξ, (33)

à ÃÑI Dγ
ΩI3 iñíó¹ â çâè÷àéíîìó ñåíñi i

(Dγ
ΩI3) =

T∫
t

dτ

∫
Rn

GΩ(T + t− τ, T, x− ξ, µ)×

(34)
×f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π, µ > 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 0 < θ < 1 i ïîçíà÷è-
ìî

Iθ20 ≡
1

µ

t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

G0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ.

Iç (29) i (30) âèïëèâà¹ àáñîëþòíà çáiæíiñòü
ÃÑI Dγ

ΩI
θ
20 i ôîðìóëà

Dγ
ΩI

θ
20 =

t−θ∫
0

dτ

∫
Rn

Dγ
ΩG0(t− τ, x− ξ)×

×f(τ, ξ)dξ.

Iç ôîðìóëè (2) ç óðàõóâàííÿ (29), (30) âè-

ïëèâà¹, ùî
∫
Rn

Dγ
ΩG0(t, ξ)dξ = 0. Âiðíîþ ¹ òà-

êîæ îöiíêà

|Dγ
ΩG0(t−τ, x−ξ)| ≤ C[(t−τ)1/γ+|x−ξ|]−n−γ.

(35)
Òîäi

Dγ
ΩI

θ
20 =

t−θ∫
0

dτ×

×
∫
Rn

Dγ
ΩG0(t− τ, x− ξ)[f(τ, ξ)− f(τ, x)]dξ.

Iç îöiíêè (35) i óìîâè ã) âèïëèâà¹ çáiæíiñòü
îñòàííiõ iíòåãðàëiâ.

Îñòàííÿ ôîðìóëà ïîêàçó¹, ùî ðiâíîìiðíî
ïî x ∈ Rn

Dγ
ΩI20 = lim

θ→0
Iθ20.

Äî óñiõ iíøèõ äîäàíêiâ ôóíêöi¨ I2 i äî óñiõ
äîäàíêiâ ôóíêöi¨ I3 ìîæíà çàñòîñóâàòè ÃÑI
Dγ

Ω áåçïîñåðåäíüî ïiä çíàêîì iíòåãðàëà, áî
äëÿ Dγ

ΩG(t − τ + kT, x − ξ) âiðíîþ ¹ îöiíêà
(35), äå ó ïðàâié ÷àñòèíi çàìiñòü (t − τ)1/γ

ñëiä ïèñàòè (t − τ + kT )1/γ, k ≥ 1. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Ïðèêëàäè
1. Äâîòî÷êîâà çàäà÷à. Íåõàé t ≥ 0, x ∈

R; T > 0, µ, ν � ÷èñëà,

ut(t, x) + A1u(t, x) = f(t, x), t > 0, x ∈ R,
(36)

µu(t, x)|t=0 = νu(t, x)|t=T + φ(x), (37)

x ∈ R, µ > 0, ν > 0,

äå

A1u(t, x) ≡ F−1σ→x[|σ|Fx→σ[u(t, x)]], (38)

t ≥ 0, σ ∈ R, x ∈ R
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¹ ÏÄÎ ç ñèìâîëîì |σ|, âèçíà÷åíèé ëèøå íà
ñïàäíèõ ôóíêöiÿõ ïî x, àáî [8]

A1u(t, x) ≡
2

π
lim
ε→0
R→∞

∫
ε≤|h|≤R

∆hu(t, x)

|h|2
dh, (39)

t > 0, x ∈ R,

∆hu(t, x) = u(t, x+h)−u(t, x). ßêùî u(t, x) ≡
C, òî∆hC = 0 i â (39) A1C = 0 â êëàñè÷íîìó
ñåíñi, à â (38) � â ñåíñi òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ
ôóíêöié.

Ôîðìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (36), (37)

u(t, x) =

∞∫
−∞

G(t, T, x− ξ;µ, ν)φ(ξ)dξ+

+µ

t∫
0

dτ

∞∫
−∞

G(t− τ, T, x− ξ;µ, ν)f(τ, ξ)dξ+

+ν

T∫
t

dτ

∞∫
−∞

G(T+t−τ, T, x−ξ;µ, ν)f(τ, ξ)dξ,

(40)
äå

G(t, T, x;µ, ν) =

∞∫
−∞

exp{−|σ|t+ ixσ}
µ− ν exp{−|σ|T}

dσ.

Îñêiëüêè

1

µ− ν exp{−|σ|T}
=

=
1

µ

∞∑
k=0

(ν
µ

)k
exp{−|σ|kT},

òî [8]

G(t, T, x;µ, ν) =
1

µ

∞∑
k=0

(ν
µ

)k
×

×
∞∫

−∞

exp{ixσ − |σ|(t+ kT )}dσ =

=
1

µ

1

π

∞∑
k=0

(ν
µ

)k t+ kT

(t+ kT )2 + x2
, (41)

µ > ν, t ≥ 0, x ∈ R.

Ïðè öüîìó äëÿ t ≥ 0, x ∈ R, µ > ν
G(t, T, x;µ, ν) ≥ 0, à òàêîæ

∞∫
−∞

G(t, T, x;µ, ν)dx =
1

µ

1

π

∞∑
k=0

(ν
µ

)k
×

×
∞∫

−∞

t+ kT

(t+ kT )2 + x2
dx =

=
1

µ

∞∑
k=0

(ν
µ

)k
=

1

µ

1

1− ν
µ

=
1

µ− ν
. (42)

Íåõàé φ(x) ≡ C1, f(t, x) ≡ C2. Òîäi
ïiäñòàâèâøè (41) â (40) i âðàõîâóþ÷è (42),
îòðèìà¹ìî âèðàç äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (36),
(37)

u(t, x) =
C1

µ− ν
+ µ

C2t

µ− ν
+
C2(T − t)ν
µ− ν

,

t ≥ 0, x ∈ R,

íåçàëåæíèé âiä x, àáî

u(t, x) =
1

µ− ν

(
C1+((µ− ν)t+ νT )2

)
, (43)

t ≥ 0, x ∈ R.

Ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî ôóíêöiÿ u iç (43) ¹
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (36), (37).

Îñêiëüêè
∂u

∂t
= C2, A1u = 0 (u íå çàëå-

æèòü âiä x), f = C2, òî ðiâíÿííÿ, î÷åâèäíî,
çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ â êëàñè÷íîìó ñåíñi, ÿêùî
ÏÄÎ (38) òëóìà÷èòüñÿ ÿê ÃÑI (39).

Ïåðåâiðÿ¹ìî âèêîíàííÿ íåëîêàëüíî¨ óìî-
âè (37). Îñêiëüêè

µu(t, x)|t=0 =
µ

µ− ν
(C − 1 + C2T · ν)

à

νu(t, x)|t=T + C1 =
ν

µ− ν
[C1 + ((µ− ν)T+

+νT )C2] + C1 =
µ

µ− ν
(C1 + C2νT ),

òî ëiâà ÷àñòèíà (37) çáiãà¹òüñÿ ç ¨¨ ïðàâîþ
÷àñòèíîþ.
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Âèñíîâêè. 1. ßêùî ðiâíÿííÿ (36) îäíî-
ðiäíå, òîáòî f(t, x) ≡ 0, òî ïðè φ(x) ≡ C1

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (36), (37) çàïèñó¹òüñÿ ó âè-
ãëÿäi

u(t, x) =
C1

µ− ν
, t ≥ 0, x ∈ R, µ > ν > 0,

i ¹ âåëè÷èíîþ ñòàëîþ, çàëåæíîþ âiä µ i ν,
µ > ν > 0. Ïðè µ = ν ðÿä (41) ðîçáiãà¹òüñÿ
ÿê ãàðìîíiéíèé ðÿä, à ïðè µ < ν ðÿä (41) ¹
ðîçáiæíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì. Òîìó çàäà÷à
(36), (37) ðîçâ'ÿçêó íå ìà¹. Çíàê u çàëåæèòü
âiä çíàêó C1.

2. ßêùî ðiâíÿííÿ (36) íåîäíîðiäíå i
φ(x) = C1, f(t, x) = C2, òî ïðè µ > ν çà-
äà÷à (36), (37) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé
çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi (43). Ïðè µ ≤ ν çàäà-
÷à (36), (37) ðîçâ'ÿçêó íå ìà¹.

3. Ïðè µ > ν > 0, t ≥ 0, x ∈ R, C1 ≥ 0,
C2 ≥ 0 ðîçâ'ÿçêè îáîõ çàäà÷ (îäíîðiäíî¨ i
íåîäíîðiäíî¨) ¹ íåâiä'¹ìíèìè.

Ïðè µ > ν > 0, C1 = C2 = 0 ðîçâ'ÿçîê
u(t, x) ¹ òîòîæíèì íóëåì.

Ïðè µ > ν > 0, C1 < 0, C2 < 0 ìà¹ìî, ùî
u(t, x) < 0.

ßêùî µ > ν > 0, C1 i C2 ðiçíèõ çíàêiâ
òàêi, ùî C1 + νC2T = 0, òî u(t, x) = C2t i íå
çàëåæèòü âiä C1.
2. Çàäà÷i êåðóâàííÿ. Çàäà÷à 1. Çíà-

éòè òàêå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà µ0, ùîá ó ìî-
ìåíò ÷àñó t0 ïðè çàäàíèõ C1, C2, νk, tk,
1 ≤ k ≤ m, âåëè÷èíà u äîðiâíþâàëà u0.
Âiäïîâiäü.

µ0 =
1

u0 − C2t0

(
C1 + u0

m∑
k=1

νk + C+

+2
m∑
k=1

νk(tk − t0)
)
.

Àíàëîãi÷íî ìîæóòü áóòè ðîçâ'ÿçàíi òàêi çà-
äà÷i.
Çàäà÷à 2. Çíàéòè òàêå çíà÷åííÿ Ci, ùîá

ó ìîìåíò ÷àñó t0 ïðè çàäàíèõ µ0, C3, νk, tk
âåëè÷èíà u ≡ u0, i = 1, j = 2; i = 2, j = 1,
1 ≤ k ≤ m.
Çàäà÷à 3. Çíàéòè òàêèé ìîìåíò ÷àñó t0,

ùîá ïðè çàäàíèõ C1, C2, µ0, νk, tk, 1 ≤ k ≤
m, âåëè÷èíà u ≡ u0.
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