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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÏÐÎ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍIÑÒÜ ËÅÄÜ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ËIÍIÉÍÈÕ I
ÁIËIÍIÉÍÈÕ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ

Äîâåäåíî, ùî êîæíå áiëiíiéíå ëåäü íåïåðåðâíå ó äåÿêié òî÷öi âiäîáðàæåííÿ f : X×Y → Z,
äå X,Y, Z � äîâiëüíi òîïîëîãi÷íi âåêòîðíi ïðîñòîðè, ¹ íåïåðåðâíèì, à ÿêùî ïðîñòið Z ëî-
êàëüíî îáìåæåíèé, òî íåïåðåðâíèì áóäå i êîæíå ëîêàëüíî îáìåæåíå â äåÿêié òî÷öi áiëiíiéíå
âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z.

We prove that every bilinear somewhat continuous at some point mapping f : X × Y → Z,
where X,Y, Z are arbitrary topological vector spaces, is continuous. If, moreover, the space Z is
locally bounded then every locally bounded at some point bilinear mapping f : X × Y → Z is
continuous.

1.Âñòóï. Ó XX ñòîëiòòi â ìàòåìàòè-
öi âèíèêëî áàãàòî ïîñëàáëåíü íåïåðåðâíî-
ñòi (êâàçiíåïåðåðâíiñòü, ëåäü íåïåðåðâíiñòü,
ìàéæå íåïåðåðâíiñòü, ìàéæå ëåäü íåïåðåðâ-
íiñòü, òîùî), ÿêèõ çàðàç íàðàõîâó¹òüñÿ ïî-
íàä 100. Ñòîñîâíî êîæíîãî ç íèõ âèíèêà¹
ïèòàííÿ: ÷è áóäå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f :
X → Y ìiæ òîïîëîãi÷íèìè âåêòîðíèìè ïðî-
ñòîðàìè (êîðîòêî: ÒÂÏ) X i Y , ÿêå îñëàáëå-
íî íåïåðåðâíå â òîìó ÷è iíøîìó ñåíñi, íå-
ïåðåðâíèì? Àíàëîãi÷íå ïèòàííÿ ìîæíà ñòà-
âèòè i äëÿ ïîëiíîìiàëüíèõ, áiëiíiéíèõ ÷è n-
ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü.

Ìîæëèâî, îäíi¹þ ç ïåðøèõ òåîðåì íà öþ
òåìó ¹ êëàñè÷íà òåîðåìà Áàíàõà ïðî çàìêíå-
íèé ãðàôiê [1, ñ.35], ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî êî-
æíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ìiæ
áàíàõîâèìè ïðîñòîðàìè X i Y , ÿêå ìà¹ çà-
ìêíåíèé ãðàôiê, áóäå íåïåðåðâíèì. Â.Ïòàê
âñòàíîâèâ òåîðåìó ïðî íåïåðåðâíiñòü ëiíié-
íîãî âiäîáðàæåííÿ, â ÿêié ôiãóðó¹ ìàéæå íå-
ïåðåðâíiñòü [2, ñ.125, ò.7]: ÿêùî X i Y � ãàóñ-
äîðôîâi ëîêàëüíî îïóêëi ïðîñòîðè, ïðè÷îìó
ïðîñòið Y ñóïåðïîâíèé, i f : X → Y ëi-
íiéíå ìàéæå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, ùî
ìà¹ çàìêíåíèé ãðàôiê, òî f íåïåðåðâíå. Ç
íå¨ âií îòðèìàâ ñâîþ òåîðåìó ïðî çàìêíå-
íèé ãðàôiê [2, ñ.127, ò.8]: ÿêùî X � ãàóñ-
äîðôîâèé áî÷êîâèé ïðîñòið, Y � ãàóñäîð-
ôîâèé ñóïåðïîâíèé ïðîñòið i f : X → Y
� ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ìà¹ çàìêíåíèé
ãðàôiê, òî f íåïåðåðâíå. Âiäîìi é iíøi âà-

ðiàíòè òåîðåìè ïðî çàìêíåíèé ãðàôiê [3, 4].
Ùå îäèí âiäîìèé íàì ðåçóëüòàò íàëåæèòü
Ç.Ïüîòðîâñüêîìó [2, th.4], ÿêèé ïîìiòèâ, ùî
äëÿ äîâiëüíèõ ÒÂÏ X i Y êîæíå ëiíiéíå
ëåäü íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y
áóäå íåïåðåðâíèì.

Ó öié ðîáîòi ìè ðîçâèâà¹ìî ðåçóëüòàò
Ïüîòðîâñüêîãî, âñòàíîâèâøè, ùî äëÿ äî-
âiëüíèõ ÒÂÏ X, Y i Z êîæíå áiëiíiéíå ëåäü
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z
áóäå íåïåðåðâíèì. Êðiì òîãî, ìè äîâîäèìî,
ùî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ç ÒÂÏ
X ó ëîêàëüíî îáìåæåíèé ÒÂÏ Y , ÿêå ëî-
êàëüíî îáìåæåíå â äåÿêié òî÷öi x ç X, áóäå
íåïåðåðâíèì. Ïîäiáíèé ðåçóëüòàò ¹ i äëÿ ái-
ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü.

2. Íåïåðåðâíiñòü ëiíiéíèõ ëåäü íå-

ïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü. Íåõàé X i Y �
òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, f : X → Y � âiäîáðà-
æåííÿ i x0 ∈ X. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæå-
ííÿ f íàçèâà¹òüñÿ ëåäü íåïåðåðâíèì ó òî-
÷öi x0, ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè
y0 = f(x0) ó ïðîñòîði Y iñíó¹ òàêà âiäêðèòà
íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X, ùî f(G) ⊆ V ,
iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî intf−1(V ) ̸= ∅ äëÿ
êîæíîãî îêîëó V òî÷êè y0 â Y . Êàæóòü, ùî
f ëåäü íåïåðåðâíå, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì ó êî-
æíié òî÷öi x ç ïðîñòîðó X.

Ïî÷íåìî ç äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòó Ïüîòðî-
âüêîãî ó ïîêðàùåíié ðåäàêöi¨. Ïiä ëiíiéíi-
ñòþ âiäîáðàæåííÿ f : X → Y , äå X i Y �
âåêòîðíi ïðîñòîðè íàä îäíèì i òèì æå ïî-
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ëåì K = R àáî C, ìè ðîçóìi¹ìî éîãî àäè-
òèâíiñòü i îäíîðiäíiñòü, ÿêi îçíà÷àþòü âiä-
ïîâiäíî, ùî f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) i
f(λx) = λf(x) äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x1, x2
i x ç X i ñêàëÿðà λ ∈ K.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X i Y � ÒÂÏ,
f : X → Y � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ,
ÿêå ëåäü íåïåðåðâíå ó äåÿêié òî÷öi x0 ç X.
Òîäi f íåïåðåðâíå.

Äîâåäåííÿ. Ìè áóäåìî äîâîäèòè íåïå-
ðåðâíiñòü f ó òî÷öi 0. Îñêiëüêè f ëiíiéíå,
òî f(0) = 0. Íåõàé V � äîâiëüíèé îêië íó-
ëÿ â Y . ßê äîáðå âiäîìî [6, ñ.15], iñíó¹ òà-
êèé çàîêðóãëåíèé îêië íóëÿ V0 ó ïðîñòîði
Y , ùî V0 + V0 ⊆ V . Îñêiëüêè f ëåäü íå-
ïåðåðâíå â òî÷öi x0 i ìíîæèíà y0 + V0, äå
y0 = f(x0), ¹ îêîëîì òî÷êè y0 â Y , òî iñíó¹
òàêà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X,
ùî f(G) ⊆ y0 + V0. Ìíîæèíà U = G − G
ìiñòèòü 0, àäæå iñíó¹ a ∈ G, áî G ̸= ∅, i
0 = a−a ∈ U . Êðiì òîãî, âîíà âiäêðèòà â X,
àäæå U =

∪
y∈G

(G− y), à ìíîæèíè G− y âiä-

êðèòi â X, áî G−y = φ(G), äå φ(G) = x−y,
à çñóâ φ : X → X � öå ãîìåîìîðôiçì [6, ï.6,
ñ.13]. Òàêèì ÷èíîì, U � öå îêië íóëÿ â X.
Àëå ç ëiíiéíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âèïëèâà¹,
ùî

f(U) = f(G)− f(G) ⊆ (y0 + V0)− (y0 + V0) =
= y0 + V0 − y0 − V0 = V0 − V0 = V0 + V0 ⊆ V,

áî ìíîæèíà V0 çàîêðóãëåíà. Òàêèì ÷èíîì,
f(U) ⊆ V , ùî äà¹ íàì íåïåðåðâíiñòü f ó òî-
÷öi 0. Çâiäñè ìè íåãàéíî îòðèìó¹ìî [7, òâ.2,
ñ.11], ùî f � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ.

3. Íåïåðåðâíiñòü ëîêàëüíî îáìå-

æåíèõ âiäîáðàæåíü. Íàãàäà¹ìî, ùî ïiä-
ìíîæèíà A ÒÂÏ X íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ
[6, ñ.45], ÿêùî âîíà ïîãëèíà¹òüñÿ áóäü-ÿêèì
îêîëîì íóëÿ U â X, òîáòî äëÿ êîæíîãî îêî-
ëó íóëÿ U â X iñíó¹ òàêå γ > 0, ùî A ⊆ λU ,
ÿê òiëüêè |λ| ≥ γ.

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (êîðî-
òêî: ÒÏ), Y � ÒÂÏ i f : X → Y � âiäîáðà-
æåííÿ. Âîíî íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî îáìåæå-
íèì ó òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî iñíó¹ òàêèé îêië
U òî÷êè x0 â X, ùî éîãî îáðàç f(U) � öå
îáìåæåíà ìíîæèíà ó ïðîñòîði Y .

ÒÂÏ Y íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî îáìåæå-
íèì [6, ï.28, ñ.47], ÿêùî â íüîìó iñíó¹ îáìå-
æåíèé îêië íóëÿ V . ßêùî V � îáìåæåíèé
îêië íóëÿ â Y , òî, ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè [6,
òâ.3, ñ.48], ñèñòåìà éîãî êðàòíèõ {εV : ε >
0} ¹ áàçîþ îêîëiâ íóëÿ â Y . Ëîêàëüíî îáìå-
æåíèìè áóäóòü âñi íîðìîâàíi i p-íîðìîâàíi
ïðîñòîðè.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � ÒÏ, Y � ëîêàëü-
íî îáìåæåíèé ÒÂÏ i f : X → Y ëåäü íåïå-
ðåðâíå â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X âiäîáðàæåííÿ.
Òîäi f áóäå ëîêàëüíî îáìåæåíèì ó âñiõ òî-
÷êàõ äåÿêî¨ íåïîðîæíüî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè
G ó ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðîñòið Y ëîêàëüíî
îáìåæåíèé, òî â íüîìó iñíó¹ îáìåæåíèé îêië
íóëÿ V . Òîäi éîãî çñóâ y0+V , äå y0 = f(x0),
áóäå îáìåæåíèì îêîëîì òî÷êè y0 â Y . Ç
ëåäü íåïåðåðâíîñòi f ó òî÷öi x0 âèïëèâà¹,
ùî iñíó¹ òàêà âiäêðèòà â X íåïîðîæíÿ ìíî-
æèíà G, ùî f(G) ⊆ y0 + V . Ìíîæèíà G ¹
îêîëîì êîæíî¨ ñâî¹¨ òî÷êè, à ¨¨ îáðàç f(G) �
öå îáìåæåíà ìíîæèíà â ïðîñòîði Y , ÿê ïiä-
ìíîæèíà îáìåæåíî¨ ìíîæèíè y0 + V . Òîìó
f ëîêàëüíî îáìåæåíà â êîæíié òî÷öi ç G.

Çâè÷àéíî, ëîêàëüíî îáìåæåíà ôóíêöiÿ
÷è íàâiòü îáìåæåíà íå çîáîâ'ÿçàíà áóòè ëåäü
íåïåðåðâíîþ, íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ Äiðiõëå
f = χQ : R → R îáìåæåíà, àëå íå ¹ ëåäü
íåïåðåðâíîþ â æîäíié òî÷öi ç R.

Ó òîìó âèïàäêó, êîëè Y � ëîêàëüíî îáìå-
æåíèé ÒÂÏ, ìîæíà çàïðîïîíóâàòè i òàêèé
ïiäñèëåíèé âàðiàíò òåîðåìè 1.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � ÒÂÏ, Y � ëîêàëü-
íî îáìåæåíèé ÒÂÏ i f : X → Y � ëiíiéíå
âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíèì ó
äåÿêié òî÷öi x0 ïðîñòîðóX. Òîäi f íåïåðåðâ-
íå.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ iñíó¹ òàêèé îêië
Ux0 òî÷êè x0 â X, ùî éîãî îáðàç f(Ux0) � öå
îáìåæåíà ìíîæèíà ó ïðîñòîði Y . Îñêiëüêè
X � öå ÒÂÏ, òî iñíó¹ òàêèé îêië íóëÿ U â X,
ùî Ux0 = x0 + U . Ç ëiíiéíîñòi âiäîáðàæåííÿ
f âèïëèâà¹, ùî

B = f(U) = f(Ux0 − x0) = f(Ux0)− f(x0).

Òîäi îáðàçB = f(U) � öå îáìåæåíà ìíîæèíà
ó ïðîñòîði Y , áî òàêîþ ¹ îáðàç f(Ux0).
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Íåõàé V � îáìåæåíèé îêië íóëÿ â Y . Òîäi
ñèñòåìà {εV : ε > 0} � öå áàçà îêîëiâ íó-
ëÿ â Y . Îêië V ïîãëèíà¹ ìíîæèíó B, òîìó
iñíó¹ òàêà êîíñòàíòà γ > 0, ùî B ⊆ γV . Ç
îäíîðiäíîñòi f òîäi âèïëèâà¹, ùî äëÿ δ = ε

γ

f(δU) = δf(U) = δB ⊆ δγV = εV.

Îñêiëüêè δU � öå òåæ îêië íóëÿ ðàçîì ç U ,
òî îòðèìàíå âêëþ÷åííÿ f(δU) ⊆ εV ïîêà-
çó¹, ùî âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå â íóëi, à
çíà÷èòü, i â êîæíié òî÷öi ç X.

4. Áiëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ. Äëÿ âiä-
îáðàæåííÿ f : X × Y → Z i òî÷êè p =
(x, y) ∈ X × Y ïîêëàäåìî fx(y) = f(p) =
fy(x). Íåõàé X,Y i Z � âåêòîðíi ïðîñòî-
ðè íàä îäíèì i òèì æå ïîëåì K = R àáî
C. Âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z íàçèâà¹-
òüñÿ áiëiíiéíèì, ÿêùî âîíî íàðiçíî ëiíiéíå,
òîáòî äëÿ êîæíîãî x ∈ X i êîæíîãî y ∈ Y
âiäîáðàæåííÿ fx : Y → Z i fy : X → Z
ëiíiéíi. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîáðå âiäîìå,
àëå éîãî äîâåäåííÿ ãîäi øóêàòè ó ìîíîãðà-
ôiÿõ ç ÒÂÏ, ó êíèçi Ãåëüìóòà Øåôåðà [8,
ñ.152, âïðàâà 16] ÷àñòèíà éîãî ïðîïîíó¹òüñÿ
ÿê âïðàâà. Ìè äàìî òóò éîãî äîâåäåííÿ äëÿ
ïîâíîòè âèêëàäó.

Òåîðåìà 4. Íåõàé X, Y i Z � ÒÂÏ íàä
îäíèì i òèì æå ïîëåì K i f : X × Y → Z �
áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi íàñòóïíi óìîâè
ðiâíîñèëüíi:

(i) f íåïåðåðâíå;
(ii) f íåïåðåðâíå â äåÿêié òî÷öi p0 =

(x0, y0) ∈ X × Y ;
(iii) f íåïåðåðâíå â òî÷öi 0 = (0, 0).
Äîâåäåííÿ. Ïiä íåïåðåðâíiñòþ âiäîáðà-

æåííÿ f : X×Y → Z ó òî÷öi p0 = (x0, y0) ìè
ðîçóìi¹ìî éîãî ñóêóïíó íåïåðåðâíiñòü, ÿêà
îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî îêîëó Wz0 òî÷êè
z0 = f(p0) ó ïðîñòîði Z iñíóþòü òàêi îêî-
ëè Ux0 i Vy0 òî÷îê x0 i y0 ó ïðîñòîðàõ X i
Y âiäïîâiäíî, ùî f(Ux0 × Vy0) ⊆ Wz0 . Iìïëi-
êàöiÿ (i) ⇒ (ii) î÷åâèäíà, áî íåïåðåðâíiñòü
âiäîáðàæåííÿ f îçíà÷à¹ éîãî íåïåðåðâíiñòü
ó êîæíié òî÷öi p0 ∈ X × Y .

(ii) ⇒ (iii). Íåõàé f íåïåðåðâíå â òî÷öi
p0 = (x0, y0). ßñíî, ùî òîäi ëiíiéíi âiäîáðà-
æåííÿ fx0 : Y → Z i fy0 : X → Z áóäóòü
íåïåðåðâíèìè ó òî÷êàõ y0 i x0 âiäïîâiäíî.

Àëå â òàêîìó ðàçi, ÿê äîáðå âiäîìî, âîíè áó-
äóòü íåïåðåðâíi i â êîæíié òî÷öi, çîêðåìà, â
íóëi.

Äîâåäåìî, ùî f íåïåðåðâíå â òî÷öi (0, 0).
Íåõàé W � äîâiëüíèé îêië íóëÿ â Z. Çíà-
éäåìî òàêèé çàîêðóãëåíèé îêië íóëÿ W0 â
Z, ùî W0 +W0 +W0 ⊆ W i òàêi îêîëè íó-
ëÿ U i V ó ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî, ùî
fx0(V ) ⊆ W0, fy0(U) ⊆ W0 i f((x0+U)×(y0+
V )) ⊆ z0 +W0. Ç áiëiíiéíîñòi âiäîáðàæåííÿ
f âèïëèâà¹, ùî

f(x0 + u, y0 + v) =
f(x0, y0) + f(x0, v) + f(u, y0) + f(u, v)

äëÿ äîâiëüíèõ u i v ç X. Òîìó äëÿ u ∈ U i
v ∈ V ìàòèìåìî, ùî f(u, v) = f(x0 + u, y0 +
v)−z0−fx0(v)−fy0(u) ∈ W0−W0−W0 =W0+
W0 +W0 ⊆ W. Òàêèì ÷èíîì, f(U ×V ) ⊆ W ,
ùî i äà¹ íàì íåïåðåðâíiñòü ó òî÷öi (0, 0).

(iii) ⇒ (i). Íåõàé f íåïåðåðâíå â òî÷öi
(0, 0) i p0 = (x0, y0) � äîâiëüíà òî÷êà ç äîáó-
òêó X × Y . Äîâåäåìî, ùî f íåïåðåðâíå i â
òî÷öi p0.

Ñïî÷àòêó ç'ÿñó¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ fx0

i fy0 íåïåðåðâíi â òî÷öi 0. Íåõàé W � äî-
âiëüíèé îêië íóëÿ â Z. Ç íåïåðåðâíîñòi f ó
òî÷öi (0, 0) âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi îêîëè
íóëÿ U i V ó ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî, ùî
f(U × V ) ⊆ W . Îñêiëüêè îêîëè íóëÿ â ÒÂÏ
ðàäiàëüíi ìíîæèíè [6, ñ.13], òî iñíóþòü òàêi
÷èñëà α > 0 i β > 0, ùî x0 ∈ αU i y0 ∈ βV .
Â òàêîìó ðàçi

fx0(
1

α
V ) ∈ f(αU× 1

α
V ) = α · 1

α
f(U×V ) ⊆ W

i òàê ñàìî fy0(
1
β
U) ⊆ W. Îñêiëüêè 1

α
V i 1

β
U

� öå îêîëè íóëÿ ó ïðîñòîðàõ Y i X âiäïî-
âiäíî, òî äîâåäåíi âêëþ÷åííÿ i äàþòü íàì
íåïåðåðâíiñòü fx0 i fy0 â íóëi.

Òåïåð âiçüìåìî òàêèé çàîêðóãëåíèé îêië
íóëÿ W0 â Z, ùî W0 + W0 + W0 ⊆ W i
çíàéäåìî òàêi îêîëè íóëÿ U0 i V0 ó ïðîñòî-
ðàõ X i Y âiäïîâiäíî, ùî fx0(V0) ⊆ W0,
fy0(U0) ⊆ W0 i f(U0 × V0) ⊆ W0. Â òàêîìó
ðàçi, êîëè u = x− x0 ∈ U0 i v = y − y0 ∈ V0,
òî

f(x, y)− f(x0, y0) = f(x0, v) + f(u, y0) +
+f(u, v) ∈ W0 +W0 +W0 ⊆ W,
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à öå i äà¹ íàì íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ f
ó òî÷öi p0.

5. Íåïåðåðâíiñòü íàðiçíî íåïåðåðâ-

íèõ ëåäü íåïåðåðâíèõ áiëiíiéíèõ âiä-

îáðàæåíü. Ó öüîìó ïóíêòi ìè äîâåäåìî òå-
îðåìó, ÿêó ïiäñèëèìî äàëi iíøèì ìåòîäîì.

Òåîåìà 5. Íåõàé X,Y i Z � ÒÂÏ íàä
îäíèì i òèì æå ïîëåì K, f : X × Y → Z
� áiëiíiéíå íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåí-
íÿ, ÿêå ëåäü íåïåðåðâíå â äåÿêié òî÷öi p0 =
(x0, y0) ç X × Y . Òîäi f íåïåðåðâíå.

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi òåîðåìè 4 äîñèòü
äîâåñòè íåïåðåðâíiñòü f ó òî÷öi (0, 0), äëÿ
ÿêî¨ f(0, 0) = 0. Ðîçãëÿíåìî îêië íóëÿ W ó
ïðîñòîði Z i çíàéäåìî äëÿ íüîãî òàêi îêîëè
íóëÿ U i V ó ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî, ùî
f(U × V ) ⊆ W .

Ñïî÷àòêó âiçüìåìî òàêèé çàîêðóãëåíèé
îêië íóëÿ W0 â Z, ùî

W0 +W0 +W0 +W0 ⊆ W.

Íåõàé z0 = f(p0). Îñêiëüêè f ëåäü íåïå-
ðåðâíå â òî÷öi p0, òî iñíó¹ òàêà âiäêðèòà íå-
ïîðîæíÿ ìíîæèíàG âX×Y , ùî f(G) ⊆ z0+
W0. Âiçüìåìî ÿêóñü òî÷êó q0 = (u0, v0) ∈ G.
Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ fu0 i fv0 íåïåðåðâ-
íi i ìíîæèíà G âiäêðèòà â X × Y , òî iñíó-
þòü òàêi îêîëè íóëÿ U i V ó ïðîñòîðàõ X i
Y âiäïîâiäíî, ùî (u0 + U) × (v0 + V ) ⊆ G,
fu0(V ) ⊆ W0 i fv0(U) ⊆ W0. Òîäi äëÿ u ∈ U i
v ∈ V áóäåìî ìàòè

f(u, v) =
f(u0+u, v0+v)−f(u0, v)−f(u, v0)−f(u0, v0) =
f(u0+u, v0+ v)− f(u0, v0)− fu0(v)− fv0(u) ∈
(z0 +W0)− (z0 +W0)−W0 −W0 = z0 +W0 −
z0−W0−W0−W0 = W0+W0+W0+W0 ⊆ W,

îòæå, f(U × V ) ⊆ W , ùî é òðåáà áóëî äîâå-
ñòè.

6. Íåïåðåðâíiñòü ëåäü íåïåðåðâíèõ

áiëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü. Òóò ìè ïîêà-
æåìî, ùî óìîâó íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi âiä-
îáðàæåííÿ f ó òåîðåìi 5 ìîæíà çíÿòè.

Òåîðåìà 6. Íåõàé f : X × Y → Z � ái-
ëiíiéíå ëåäü íåïåðåðâíå â äåÿêié òî÷öi p0 =
(x0, y0) ∈ X × Y âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f íåïå-
ðåðâíå.

Äîâåäåííÿ. ÍåõàéW � äîâiëüíèé îêië íó-
ëÿ â Z i W0 � òàêèé çàîêðóãëåíèé îêië íóëÿ

â Z, ùî W0 +W0 +W0 +W0 ⊆ W . Îñêiëü-
êè f ëåäü íåïåðåðâíå â òî÷öi p0, òî iñíóþòü
òàêi âiäêðèòi íåïîðîæíi ìíîæèíè G i H ó
ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî, ùî f(G×H) ⊆
z0+W0. Ìíîæèíà U = G−G � öå îêië íóëÿ
â ïðîñòîði X. Äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ U iñíó-
þòü òàêi âåêòîðè x1 i x2 ç G, ùî u = x1−x2.
Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ H áóäåìî ìàòè, ùî
f(u, y) = f(x1 − x2, y) = f(x1, y)− f(x2, y) ∈
z0+W0−z0−W0 =W0+W0. Îòæå, f(U×H) ⊆
W0 + W0. Äàëi ìíîæèíà V = H − H � öå
îêië íóëÿ â Y . Äëÿ äîâiëüíîãî v ∈ V iñíó-
þòü âåêòîðè y1 i y2 ç H, òàêi, ùî v = y1− y2.
Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ U îòðèìà¹ìî, ùî
f(u, v) = f(u, y1 − y2) = f(u, y1) − f(u, y2) ∈
W0+W0−W0−W0 = W0+W0+W0+W0 ⊆ W .
Òàêèì ÷èíîì, âèõîäèòü, ùî f(U × V ) ⊆ W ,
à öå i äà¹ íàì íåïåðåðâíiñòü f ó òî÷öi (0, 0).
Òîìó f íåïåðåðâíå íà îñíîâi òåîðåìè 4.

7. Íåïåðåðâíiñòü áiëiíiéíèõ ëî-

êàëüíî îáìåæåíèõ âiäîáðàæåíü. Àíà-
ëîãi÷íî äî òåîðåìè 2 ìîæíà äîâåñòè âiäïî-
âiäíå òâåðäæåííÿ i äëÿ áiëiíiéíèõ âiäîáðà-
æåíü.

Òåîðåìà 7. Íåõàé X i Y � ÒÂÏ, à Z �
ëîêàëüíî îáìåæåíèé ÒÂÏ i f : X×Y → Z �
áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ëîêàëüíî îáìå-
æåíå ó ÿêiñü òî÷öi p0 = (x0, y0) ç X×Y . Òîäi
f íåïåðåðâíå.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ iñíóþòü òàêi îêîëè
Ux0 i Vy0 òî÷îê x0 i y0 ó ïðîñòîðàõ X i Y
âiäïîâiäíî, ùî ìíîæèíà A = f(Ux0 × Vy0)
îáìåæåíà â Z. Ìíîæèíè U = Ux0 − Ux0 i
V = Vy0 −Vy0 � öå îêîëè íóëÿ ó ïðîñòîðàõ X
i Y âiäïîâiäíî. Äëÿ äîâiëüíèõ u ∈ U i v ∈ V
iñíóþòü òàêi âåêòîðè x1 i x2 ç Ux0 i y1 òà y2 ç
Vy0 , ùî u = x1−x2 i v = y1−y2. Òîäi f(u, v) =
f(x1 − x2, y1 − y2) = f(x1, y1) − f(x2, y1) −
f(x1, y2) + f(x2, y2) ∈ A − A − A + A = B.
Îòæå, f(U × V ) ⊆ B, ïðè÷îìó ìíîæèíà B
îáìåæåíà ðàçîì ç ìíîæèíîþ A.

Çà ïðèïóùåííÿì iñíó¹ îáìåæåíèé îêië
íóëÿ W â ïðîñòîði Z. Âií ïîãëèíà¹ îáìå-
æåíó ìíîæèíó B, òîìó iñíó¹ òàêå γ > 0, ùî
γW ⊇ B. Äëÿ äàíîãî ε > 0 ðîçãëÿíåìî ÷è-
ñëî δ = ε

γ
. Òîäi

f(δU × V ) = δf(U × V ) ⊆ δB =
ε

γ
B ⊆ εW.
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Îñêiëüêè δU � öå îêië íóëÿ i ìíîæèíè âèäó
εW , äå ε > 0, óòâîðþþòü áàçó îêîëiâ íóëÿ â
ïðîñòîði Z, òî âêëþ÷åííÿ f(δU ×V ) ⊆ εW
ïîêàçó¹, ùî âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå â
òî÷öi (0, 0), à çíà÷èòü, i â êîæíié òî÷öi çà
òåîðåìîþ 4.
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