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Ðîçãëÿíóòî öèêëè ñïåöiàëüíîãî êëàñó íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü âiäðiçêà â ñåáå, ãðàôiê
ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ãiëîê ìîíîòîííîñòi. Âèêîðèñòîâóþ÷è çàïðîïîíîâàíó êëàñèôiêàöiþ
öèêëiâ çà ðiçíèìè îçíàêàìè: çà ïåðiîäîì, çà âçà¹ìíèì ðîçòàøóâàííÿì òî÷îê öèêëó, çà ðîçòà-
øóâàííÿì òî÷îê öèêëó íà ðiçíèõ iíòåðâàëàõ ìîíîòîííîñòi âiäîáðàæåííÿ, îïèñàíî âëàñòèâîñòi
öèêëiâ òàêèõ âiäîáðàæåíü òà äîñëiäæåíî ïèòàííÿ ïðî ¨õ ñïiâiñíóâàííÿ.

We consider cycles of a special class of continuous maps generated by two monotonic conti-
nuous maps of an interval. Using a classi�cation by di�erent cycle features, namely, with period,
mutual arrangement of cycle points, arrangement of cycle points on di�erent branches of monotony,
properties of cycles of maps mentioned above are described and the problem on cycles coexistence
is studied.

1. Âñòóï. Ïèòàííÿ ïðî ñïiâiñíóâàííÿ ïå-
ðiîäè÷íèõ òðà¹êòîðié îäíîâèìiðíèõ äèíàìi-
÷íèõ ñèñòåì iíòåíñèâíî âèâ÷à¹òüñÿ áàãàòüìà
äîñëiäíèêàìè ïðîòÿãîì îñòàííiõ 50-òè ðî-
êiâ, çàâäÿêè ïðàöÿì ÿêèõ âèíèê íîâèé íà-
ïðÿìîê â òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì � êîìái-
íàòîðíà äèíàìiêà.

Öå ïèòàííÿ âèíèêàëî çàäîâãî äî ñòâî-
ðåííÿ êîìáiíàòîðíî¨ äèíàìiêè. Òàê, òâåð-
äæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè íå-
ïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ iíòåðâàëó, ùî ìà¹
öèêë ïåðiîäó 2, ÿêå ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè ïðî
ïðîìiæíå çíà÷åííÿ ç ìàòåìàòè÷íîãî àíà-
ëiçó, áóëî âèêîðèñòàíå ùå À.Ïóàíêàðå äëÿ
äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ òî-
÷êè ðiâíîâàãè äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöi-
àëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó â îáëà-
ñòi, ùî îáìåæåíà çàìêíåíèì öèêëîì. Íà-
ñòóïíèì êðîêîì â òåîði¨ îäíîâèìiðíèõ äè-
íàìi÷íèõ ñèñòåì ñòàëî òâåðäæåííÿ ïðî òå,
ùî ç íàÿâíîñòi öèêëó ïåðiîäó n > 2 íå-
ïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà âèïëèâà¹
íàÿâíiñòü öèêëó ïåðiîäó 2 öüîãî âiäîáðà-
æåííÿ. Ó ñòàòòÿõ [1-4] äîâåäåíî òâåðäæåí-
íÿ ïðî çáiæíiñòü iòåðàöié íåïåðåðâíîãî âiä-
îáðàæåííÿ iíòåðâàëó, ÿêå íå ìà¹ öèêëó ïåði-
îäó 2, à â [2-4] ïîêàçàíî, ùî âiäîáðàæåííÿ,
ÿêå íå ìà¹ öèêëiâ ïåðiîäó 2, íå ìà¹ òàêîæ
i öèêëiâ ïåðiîäó n > 2. Öi ðåçóëüòàòè ñòà-

ëè òåîðåòè÷íèì îá ðóíòóâàííÿì çáiæíîñòi
âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî
ïîðÿäêó, ÿêi øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè
ìîäåëþâàííi ôiçè÷íèõ ñèñòåì, i ¨õ ïîáóäîâi
çà äîïîìîãîþ åëåêòðîííî-îá÷èñëþâàëüíèõ
ïðèñòðî¨â. Öi ðåçóëüòàòè ¹ îäíèìè ç ïåðøèõ
òâåðäæåíü, ÿêi ìîæíà âiäíåñòè äî êîìáiíà-
òîðíî¨ äèíàìiêè.

Ôàêòè÷íî çàðîäæåííÿ êîìáiíàòîðíî¨ äè-
íàìiêè, ÿê íàïðÿìêó òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñè-
ñòåì, ïî÷àëîñÿ ç ïðàöü Î.Ì. Øàðêîâñüêîãî,
ÿêèé çàïðîïîíóâàâ ðîçãëÿäàòè òèï âçà¹ìî-
çâ'ÿçêó ìiæ òðà¹êòîðiÿìè � ¨õ ñïiâiñíóâàííÿ.
Çîêðåìà, îäíèì iç ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ ó
ñòàòòi [4] áóâ íàñëiäîê ïðî òå, ùî ç iñíóâà-
ííÿ ó íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêó
öèêëó ïåðiîäó áiëüøîãî çà 2 âèïëèâà¹ iñíó-
âàííÿ ó íüîãî öèêëó ïåðiîäó 2. Â [5] áóëî
äîâåäåíî, ùî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ âiä-
ðiçêà â ñåáå, ÿêå ìà¹ öèêë ïåðiîäó, ùî íå äî-
ðiâíþ¹ ñòåïåíþ 2, ìà¹ öèêëè áóäü-ÿêîãî ïå-
ðiîäó 2i, äå i ≥ 0. Öi ðåçóëüòàòè ñòàëè ñêëà-
äîâîþ ÷àñòèíîþ òåîðåìè Øàðêîâñüêîãî ïðî
ñïiâiñíóâàííÿ öèêëiâ ðiçíèõ ïåðiîäiâ äëÿ íå-
ïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü âiäðiçêà â ñåáå [6].
Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ öi¹¨ òåîðåìè, ÿêà âèêî-
ðèñòîâó¹òüñÿ ó öié ñòàòòi, âèçíà÷èìî íåîáõi-
äíi äëÿ öüîãî ïîíÿòòÿ.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ âèãëÿäó f :
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I → I, äå I � çàìêíåíèé îáìåæåíèé iíòåð-
âàë äiéñíî¨ ïðÿìî¨ R, ôóíêöiÿ f(x) ¹ íåïå-
ðåðâíîþ, òîáòî f ∈ C0(I; I). Ïðè öüîìó äëÿ
i-òî¨ iòåðàöi¨ âiäîáðàæåííÿ f âèêîðèñòîâó¹-
òüñÿ ïîçíà÷åííÿ f i, äå i ∈ N, òà f 0 ¹ òîòî-
æíèì âiäîáðàæåííÿì.

ßêùî äëÿ òî÷êè x ∈ I iñíó¹ òàêå íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî i, ùî f i(x) = x, òî òî÷êà x íà-
çèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåí-
íÿ f , à ÷èñëî n = min{i ∈ N|f i(x) = x} �
ïåðiîäîì òî÷êè x. Ó âèïàäêó i = 1 òî÷êà
x ∈ I íàçèâà¹òüñÿ íåðóõîìîþ òî÷êîþ âiä-
îáðàæåííÿ f : I → I.

Ìíîæèíà âñiõ ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê âiä-
îáðàæåííÿ f ïîçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ
Per(f).

Ïîñëiäîâíiñòü (f i(x), i ≥ 0), äå x ∈
Per(f) � ïåðiîäè÷íà òî÷êà ïåðiîäó n, íà-
çèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ òðà¹êòîði¹þ âiäîáðà-
æåííÿ f , à ìíîæèíà òî÷îê {f i(x), i ≥ 0},
x ∈ Per(f) � öèêëîì ïåðiîäó n âiäîáðàæåí-
íÿ f .

Öèêëè íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ âiä-
ðiçêà â ñåáå ìîæíà âïîðÿäêóâàòè ïåâíèì ÷è-
íîì. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà Øàðêîâñüêîãî [6]. ßêùî f ∈
C0(I; I) ìà¹ öèêë ïåðiîäó n, òî âîíî ìà¹
òàêîæ i öèêë ïåðiîäó m òàêîãî, ùî m ▹ n,
äå

1 ▹ 2 ▹ 22 ▹ 23 ▹ ... ▹ 22 · 7 ▹ 22 · 5▹
▹22 · 3 ▹ ... ▹ 2 · 7 ▹ 2 · 5 ▹ 2 · 3 ▹ ...

... ▹ 9 ▹ 7 ▹ 5 ▹ 3.

Áiëüøå òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî n iñíó¹ íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ g : I → I, ùî ìà¹ öèêë
ïåðiîäó n i öå âiäîáðàæåííÿ íå ìà¹ öèêëó
ïåðiîäó k, ÿêùî n ▹ k.

Ç ìîìåíòó îïóáëiêóâàííÿ öi¹¨ òåîðåìè ó
1964 ðîöi, iíòåðåñ äî íå¨ íå çãàñà¹, ïðî ùî
ñâiä÷àòü ÷èñëåííi ïóáëiêàöi¨, â ÿêèõ çàïðî-
ïîíîâàíî ÿê íîâi âàðiàíòè ¨¨ äîâåäåííÿ, òàê
i àíàëîãè òà óçàãàëüíåííÿ öi¹¨ òåîðåìè äëÿ
ðiçíèõ êëàñiâ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì. Ó òåîðåìi
Øàðêîâñüêîãî öèêëè íåïåðåðâíîãî âiäîáðà-
æåííÿ êëàñèôiêóþòüñÿ ëèøå çà âåëè÷èíîþ
(çíà÷åííÿì) ïåðiîäó. Ç iíøîãî áîêó, çàäàíå
âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà â ñåáå ìîæå ìàòè äå-
êiëüêà öèêëiâ îäíîãî é òîãî ñàìîãî (ôiêñîâà-

íîãî) ïåðiîäó. Òîìó çãàäàíî¨ ó äàíié òåîðå-
ìi êëàñèôiêàöi¨ öèêëiâ íåäîñòàòíüî, îñêiëü-
êè öèêëè îäíîãî é òîãî ñàìîãî ïåðiîäó áà-
æàíî ÿêîñü ðîçðiçíÿòè.

Ïðèðîäíî êðiì êëàñèôiêàöi¨ öèêëiâ çà ïå-
ðiîäàìè, ðîçãëÿíóòè ¨õ êëàñèôiêàöiþ çà òè-
ïàìè, òîáòî çà öèêëi÷íèìè ïåðåñòàíîâêàìè,
ÿêi ïåâíèì ÷èíîì ìîæíà ïîâ'ÿçàòè ç äàíèì
öèêëîì. Äiéñíî, îáìåæåííÿ âiäîáðàæåííÿ
íà öèêë ¹ öèêëi÷íîþ ïåðåñòàíîâêîþ, òîáòî f
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî âiäîáðàæà¹ íà ñåáå ñêií-
÷åíó ìíîæèíó òî÷îê öèêëó, ÿêà íå ìiñòèòü
âëàñíèõ iíâàðiàíòíèõ ïiäìíîæèí. Êðiì òî-
ãî, öèêë âiäîáðàæåííÿ � öå ëiíiéíî âïîðÿä-
êîâàíà ïiäìíîæèíà iíòåðâàëó.

Öå ñïîñòåðåæåííÿ äà¹ íàì çìîãó, íà âiä-
ìiíó âiä çâè÷àéíîãî ïîíÿòòÿ öèêëi÷íî¨ ïåðå-
ñòàíîâêè, ðîçãëÿäàòè öèêëi÷íi ïåðåñòàíîâ-
êè ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí â ÿêîñòi
òèïó òàêèõ ìíîæèí òà çîáðàæàòè ¨õ ãðàôi-
÷íî â ïðÿìîêóòíié äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîð-
äèíàò. Äàëi ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî
ñïiâiñíóâàííÿ öèêëiâ ðiçíèõ òèïiâ, òîáòî öè-
êëi÷íèõ ïåðåñòàíîâîê, ÿêi âiäïîâiäàþòü öèì
öèêëàì. Äëÿ öüîãî, íà ìíîæèíi öèêëi÷íèõ
ïåðåñòàíîâîê ìîæíà âèçíà÷èòè âiäíîøåííÿ
ïîðÿäêó �≺� íàñòóïíèì ÷èíîì: ïåðåñòàíîâ-
êè π i π

′
çíàõîäÿòüñÿ ó âiäíîøåííi �≺� (âè-

êîðèñòîâó¹òüñÿ ïîçíà÷åííÿ π ≺ π
′
), ÿêùî

äåÿêå âiäîáðàæåííÿ f ∈ C0(I; I), ÿêå ìà¹
öèêë òèïó π, ìà¹ òàêîæ i öèêë òèïó π

′
. Ìíî-

æèíà öèêëi÷íèõ ïåðåñòàíîâîê ç òàê âèçíà÷å-
íèì ïîðÿäêîì ¹ ëèøå ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâà-
íîþ ìíîæèíîþ [7,8].

Âèçíà÷åííÿ òèïó öèêëó ÿê öèêëi÷íî¨ ïå-
ðåñòàíîâêè ¹ íåçðó÷íèìè äëÿ óçàãàëüíåí-
íÿ ïîíÿòòÿ òèïó öèêëó áàãàòîâèìiðíîãî âiä-
îáðàæåííÿ. Ó ñòàòòi [9] çàïðîïîíîâàíî õà-
ðàêòåðèçóâàòè öèêë íå çà âiäïîâiäíîþ éî-
ìó öèêëi÷íîþ ïåðåñòàíîâêîþ, à çà ¨¨ öèêëi-
÷íèì çîáðàæåííÿì. Êðiì òîãî, êëàñèôiêà-
öiÿ öèêëiâ îäíîâèìiðíîãî âiäîáðàæåííÿ çà
öèêëi÷íèìè ïåðåñòàíîâêàìè óñêëàäíåíà âiä-
ñóòíiñòþ ëiíiéíîãî ïîðÿäêó íà âñié ìíîæè-
íi öèêëi÷íèõ ïåðåñòàíîâîê. Ïðîòå â öié ÷àñ-
òêîâî âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi ¹ ëiíiéíî âïî-
ðÿäêîâàíi ïiäìíîæèíè öèêëi÷íèõ ïåðåñòà-
íîâîê. Öi ñïåöiàëüíi ïiäìíîæèíè áóëè îá'-
¹êòîì äîñëiäæåííÿ â ïðàöÿõ [10-12], àëå çà-
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ëèøèëèñü íåç'ÿñîâàíèìè äåÿêi âàæëèâi ïè-
òàííÿ, çîêðåìà, ïèòàííÿ ïðî çíàõîäæåííÿ
êëàñó âiäîáðàæåíü, òèïè âñiõ öèêëiâ ÿêîãî
¹ åëåìåíòàìè öi¹¨ ñïåöiàëüíî¨ ïiäìíîæèíè.

Äëÿ ïîâíîòè ïåðåëiêó iñíóþ÷èõ êëàñèôi-
êàöié öèêëiâ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü çãà-
äà¹ìî òàêîæ êëàñèôiêàöiþ öèêëiâ çà ÷èñëîì
îáåðòàííÿ öèêëó, àëå âèêîðèñòîâóâàòè ¨¨ â
öié ñòàòòi íå áóäåìî. Öÿ êëàñèôiêàöiÿ öè-
êëiâ ¹ áiëüø äåòàëüíîþ, íiæ êëàñèôiêàöiÿ
çà ïåðiîäàìè, àëå ìåíø äåòàëüíîþ, íiæ êëà-
ñèôiêàöiÿ çà òèïàìè. ×èñëî îáåðòàííÿ öè-
êëó âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê âiäíîøåííÿ êiëüêîñòi
òî÷îê öèêëó, êîîðäèíàòà îáðàçó ÿêèõ ìåí-
øà çà êîîðäèíàòó ñàìî¨ òî÷êè, äî ïåðiîäó
öèêëó. Âëàñòèâîñòi öèêëiâ çà òàêîþ êëàñè-
ôiêàöi¹þ òà ¨õ ñïiâiñíóâàííÿ ðîçãëÿäàëèñÿ â
[13�16].

Ó äàíié ñòàòòi âèâ÷àþòüñÿ öèêëè ñïåöi-
àëüíîãî êëàñó íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü âiä-
ðiçêà â ñåáå, ãðàôiê ÿêèõ ñõîæèé íà ñèì-
âîë �Λ�. Ñòðîãå âèçíà÷åííÿ òàêîãî âiäîáðà-
æåííÿ äàíî â îñíîâíié ÷àñòèíi öi¹¨ ðîáîòè.
Òàêi âiäîáðàæåííÿ ìàþòü ëèøå 2 ãiëêè ìî-
íîòîííîñòi i â ïåâíîìó ñåíñi ¹ íàéïðîñòiøè-
ìè íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè, õî÷à ìà-
þòü âëàñòèâîñòi, ÿêi ïðèòàìàííi �áàãàòîãië-
êîâèì� âiäîáðàæåííÿì (àëå íå íàâïàêè ! ).
Öåé êëàñ âiäîáðàæåíü áóëî îáðàíî â ÿêî-
ñòi íàéïðîñòiøîãî êëàñó ñåðåä �áàãàòîãiëêî-
âèõ� âiäîáðàæåíü ùå é òîìó, ùî íåïåðåðâ-
íi âiäîáðàæåííÿ ç îäíi¹þ ãiëêîþ ìîíîòîí-
íîñòi ìàþòü ëèøå îäíó íåðóõîìó òî÷êó àáî
æ öèêë ïåðiîäó 2.

Äëÿ öüîãî êëàñó âiäîáðàæåíü íåîáõiäíî
êëàñèôiêóâàòè öèêëè áiëüø äåòàëüíî, íiæ
çà òèïàìè, â ñåíñi öèêëi÷íîãî çîáðàæåííÿ
âiäïîâiäíî¨ ïåðåñòàíîâêè. Ðîçãëÿíåìî ïðè-
êëàä, ÿêèé ïîÿñíþ¹ íåîáõiäíiñòü òàêîãî óòî-
÷íåííÿ êëàñèôiêàöi¨ çà òèïàìè. Âiäîáðàæå-
ííÿ �òåíò� f ∈ C0(I; I), äå

f(x) =

{
2x, 0 ≤ x ≤ 1/2,

2(1− x), 1/2 < x ≤ 1,
(1)

âîëîäi¹ äâîìà öèêëàìè ïåðiîäó 3:

B1 =

{
2

9
;
4

9
;
8

9

}
, B2 =

{
2

7
;
4

7
;
6

7

}
.

Õî÷à öi öèêëè ìàþòü îäíàêîâèé òèï
(1, 2, 3), àëå òî÷êè öèêëiâ B1 i B2 ïî-
ðiçíîìó ðîçòàøîâàíi íà ãiëêàõ ìîíîòîííîñòi
âiäîáðàæåííÿ f .

ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, íà ìíîæèíi âñiõ òè-
ïiâ öèêëiâ, òîáòî âiäïîâiäíèõ ¨ì öèêëi÷íèõ
ïåðåñòàíîâîê, iñíó¹ ëèøå ÷àñòêîâèé ïîðÿ-
äîê, ïðîòå öèêëè, ÿêi, íàïðèêëàä, ìà¹ âiä-
îáðàæåííÿ �òåíò�, ¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíè-
ìè ç òî÷êè çîðó ¨õ ñïiâiñíóâàííÿ, ïðè÷î-
ìó öåé ïîðÿäîê ñïiâïàäà¹ ç ëiíiéíèì ïîðÿä-
êîì âêëàäåíîñòi íîñi¨â öèêëiâ âiäîáðàæåí-
íÿ �òåíò�, äå ïiä íîñi¹ì öèêëó ðîçóìi¹ìî çà-
ìêíåíèé îáìåæåíèé iíòåðâàë, êiíöÿìè ÿêî-
ãî ¹ íàéìåíøà òà íàéáiëüøà òî÷êà öèêëó.
Âèêîðèñòîâóþ÷è öèêëi÷íó ïåðåñòàíîâêó, ìè
â ïîäàëüøîìó âèçíà÷à¹ìî ìîäåëü òèïó öè-
êëó, ùî äà¹ íàì çìîãó áiëüø äåòàëüíî êëà-
ñèôiêóâàòè öèêëè îäíîãî òèïó.

Çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü òèïó öèêëó [17]
áóäó¹òüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ëèøå öèêëi÷íî¨
ïåðåñòàíîâêè, à íå ç âëàñòèâîñòåé âiäîáðà-
æåííÿ, òîáòî öå ñóòî êîìáiíàòîðíèé àëãî-
ðèòì. Ïðîòå, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ ¹ óíiì-
îäàëüíèì, òî çàïðîïîíîâàíå íàìè ïîíÿòòÿ
ìîäåëi òèïó öèêëó ñïiâïàäà¹ ç ïåðiîäè÷íî
ïîâòîðþâàíîþ ÷àñòèíîþ ñèìâîëüíîãî êîäó
ìiíiìàëüíî¨ òî÷êè öèêëó, ÿêà ïîáóäîâàíà çà
ñòàíäàðòíèì àëãîðèòìîì êîäóâàííÿ â ñèì-
âîëüíié äèíàìiöi [10, 18, 19]. Ó öüîìó ñåí-
ñi ìîäåëü òèïó öèêëó ¹ óçàãàëüíåííÿì ñèì-
âîëüíîãî çîáðàæåííÿ ïåðiîäè÷íî¨ òî÷êè äëÿ
óíiìîäàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ.

Ñòàòòþ îðãàíiçîâàíî íàñòóïíèì ÷èíîì:
ñïî÷àòêó ñôîðìóëüîâàíî íèçêó îçíà÷åíü
(�òèïó öèêëó�; �îïóêëî¨ âãîðó� i �îïóêëî¨
âíèç� öèêëi÷íî¨ ïåðåñòàíîâêè). Çàóâàæèìî,
ùî ó ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi âñiõ
öèêëi÷íèõ ïåðåñòàíîâîê iñíóþòü ïðèíàéìíi
2 ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi ïiäìíîæèíè, îäíà ç
ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ îïóêëèõ âãîðó öè-
êëi÷íèõ ïåðåñòàíîâîê, à iíøà � óñiõ îïó-
êëèõ âíèç öèêëi÷íèõ ïåðåñòàíîâîê, àëå â ñè-
ëó òîïîëîãi÷íî¨ ñïðÿæåíîñòi âiäîáðàæåíü f
òà 1 − f(1 − x) ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå îïóêëi
âãîðó öèêëi÷íi ïåðåñòàíîâêè.

Ó ïîäàëüøîìó äàíî îçíà÷åííÿ ìîäåëi òè-
ïó öèêëó òà âàãè îïóêëî¨ öèêëi÷íî¨ ïåðåñòà-
íîâêè. Ñàìå ìîäåëü òèïó öèêëó ëåæèòü â
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îñíîâi óòî÷íåíî¨ êëàñèôiêàöi¨ öèêëiâ íåïå-
ðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ.

Çãîäîì äàíî îçíà÷åííÿ Λ-âiäîáðàæåííÿ.
Ïîíÿòòÿ âàãè îïóêëî¨ öèêëi÷íî¨ ïåðåñòàíîâ-
êè ðàçîì ç ïîíÿòòÿì ìîäåëi òèïó öèêëó äëÿ
Λ-âiäîáðàæåííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü âñòàíîâè-
òè âiäíîøåííÿ ëiíiéíîãî ïîðÿäêó íà ìíî-
æèíi îïóêëèõ öèêëi÷íèõ ïåðåñòàíîâîê. Âè-
êîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ç [17] ïðî òå, ùî âñi
îïóêëi öèêëi÷íi ïåðåñòàíîâêè ¹ òèïàìè öè-
êëiâ Λ-âiäîáðàæåííÿ, ó òîìó ÷èñëi âiäîáðà-
æåííÿ �òåíò�, i, íàâïàêè, áóäü-ÿêà öèêëi-
÷íà ïåðåñòàíîâêà, ÿêà âiäïîâiäà¹ öèêëó Λ-
âiäîáðàæåííÿ, ¹ îïóêëîþ, íàìè äîâåäåíî òå-
îðåìó ïðî ëiíiéíèé ïîðÿäîê öèêëi÷íèõ ïå-
ðåñòàíîâîê äëÿ óíiìîäàëüíèõ öèêëiâ íåïå-
ðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ.

2. Âèçíà÷åííÿ îïóêëî¨ öèêëi÷íî¨ ïå-
ðåñòàíîâêè. Íåõàé I = [0; 1]. Ó ïîäàëüøî-
ìó âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàñòóïíi îçíà÷åííÿ [9,
17, 20].

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé B =
{β, f(β), ..., fn−1(β)} � öèêë ïåðiîäó n âiä-
îáðàæåííÿ f ∈ C0(I; I), äå β = min

1≤i≤n
f i−1(β)

òà fn(β) = β. Âïîðÿäêîâàíèé íàáið ÷è-
ñåë r = (r1, ..., ri, ..., rn), êîæåí åëå-
ìåíò ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
ri = #{k| 1 ≤ k ≤ n, fk−1(β) ≤ f i−1(β)},
äå �#A�, îçíà÷à¹ êiëüêiñòü åëåìåíòiâ
ìíîæèíè A, íàçèâà¹òüñÿ òèïîì öèêëó B.

Ç îçíà÷åííÿ 1 âèïëèâà¹, ùî r1 = 1 òà äëÿ
áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ íîìåðiâ 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤
n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü: ri ̸= rj.

Áóäü-ÿêîìó öèêëó B îäíîâèìiðíîãî âiä-
îáðàæåííÿ ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiä-
íiñòü äåÿêó öèêëi÷íó ïåðåñòàíîâêó. Äié-
ñíî, ÿêùî òî÷êè öèêëó B ïîçíà÷èìî òàê:
β1, ..., βi, βi+1, ..., βn, äå β1 < ... < βi <
βi+1 < ... < βn i ïðè öüîìó f(βi) = βji ,
1 ≤ ji ≤ n, 1 ≤ i ≤ n, òî âiäïîâiäíó öèêëó B
öèêëi÷íó ïåðåñòàíîâêó ìîæíà çàïèñàòè íà-
ñòóïíèì ÷èíîì

π =

(
1 2 ... n
j1 j2 ... jn

)
.

Öèêëi÷íå çîáðàæåííÿ ïåðåñòàíîâêè π ìà¹
âèãëÿä (1, π(1), ..., πi−1(1), ..., πn−1(1)).

Îñêiëüêè B = {β, f(β), ..., fn−1(β)}, òî
äëÿ âñiõ 1 ≤ i ≤ n ìà¹ìî ri = πi−1(1). Òîáòî
îçíà÷åííÿ òèïó öèêëó ÷åðåç âiäïîâiäíó öè-
êëi÷íó ïåðåñòàíîâêó òà âïîðÿäêîâàíèé íà-
áið (r1, ..., ri, ..., rn) åêâiâàëåíòíi. Òàêèì
÷èíîì, öåé âïîðÿäêîâàíèé íàáið ñïiâïàäà¹
iç öèêëi÷íèì çîáðàæåííÿì ïåðåñòàíîâêè π
öèêëó B. Âðàõîâóþ÷è åêâiâàëåíòíiñòü ïî-
íÿòü öèêëi÷íî¨ ïåðåñòàíîâêè π, ùî âiäïî-
âiäà¹ öèêëó B, i òèïó öèêëó B ÿê ðÿäêà
(r1, ..., ri, ..., rn), íàäàëi ïiä òèïîì öèêëó
ìè áóäåìî ðîçóìiòè îäèí ç öèõ îá'¹êòiâ, çà-
ëåæíî âiä êîíòåêñòó.

Îçíà÷åííÿ 2. Öèêëi÷íà ïåðåñòàíîâêà

π =

(
1 2 ... n
j1 j2 ... jn

)
íàçèâà¹òüñÿ

îïóêëîþ âãîðó [10, 12, 17], ÿêùî âèêîíóþ-
òüñÿ íåðiâíîñòi ji < ji+1 ïðè 1 ≤ i < î òà
ji > ji+1 ïðè î ≤ i < n, äå 2 ≤ î ≤ n − 1 òà
π(̂i) = n.

Àíàëîãi÷íî, öèêëi÷íà ïåðåñòàíîâêà π =(
1 2 ... n
j1 j2 ... jn

)
íàçèâà¹òüñÿ îïó-

êëîþ âíèç, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi
ji > ji+1 ïðè 1 ≤ i < ǐ i ji < ji+1 ïðè
ǐ ≤ i < n, äå 2 ≤ ǐ ≤ n− 1 i π(̌i) = 1.

Îçíà÷åííÿ 3. Óíiìîäàëüíèì öèêëîì
íàçèâà¹òüñÿ öèêë, òèï ÿêîãî ¹ îïóêëîþ âãî-
ðó àáî îïóêëîþ âíèç ïåðåñòàíîâêîþ.

Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f ∈ C0(I; I) òîïîëî-
ãi÷íî ñïðÿæåíå âiäîáðàæåííþ g ∈ C0(I; I),
ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ g = h−1 ◦ f ◦ h,
äå h(x) = 1 − x. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f ìà¹
öèêë, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ îïóêëà âãîðó öèêëi-
÷íà ïåðåñòàíîâêà π̂, òî âiäîáðàæåííÿ g ìà¹
öèêë, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ îïóêëà âíèç öèêëi-
÷íà ïåðåñòàíîâêà π̌. Ïðè öüîìó π̌(i) = n+1−
π̂(n+1− i) äëÿ âñiõ 1 ≤ i ≤ n. Îòæå, äîñòà-
òíüî ðîçãëÿäàòè âëàñòèâîñòi ëèøå îïóêëèõ
âãîðó öèêëi÷íèõ ïåðåñòàíîâîê, àäæå âëàñòè-
âîñòi îïóêëèõ âíèç öèêëi÷íèõ ïåðåñòàíîâîê
âñòàíîâëþþòüñÿ àâòîìàòè÷íî, âèêîðèñòîâó-
þ÷è ¨õ çâ'ÿçîê ç îïóêëèìè âãîðó öèêëi÷íè-
ìè ïåðåñòàíîâêàìè. Òîìó ó ïîäàëüøîìó äî-
ñòàòíüî ðîçãëÿäàòè ëèøå âiäîáðàæåííÿ, ùî
ìàþòü óíiìîäàëüíi öèêëè, ÿêèì âiäïîâiäà-
þòü îïóêëi âãîðó öèêëi÷íi ïåðåñòàíîâêè. Òà-
êi ïåðåñòàíîâêè íàçèâàòèìåìî îïóêëèìè öè-
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êëi÷íèìè ïåðåñòàíîâêàìè.
Ìíîæèíó âñiõ îïóêëèõ öèêëi÷íèõ ïåðå-

ñòàíîâîê ïîðÿäêó n ïîçíà÷èìî Πn.

3. Ìîäåëü òèïó öèêëó, ùî çàäàíèé
îïóêëîþ öèêëi÷íîþ ïåðåñòàíîâêîþ. Ç
îïóêëèìè öèêëi÷íèìè ïåðåñòàíîâêàìè òiñíî
ïîâ'ÿçàíi öèêëè óíiìîäàëüíèõ íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü. Ñôîðìóëþ¹ìî îçíà÷åííÿ óíi-
ìîäàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 4. Âiäîáðàæåííÿ f ∈
C0(I; I) íàçèâà¹òüñÿ óíiìîäàëüíèì, ÿêùî
iñíó¹ òàêå çíà÷åííÿ c ∈ (0; 1), ùî f ìîíî-
òîííî íå ñïàäà¹ (ìîíîòîííî íå çðîñòà¹) íà
âiäðiçêó [0; c] i ìîíîòîííî íå çðîñòà¹ (ìî-
íîòîííî íå ñïàäà¹) íà âiäðiçêó [c; 1].

Òîáòî óíiìîäàëüíå âiäîáðàæåííÿ ìà¹ ëè-
øå äâi ãiëêè ìîíîòîííîñòi.

Ó ïîäàëüøîìó ðîçãëÿäà¹òüñÿ óíiìîäàëü-
íå âiäîáðàæåííÿ f , ÿêå ¹ îïóêëèì âãîðó.
Ìiðêóâàííÿ äëÿ âèïàäêó, êîëè f � óíiì-
îäàëüíå îïóêëå âíèç âiäîáðàæåííÿ, àíàëî-
ãi÷íi ìiðêóâàííÿì äëÿ âèïàäêó óíiìîäàëü-
íîãî îïóêëîãî âãîðó âiäîáðàæåííÿ.

Îñêiëüêè îáìåæåííÿ íåïåðåðâíîãî âiä-
îáðàæåííÿ íà öèêë ¹ öèêëi÷íîþ ïåðåñòàíîâ-
êîþ, òî âñi öèêëè óíiìîäàëüíîãî âiäîáðà-
æåííÿ ¹ óíiìîäàëüíèìè. Àëå ìîæëèâèé âè-
ïàäîê, êîëè äâîì ðiçíèì óíiìîäàëüíèì öè-
êëàì îäíîãî ïåðiîäó óíiìîäàëüíîãî îïóêëî-
ãî âãîðó âiäîáðàæåííÿ âiäïîâiäà¹ îäíà é òà
ñàìà îïóêëà öèêëi÷íà ïåðåñòàíîâêà. Äëÿ òî-
ãî, àáè ðîçðiçíÿòè óíiìîäàëüíi öèêëè ó òà-
êîìó âèïàäêó ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðåçóëüòàòàìè
ñòàòåé [17, 20].

Îñêiëüêè rn = n � ìàêñèìàëüíå ÷èñëî ñå-
ðåä ÷èñåë 1, r2, ..., rn, ùî óòâîðþþòü òèï
(1, r2, ..., rn) öèêëó, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ îïó-
êëà öèêëi÷íà ïåðåñòàíîâêà π, à ÷èñëî rn−1
¹ ïðîîáðàçîì åëåìåíòà rn, òî ïîñëiäîâíî ïî-
ðiâíÿ¹ìî êîæíå ÷èñëî 1, r2, ..., rn ç ÷èñëîì
rn−1 i ðîçiá'¹ìî öåé òèï (1, r2, ..., rn) íà
áëîêè (óïîðÿäêîâàíi ëàíöþæêè ÷èñåë, ç äî-
òðèìàííÿì óæå âñòàíîâëåíîãî â òèïîâi ïî-
ðÿäêó) çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì: êîæåí áëîê
ìiñòèòü åëåìåíòè, ÿêi àáî âñi ìåíøi çà ÷èñëî
rn−1, àáî æ âñi íå ìåíøi çà rn−1. Î÷åâèäíî,
ùî áëîêè ç íåïàðíèìè íîìåðàìè ìiñòÿòü ëè-
øå ÷èñëà, ùî ìåíøi çà rn−1, à áëîêè ç ïàðíè-

ìè íîìåðàìè � ëèøå òi ÷èñëà, ùî íå ìåíøi
çà rn−1. Òîäi òèï (1, r2, ..., rn) ïåðåñòàíîâêè
π ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

(| 1, ..., rm1 | rm1+1, ..., rm1+l1 | ...

| rm1+l1+...+ls−1+1, ..., rm1+l1+...+ms | (2)

rm1+l1+...+ms+1, ..., rm1+l1+...+ms+ls |),

äå ñèìâîë | ðîçäiëÿ¹ ñóñiäíi áëîêè.
×èñëà mi, li, 1 ≤ i ≤ s, âèçíà÷àþ-

òüñÿ òàê: íåõàé β � íàéìåíøà òî÷êà öèêëó
òèïó r óíiìîäàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ f . Òî-
äi m1 � öå êiëüêiñòü òî÷îê â ïîñëiäîâíîñòi
(β, f(β), ..., fn−1(β)), ùî íàëåæàòü iíòåð-
âàëó [0; c), òîáòî f i−1(β) ∈ [0; c), äå 1 ≤ i ≤
m1; l1 � öå êiëüêiñòü òî÷îê â ïîñëiäîâíîñòi
(β, f(β), ..., fn−1(β)), ïî÷èíàþ÷è ç fm1(β),
ùî íàëåæàòü iíòåðâàëó [c; 1], òîáòî f i−1(β) ∈
[c; 1], äåm1+1 ≤ i ≤ m1+l1;m2 � öå êiëüêiñòü
òî÷îê â ïîñëiäîâíîñòi (β, f(β), ..., fn−1(β)),
ïî÷èíàþ÷è ç fm1+l1(β), ùî íàëåæàòü [0; c),
òîáòî f i−1(β) ∈ [0; c), äå m1 + l1 + 1 ≤ i ≤
m1 + l1 +m2, i ò.ä.

Àíàëîãi÷íî, òèï (1, r2, ..., rn) ïåðåñòà-
íîâêè π ìîæíà çàïèñàòè òàê:

(| 1, ..., rm′
1
| rm′

1+1, ..., rm′
1+l

′
1
| ...

| rm′
1+l

′
1+...+l

′
s
′−1

+1, ..., rm′
1+l

′
1+...+m

′
s
′
| (3)

rm′
1+l

′
1+...+m

′
s
′+1, ..., rm′

1+l
′
1+...+m

′
s
′+l

′
s
′
|),

äå áëîêè ç íåïàðíèìè íîìåðàìè ìiñòÿòü ëè-
øå ÷èñëà, ùî íå áiëüøi çà rn−1, à áëîêè ç
ïàðíèìè íîìåðàìè � ëèøå òi ÷èñëà, ùî áiëü-
øi çà rn−1. Çâ'ÿçîê ÷èñåë m

′
i, l

′
i, 1 ≤ i ≤ s

′
,

ç ðîçòàøóâàííÿì òî÷îê öèêëó óíiìîäàëü-
íîãî âiäîáðàæåííÿ f íà éîãî ãiëêàõ ìîíî-
òîííîñòi, òàêèé ñàìèé ÿê i ÷èñåë mi, li, äå
1 ≤ i ≤ s.

Êiëüêiñòü áëîêiâ ó ðÿäêàõ (2) òà (3) ¹ ïàð-
íîþ, àäæå rn = n > rn−1, òîáòî êîæåí ç ðÿä-
êiâ â (2), (3) çàêií÷ó¹òüñÿ áëîêîì ç ïàðíèì
íîìåðîì 2s òà 2s

′
âiäïîâiäíî. Ïðè öüîìó âè-

êîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

s∑
i=1

(mi + li) = n,
s
′∑

i=1

(m
′

i + l
′

i) = n.
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Ç ÷èñåë m1, m2, . . ., ms, l1, l2, . . ., ls, m
′
1,

m
′
2, . . ., m

′

s′
, l

′
1, l

′
2, . . ., l

′

s′
, ÿêi ôiãóðóþòü â (2)

i (3), óòâîðèìî ÷èñëîâi íàáîðè âèãëÿäó:

(m1, l1, m2, l2, ..., ms−1, ls−1, ms, ls), (4)

(m
′

1, l
′

1, m
′

2, l
′

2, ..., m
′

s
′−1, l

′

s
′−1, m

′

s
′ , 1), (5)

äå (4) âiäïîâiäà¹ ðÿäêó (2), à (5) � ðÿäêó (3).
Ââàæàòèìåìî, ùî ÷èñëîâèé íàáið ñêëà-

äà¹òüñÿ ëèøå ç ïîâòîðþâàíèõ áëîêiâ, ÿêùî
éîãî ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(m1, l1,m2, l2, ... ,mk, lk,m1, l1,m2, l2, ... ,

mk, lk, . . . ,m1, l1,m2, l2, ... ,mk, lk),

äå (m1, l1,m2, l2, ... ,mk, lk) � ïîâòîðþâàíèé
áëîê (k � äîâiëüíèé (ôiêñîâàíèé) äiëüíèê
÷èñëà s).

Îçíà÷åííÿ 5. ßêùî ÷èñëîâèé íàáið (4),
ùî ïîáóäîâàíèé çà îïóêëîþ öèêëi÷íîþ ïå-
ðåñòàíîâêîþ π, íå ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç ïî-
âòîðþâàíèõ áëîêiâ, ùî éîãî óòâîðþþòü,
òî íàáið (4) íàçèâà¹òüñÿ ì - ìîäåëëþ òè-
ïó öèêëó, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ îïóêëà öèêëi÷íà
ïåðåñòàíîâêà π. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî ÷èñëîâèé
íàáið (5), ùî ïîáóäîâàíèé çà îïóêëîþ öèêëi-
÷íîþ ïåðåñòàíîâêîþ π, íå ñêëàäà¹òüñÿ ëè-
øå ç ïîâòîðþâàíèõ áëîêiâ, ùî éîãî óòâîðþ-
þòü, òî íàáið (5) íàçèâà¹òüñÿ ð - ìîäåëëþ
òèïó öèêëó, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ îïóêëà öèêëi-
÷íà ïåðåñòàíîâêà π.

Îçíà÷åííÿ 6. Âàãîþ ìîäåëi òèïó öè-
êëó, ÿêà çîáðàæó¹òüñÿ ÷èñëîâèì íàáîðîì
(m1, l1,m2, l2, ... ,ms, ls), íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî
σ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíîñòi:

3

2
σ =

s∑
i=1

(
(−2)

s∑
j=i+1

lj
2

s∑
j=i+1

mj

(1− (−2)li)

)

1− (−2)

s∑
i=1

li
2

s∑
i=1

mi

.

(6)

Îçíà÷åííÿ 7. ßêùî îïóêëà öèêëi÷íà ïå-
ðåñòàíîâêà π ∈ Π ìà¹ îäíó ìîäåëü òèïó öè-
êëó, òî ¨¨ âàãîþ íàçèâà¹òüñÿ âàãà öi¹¨ ìî-
äåëi òèïó öèêëó. ßêùî îïóêëà öèêëi÷íà ïå-
ðåñòàíîâêà π ∈ Π ìà¹ äâi ìîäåëi òèïó öè-
êëó, òî ¨¨ âàãîþ íàçèâà¹òüñÿ áiëüøà ç âàã

öèõ ìîäåëåé òèïó öèêëó. Âàãà îïóêëî¨ öè-
êëi÷íî¨ ïåðåñòàíîâêè π ïîçíà÷à¹òüñÿ σπ.

Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò âàãè ïîÿñíþ¹ íàñòó-
ïíà ëåìà [12, 17].

Ëåìà 1. Êîîðäèíàòà ìiíiìàëüíî¨ òî÷êà
x öèêëó òèïó π ∈ Πn ïåðiîäó n ç ìîäåë-
ëþ òèïó öèêëó (m1, l1,m2, l2, ... ,ms, ls) âiä-
îáðàæåííÿ �òåíò� äîðiâíþ¹:

x =
2

3

s∑
i=1

(
(−2)

s∑
j=i+1

lj
2

s∑
j=i+1

mj

(1− (−2)li)

)

1− (−2)

s∑
i=1

li
2

s∑
i=1

mi

.

(7)

Âðàõîâóþ÷è, ùî êîæíà îïóêëà öèêëi÷íà
ïåðåñòàíîâêà ìà¹ ïðèíàéìíi îäíó ìîäåëü
òèïó öèêëó, ïîíÿòòÿ âàãè îïóêëî¨ öèêëi÷íî¨
ïåðåñòàíîâêè âèçíà÷åíî êîðåêòíî [17].

Îçíà÷åííÿ 8. Âiäîáðàæåííÿ g ∈
C0(I; I) íàçèâà¹òüñÿ Λ-âiäîáðàæåííÿì,
ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1. g(0) = g(1) = 0.

2. Iñíó¹ òî÷êà a ∈ (0; 1), äëÿ ÿêî¨ âèêî-
íó¹òüñÿ ðiâíiñòü g(a) = 1.

3. Ôóíêöiÿ g(x) ìîíîòîííî íå ñïàäà¹ íà
âiäðiçêó [0; a] i ìîíîòîííî íå çðîñòà¹ íà âiä-
ðiçêó [a; 1].

Λ-âiäîáðàæåííÿ � öå ÷àñòêîâèé âèïà-
äîê óíiìîäàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ. Ïðèêëà-
äîì Λ-âiäîáðàæåííÿ ¹ âiäîáðàæåííÿ �òåí-
ò�, ÿêå çàäàíî çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ (1). Λ-
âiäîáðàæåííÿ ìàþòü L-ñõåìó, ÿêà çàïðîïî-
íîâàíà â [6].

Îçíà÷åííÿ 9. Íåõàé f ∈ C0(I; I). Òî-
÷êè x1, x2, x3 çàäàþòü L-ñõåìó âiäîáðàæå-
ííÿ f , ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíå çi ñïiââiäíî-
øåíü: f(x3) ≤ x1 = f(x1) < x2 < x3 ≤ f(x2)
àáî f(x2) ≤ x3 < x2 < x1 = f(x1) ≤ f(x3).

L-ñõåìà äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè âàæëèâó ií-
ôîðìàöiþ ïðî îñîáëèâîñòi äèíàìiêè âiä-
îáðàæåííÿ. Íàïðèêëàä, âiäîáðàæåííÿ ç L-
ñõåìîþ ìàþòü öèêëè áóäü-ÿêîãî ïåðiîäó.

Ç îçíà÷åííÿ L-ñõåìè âèïëèâà¹, ùî îïó-
êëå âíèç óíiìîäàëüíå âiäîáðàæåííÿ h ∈
C0(I; I), ÿêå òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíå âiäîáðà-
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æåííþ �òåíò� i âèçíà÷åíî íàñòóïíèì ÷èíîì

h(x) =

{
1− 2x, 0 ≤ x ≤ 1/2,

−1 + 2x, 1/2 < x ≤ 1,
(8)

òàêîæ ìà¹ L-ñõåìó.
Ç íåâåëèêèìè çìiíàìè ïîïåðåäíi ìiðêó-

âàííÿ ìîæíà ïîâòîðèòè i äëÿ óíiìîäàëüíèõ
öèêëiâ îïóêëèõ âíèç óíiìîäàëüíèõ âiäîáðà-
æåíü, ââiâøè ïîíÿòòÿ âàãè ìîäåëi òèïó öè-
êëó, âèêîðèñòîâóþ÷è êîîðäèíàòó ìiíiìàëü-
íî¨ òî÷êè öèêëó âiäîáðàæåííÿ (8).

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà [17].

Òåîðåìà 1. Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâi-
âàëåíòíi:

1. π ¹ òèïîì äåÿêîãî öèêëó Λ-
âiäîáðàæåííÿ.

2. π ¹ òèïîì äåÿêîãî öèêëó âiäîáðàæåííÿ
�òåíò� âèãëÿäó (1).

3. π � äîâiëüíà îïóêëà öèêëi÷íà ïåðåñòà-
íîâêà.

Öÿ òåîðåìà, ÿê i òåîðåìà 2 (ïðè âiäïîâiä-
íèõ çìiíàõ) ìà¹ ìiñöå i äëÿ îïóêëèõ âíèç
óíiìîäàëüíèõ âiäîáðàæåíü òà ¨õ óíiìîäàëü-
íèõ öèêëiâ ç òèïàìè, ùî çàäàþòüñÿ îïóêëè-
ìè âíèç öèêëi÷íèìè ïåðåñòàíîâêàìè.

4. Âiäíîøåííÿ ëiíiéíîãî ïîðÿäêó íà
ìíîæèíi îïóêëèõ öèêëi÷íèõ ïåðåñòà-
íîâîê. Íà ìíîæèíi îïóêëèõ öèêëi÷íèõ ïå-
ðåñòàíîâîê Π ââåäåìî âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó
⊣ íàñòóïíèì ÷èíîì: äâi äîâiëüíi îïóêëi öè-
êëi÷íi ïåðåñòàíîâêè π

′
i π

′′
çíàõîäÿòüñÿ ó

âiäíîøåííi ⊣ , òîáòî π′ ⊣ π′′
, ÿêùî σπ′ ≤ σπ′′ .

Iç âèçíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó ⊣ âè-
ïëèâà¹, ùî ⊣ ¹ âiäíîøåííÿì ëiíiéíîãî ïî-
ðÿäêó íà ìíîæèíi îïóêëèõ öèêëi÷íèõ ïåðå-
ñòàíîâîê Π.

Òåîðåìà 2. ßêùî íåïåðåðâíå âiäîáðàæå-
ííÿ g ∈ C0(I; I) ìà¹ öèêë òèïó π1 ∈ Π,
òî öå âiäîáðàæåííÿ ìà¹ òàêîæ öèêë òè-
ïó π2 ∈ Π, äå π1 ⊣ π2.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Íåõàé π1 ∈ Π �

îïóêëà öèêëi÷íà ïåðåñòàíîâêà ïåðiîäó n, ùî
¹ òèïîì öèêëó B = {β, g(β), ..., gn−1(β)}
íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ g ∈ C0(I; I).
Îñêiëüêè π1 ∈ Π, òî çãiäíî òåîðåìè 1 îïó-
êëà öèêëi÷íà ïåðåñòàíîâêà π1 ¹ òèïîì öèêëó

âiäîáðàæåííÿ �òåíò� âèãëÿäó (1), òîáòî iñíó¹
äåÿêèé öèêë A = {α, f(α), ..., fn−1(α)} ïå-
ðiîäó n âiäîáðàæåííÿ �òåíò�, ùî π1 ¹ éîãî
òèïîì.

Çà ôóíêöi¹þ f ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ f , ùî
íå ñïàäà¹ íà iíòåðâàëi [0; fn−2(α)] òà íå çðî-
ñòà¹ íà iíòåðâàëi [fn−2(α); 1]. Íåõàé a =
min{fn−2(α), 1− fn−2(α)}, b = 1− a, c = α,
d = fn−1(α). Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ f íàñòó-
ïíèì ÷èíîì:

f(x) =



f(α), 0 ≤ x < c,

2x, c ≤ x < a,

fn−1(α), a ≤ x < b,

2(1− x), b ≤ x < d,

α, d ≤ x ≤ 1.

(9)

Çà ïîáóäîâîþ âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ öèêë A
òèïó π1. Ïîêàæåìî, ùî π2 ∈ Π òàêîæ ¹ òè-
ïîì äåÿêîãî öèêëó âiäîáðàæåííÿ f . Çà óìî-
âîþ òåîðåìè 2 äëÿ îïóêëèõ öèêëi÷íèõ ïåðå-
ñòàíîâîê π1 i π2 âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
π1 ⊣ π2, ùî åêâiâàëåíòíî ëiíiéíié âêëàäå-
íîñòi íîñi¨â âiäïîâiäíèõ öèêëiâ, òîáòî íîñié
öèêëó òèïó π2 ëåæèòü ó íîñi¨ öèêëó òèïó π1.

Íåõàé C = {γ, f(γ), ..., f m−1
(γ)} � öèêë

òèïó π2 âiäîáðàæåííÿ f . Âèêîðèñòîâóþ÷è
çâ'ÿçîê ìiæ âàãîþ îïóêëî¨ öèêëi÷íî¨ ïåðå-
ñòàíîâêè òà ìiíiìàëüíîþ òî÷êîþ öèêëó, òè-
ïîì ÿêîãî âîíà ¹, îòðèìà¹ìî, ùî ìiíiìàëüíà
òî÷êà öèêëó òèïó π1 ìåíøà ìiíiìàëüíî¨ òî-
÷êè öèêëó òèïó π2, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü α ≤ γ. Öå ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíó¹òüñÿ
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìàêñèìàëüíà òî÷êà
öèêëó òèïó π1 áiëüøà ìàêñèìàëüíî¨ òî÷êè
öèêëó òèïó π2, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
f

n−1
(α) ≥ f

m−1
(γ).

Äîâåäåìî îñòàííþ íåðiâíiñòü. Ïðèïóñòè-
ìî, ùî öå íå òàê i ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ
f

n−1
(α) < f

m−1
(γ). Îñêiëüêè α � ìiíiìàëü-

íà òî÷êà öèêëó ïåðiîäó n, òî f
n
(α) = α.

Àíàëîãi÷íî, îñêiëüêè γ � ìiíiìàëüíà òî÷êà
öèêëó ïåðiîäó m, òî f

m
(γ) = γ. Îáðàçè òî-

÷îê α i γ íàëåæàòü ìîíîòîííî íå ñïàäíié ãië-
öi âiäîáðàæåííÿ f , à îáðàçè òî÷îê f

n−1
(α)

i f
m−1

(γ) � ìîíîòîííî íå çðîñòàþ÷ié ãiëöi,
òîìó ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü α > γ. Òàêèì ÷è-
íîì ìè ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñòi, òîáòî ç òî-
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ãî, ùî ìiíiìàëüíà òî÷êà öèêëó òèïó π1 ìåí-
øà ìiíiìàëüíî¨ òî÷êè öèêëó òèïó π2 âèïëè-
âà¹, ùî ìàêñèìàëüíà òî÷êà öèêëó òèïó π1
áiëüøà ìàêñèìàëüíî¨ òî÷êè öèêëó òèïó π2.

Òâåðäæåííÿ, ÿêùî ìàêñèìàëüíà òî÷êà
öèêëó òèïó π1 áiëüøà ìàêñèìàëüíî¨ òî÷êè
öèêëó òèïó π2, òî ìiíiìàëüíà òî÷êà öèêëó
òèïó π1 ìåíøà ìiíiìàëüíî¨ òî÷êè öèêëó
òèïó π2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Îòæå, C � öå öèêë òèïó π2 âiäîáðàæåííÿ
f , äëÿ òî÷îê ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi
α ≤ f

i
(γ) ≤ f

n−1
(α), äå 0 ≤ i ≤ m− 1.

Ïîáóäó¹ìî îði¹íòîâàíèé ãðàô íàêðèòòÿ,
øî âiäïîâiäà¹ öèêëó A âiäîáðàæåííÿ f . Äëÿ
öüîãî ïîçíà÷èìî òî÷êè öèêëó A ñèìâîëà-
ìè α1, ..., αi, αi+1, ..., αn, äå α1 < ... <
αi < αi+1 < ... < αn. Íåõàé f(αi) = αsi ,
äå 1 ≤ si ≤ n, 1 ≤ i ≤ n. Òîäi öèêëi÷íó
ïåðåñòàíîâêó π1 ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì

÷èíîì: π =

(
1 2 ... n
s1 s2 ... sn

)
.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f ¹ íåïåðåðâíèì,
òî íà iíòåðâàëàõ Ji = [αi, αi+1], 1 ≤ i ≤ n−1,
âiäîáðàæåííÿ f , âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ

f(Ji) ⊇

{
Jsi ∪ . . . ∪ Jsi+1−1, si < si+1,

Jsi+1
∪ . . . ∪ Jsi−1, si > si+1.

(10)
Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü öèêëó òèïó π1

âiäîáðàæåííÿ f îði¹íòîâàíèé ãðàô íàêðèò-
òÿ Gf

π1
ç âåðøèíàìè J1, J2, ..., Jn−1 i îði¹íòî-

âàíèìè ðåáðàìè, ùî ç'¹äíóþòü âåðøèíè Ji
òà Js, ÿêùî f(Ji) ⊃ Js. Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó
âåðøèí ãðàôà J = {J1, J2, ..., Jn−1}.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îði¹íòîâàíèé ãðàô íà-
êðèòòÿ Gf

π1
öèêëó òèïó π1 âiäîáðàæåííÿ f ,

ïîáóäó¹ìî îði¹íòîâàíèé ãðàô íàêðèòòÿ öè-
êëó òèïó π2 âiäîáðàæåííÿ f . Îñêiëüêè íîñié
öèêëó C âêëàäåíèé ó íîñié öèêëó A, òî ñå-
ðåä iíòåðâàëiâ Ji ∈ J , 1 ≤ i ≤ n − 1, iñíó¹
òàêèé iíòåðâàë Ji∗1 ∈ J , 1 ≤ i∗1 ≤ m − 1, ùî
σπ2 ∈ Ji∗1 , òîáòî ìiíiìàëüíà òî÷êà γ öèêëó C
íàëåæèòü iíòåðâàëó Ji∗1 .

Àíàëîãi÷íî, äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè fk(γ)
öèêëó C, 1 ≤ k ≤ m − 1, iñíó¹ iíòåðâàë
Ji∗k ∈ J , ÿêîìó âîíà íàëåæèòü. Îòæå îði¹í-

òîâàíèì ãðàôîì íàêðèòòÿGf
π2
öèêëó C òèïó

π2 ¹ ãðàô ç âåðøèíàìè Ji∗1 , Ji∗2 , ..., Ji∗m−1
i îði-

¹íòîâàíèìè ðåáðàìè Ji → Js, ÿêi ç'¹äíóþòü
âåðøèíè Ji i Js, i, s ∈ {i∗1, i∗2, ..., i∗m−1},
ÿêùî π2(i) = s.

Òàêèì ÷èíîì ïîáóäîâàíèé ãðàô Ji∗1 →
Ji∗2 → ...→ Ji∗m−1

¹ îði¹íòîâàíèì ãðàôîì íà-

êðèòòÿ Gf
π2
öèêëó C òèïó π2.

Ïîçíà÷èìî òåïåð òî÷êè öèêëó B òàê:
β1, ..., βi, βi+1, ..., βn, äå β1 < ... < βi <
βi+1 < ... < βn. Íåõàé î, äå 1 ≤ î ≤ n − 1,
òàêå, ùî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü g(βî) = βn.

Çà ôóíêöi¹þ g ïîáóäó¹ìî íåïåðåðâíó
ôóíêöiþ g, ùî íå ñïàäà¹ íà iíòåðâàëi [0; βî]
i íå çðîñòà¹ íà iíòåðâàëi [βî; 1]. Ïîêëàäåìî
g(x) = g(β1), ÿêùî x ∈ [0; β1],

g(x) =

 min{g(βi+1), max
βi≤y≤x

g(y)}, 1 ≤ i < î,

max{g(βi+1), min
βi≤y≤x

g(y)}, î ≤ i < n,

(11)
ÿêùî x ∈ [βi; βi+1], i g(x) = β1, ÿêùî x ∈
[βn; 1].

Çà ïîáóäîâîþ âiäîáðàæåííÿ g ìà¹ öèêë
B òèïó π1. Àíàëîãi÷íî ÿê äëÿ öèêëó A âiä-
îáðàæåííÿ f , ïîáóäó¹ìî îði¹íòîâàíèé ãðàô
íàêðèòòÿ Gg

π1
, ùî âiäïîâiäà¹ öèêëó B òè-

ïó π1 âiäîáðàæåííÿ g. Ïîñòàâèìî ó âiäïî-
âiäíiñòü öèêëó B òèïó π1 âiäîáðàæåííÿ g
îði¹íòîâàíèé ãðàô íàêðèòòÿ Gg

π1
ç âåðøè-

íàìè I1, I2, ..., In−1 i îði¹íòîâàíèìè ðåáðà-
ìè, ùî ç'¹äíóþòü âåðøèíè Ij òà Is, ÿêùî
g(Ij) ⊃ Is. Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âåðøèí ãðà-
ôà I = {I1, I2, ..., In−1}. Âèêîðèñòîâóþ÷è
ñïiââiäíîøåííÿ âèãëÿäó (10) äëÿ âiäîáðàæå-
ííÿ g, îòðèìà¹ìî, ùî âêëàäåííÿ g(Ij) ⊃ Is
ìà¹ ìiñöå äëÿ âñiõ s òàêèõ, ùî π1(i) ≤ s ≤
π1(i+1)−1, ÿêùî π1(i) < π1(i+1), i äëÿ âñiõ
s òàêèõ, ùî π1(i + 1) ≤ s ≤ π1(i) − 1, ÿêùî
π1(i) > π1(i+ 1).

Îñêiëüêè àíàëîãi÷íi ñïiââiäíîøåííÿ ìà-
þòü ìiñöå i äëÿ îði¹íòîâàíèõ ðåáåð âiäîáðà-
æåííÿ f , òî ãðàôè Gf

π1
i Gg

π1
ñïiâïàäàþòü ÿê

îði¹íòîâàíi ãðàôè íàêðèòòÿ, ùî ïîáóäîâà-
íi äëÿ öèêëiâ îäíîãî òèïó π1 óíiìîäàëüíèõ
âiäîáðàæåíü.

Ç îñòàííüî¨ âëàñòèâîñòi âèïëèâà¹, ùî îði-
¹íòîâàíîìó ãðàôó íàêðèòòÿ Gf

π2
öèêëó òèïó

π2 âiäîáðàæåííÿ f âiäïîâiäà¹ îði¹íòîâàíèé
ãðàô íàêðèòòÿ Gg

π2
, âåðøèíàìè ÿêîãî ¹ ií-

òåðâàëè ç ìíîæèíè I, à ðåáðà âiäïîâiäàþòü
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ðåáðàì Gf
π2
.

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåí-
íÿ g ìà¹ öèêë òèïó π2, çà ãðàôàìè Gf

π2
i

Gg
π2
ïîáóäó¹ìî ãðàôè G

f

π2
i G

g

π2
i âñòàíîâèìî

âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ íèìè.
Íåõàé Ji∗ ∈ J , 1 ≤ i∗ ≤ n − 1, � iíòåðâàë,
ÿêîìó íàëåæèòü ìiíiìàëüíà òî÷êà öèêëó C,
òîáòî σ(π2) ∈ Ji∗ . Ïîáóäó¹ìî m ïîñëiäîâíèõ
ïðîîáðàçiâ öüîãî iíòåðâàëó íà ðiçíèõ ãiëêàõ
ìîíîòîííîñòi âiäîáðàæåííÿ f êåðóþ÷èñü íà-
ñòóïíèì àëãîðèòìîì. ßêùî a ç (9) òàêå, ùî
a = fn−2(α), òî iíòåðâàë ç J ëiâèì êiíöåì
ÿêîãî ¹ òî÷êà a, ââàæàòèìåìî òàêèì, ùî âiä-
ïîâiäà¹ ìîíîòîííî íå çðîñòàþ÷ié ãiëöi âiä-
îáðàæåííÿ f , à ÿêùî a = 1− fn−2(α), òî ií-
òåðâàë, ëiâèì êiíöåì ÿêîãî ¹ òî÷êà a, ââàæà-
òèìåìî òàêèì, ùî âiäïîâiäà¹ ìîíîòîííî íå
ñïàäàþ÷ié ãiëöi âiäîáðàæåííÿ f . Ðåøòà ií-
òåðâàëiâ âiäïîâiäàþòü òié ãiëöi âiäîáðàæåí-
íÿ f , ÿêié íàëåæèòü ¨õ îáðàç. Áóäóâàòèìåìî
m ïîñëiäîâíèõ ïðîîáðàçiâ iíòåðâàëó Ji∗ íà-
ñòóïíèì ÷èíîì: ïåðøèì ïðîîáðàçîì iíòåð-
âàëó Ji∗ îáåðåìî iíòåðâàë Jm−1, îáðàç ÿêî-
ãî íàëåæèòü òié ãiëöi âiäîáðàæåííÿ f , ÿêié
âiäïîâiäà¹ iíòåðâàë Ji∗m−1

. Ïðîîáðàçîì iíòåð-

âàëó Jm−1 îáåðåìî iíòåðâàë Jm−2 òàêèé, ùî
éîãî îáðàç íàëåæèòü òié æå ãiëöi âiäîáðàæå-
ííÿ f , ÿêié âiäïîâiäà¹ iíòåðâàë Ji∗m−2

. Ïîâòî-
ðèâøè öþ ïðîöåäóðó m − 2 ðàçè, íà îñòàí-
íüîìó êðîöi îáåðåìî ïðîîáðàçîì iíòåðâàëó
J2 iíòåðâàë J1, îáðàç ÿêîãî íàëåæèòü òié æå
ãiëöi âiäîáðàæåííÿ f , ÿêié âiäïîâiäà¹ iíòåð-
âàë Ji∗1 . Â ðåçóëüòàòi îòðèìàëè m− 1 ïîïàð-
íî íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ J1, J2, ..., Jm−1,

ÿêi îáåðåìî âåðøèíàìè ãðàôà G
f

π2
, îði¹íòî-

âàíi ðåáðà ÿêîãî óòâîðåíi çà ïðàâèëîì âèäó
(10). Òàêèì ÷èíîì ïîáóäîâàíèé ãðàô íàêðè-
âà¹ öèêë C òèïó π2 âiäîáðàæåííÿ f , ïðè÷î-
ìó òàê, ùî â êîæíîìó ç iíòåðâàëiâ J1, J2, ...,
Jm−1 ìiñòèòüñÿ ïî îäíié òî÷öi öèêëó C.

Àíàëîãi÷íî ïîáóäó¹ìî ãðàô G
g

π2
. Âåðøè-

íàìè öüîãî ãðàôà ¹ âçà¹ìíî íåïåðåòèííi ií-
òåðâàëè I1, I2, ..., Im−1, à ðåáðà óòâîðåíi çà
ïðàâèëîì âèäó(10). Àëãîðèòì ïîáóäîâè ií-
òåðâàëiâ I1, I2, ..., Im−1 òàêèé ñàìèé, ÿê i àë-
ãîðèòì ïîáóäîâè iíòåðâàëiâ J1, J2, ..., Jm−1,
âiäìiííèì ¹ ëèøå ñïîñiá âèçíà÷åííÿ ãiëêè

ìîíîòîííîñòi âiäîáðàæåííÿ g, ùî âiäïîâiä-
à¹ iíòåðâàëó, îäíèì ç êiíöiâ ÿêîãî ¹ òî÷êà
gn−2(γ). ßêùî òî÷êà gn−2(γ) ¹ îäíèì iç êií-
öiâ iíòåðâàëó i öåé iíòåðâàë òàêèé, ùî éî-
ìó íàëåæèòü òî÷êà x, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü g(x) = max

x∈[0; 1]
g(x), òî öåé iíòåðâàë

ââàæàòèìåìî òàêèì, ùî âiäïîâiäà¹ ìîíîòîí-
íî íå ñïàäàþ÷ié ãiëöi âiäîáðàæåííÿ g, ÿêùî
x < gn−2(γ), i òàêèì, ùî âiäïîâiäà¹ ìîíî-
òîííî íå çðîñòàþ÷ié ãiëöi âiäîáðàæåííÿ g,
ÿêùî x > gn−2(γ). Çà ïîáóäîâîþ ïîðÿäîê
ðîçòàøóâàííÿ iíòåðâàëiâ I1, I2, ..., Im−1 òà-
êèé ñàìèé, ÿê ïîðÿäîê ðîçòàøóâàííÿ iíòåð-

âàëiâ J1, J2, ..., Jm−1. Îñêiëüêè G
f

π2
¹ ãðà-

ôîì íàêðèòòÿ öèêëó òèïó π2 âiäîáðàæåííÿ
f , òî G

g

π2
¹ ãðàôîì íàêðèòòÿ öèêëó òèïó π2

âiäîáðàæåííÿ g. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ g ìà¹
öèêë òèïó π2. Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî ïî-
÷àòêîâå âiäîáðàæåííÿ g ìà¹ öèêë òèïó π2.

Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.

5. Âèñíîâêè. Ó ñòàòòi çàïðîïîíîâàíî
êëàñèôiêàöiþ öèêëiâ îäíîâèìiðíèõ íåïå-
ðåðâíèõ âiäîáðàæåíü âiäðiçêà â ñåáå çà ìî-
äåëëþ òèïó öèêëó. Äàíî îçíà÷åííÿ ìîäåëi
òèïó öèêëó òà âàãè îïóêëî¨ öèêëi÷íî¨ ïå-
ðåñòàíîâêè, ÿêi âèêîðèñòóþòüñÿ äëÿ îïèñó
öèêëiâ óíiìîäàëüíîãî îïóêëîãî âãîðó âiä-
îáðàæåííÿ. Íà ïðîñòîði îïóêëèõ öèêëi÷íèõ
ïåðåñòàíîâîê îïèñàíî âiäíîøåííÿ ëiíiéíî-
ãî ïîðÿäêó, ùî iíäóêó¹òüñÿ âàãîþ îïóêëî¨
öèêëi÷íî¨ ïåðåñòàíîâêè. Îñíîâíèé ðåçóëü-
òàò ñòàòòi ïðî ëiíiéíèé ïîðÿäîê (ñïiâiñíóâà-
ííÿ) öèêëi÷íèõ ïåðåñòàíîâîê ÿê òèïiâ óíi-
ìîäàëüíèõ öèêëiâ íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæå-
ííÿ ñôîðìóëüîâàíî ó òåîðåìi 2.
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