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ÎÁÎÐÎÒÍIÑÒÜ ÒÅÎÐÅÌÈ ÏÐÎ ÎÁÅÐÍÅÍÓ ÔÓÍÊÖIÞ ÄËß
ÄÈÔÅÐÅÍÖIÉÎÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ (Invertibility the inverse function theorem

for di�erentiable functions)

Íåõàé X i Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè, U ⊂ X � âiäêðèòà ìíîæèíà i k ∈ N∪{∞}. Ïîêàçàíî, ùî
Ck-âiäîáðàæåííÿ F : U → Y ¹ ëîêàëüíèì Ck-äèôåîìîðôiçìîì ó òî÷öi x0 ∈ U òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ïîõiäíà (DF )x0 : X → Y ¹ ëiíiéíèì içîìîðôiçìîì.

Let X and Y be Banach spaces, Y ⊂ X be an open set and k ∈ N ∪ {∞}. It is shown that a
Ck-mapping F : U → Y is a local Ck-di�eomorphism at a point x0 ∈ U if and only if the derivative
of (DF )x0 : X → Y is a linear isomorphism.

Ó ñòàòòi ïîêàçàíî, ùî äëÿ òåîðåìè ïðî
îáåðíåíó ôóíêöiþ äëÿ äèôåðåíöiéîâíèõ
ôóíêöié ñïðàâäæó¹òüñÿ îáåðíåíå òâåðäæå-
ííÿ.
1. Îñíîâíi îçíà÷åííÿ. Ñïî÷àòêó íàâå-

äåìî íåîáõiäíi äëÿ ïîäàëüøîãî îçíà÷åííÿ,
çàïîçè÷åíi ç [1]�[3].

Íåõàé X i Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè ç íîð-
ìàìè ∥·∥X i ∥·∥Y âiäïîâiäíî. Ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç L(X, Y ) áàíàõîâèé ïðîñòið ëiíiéíèõ íå-
ïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ A, ùî äiþòü iç ïðîñ-
òîðó X ó ïðîñòið Y , ç íîðìîþ

∥A∥L(X,Y ) = sup
∥x∥X=1

∥Ax∥Y .

×åðåç Lk(X, Y ), äå k ∈ N, ïîçíà÷èìî áàíà-
õîâèé ïðîñòið íåïåðåðâíèõ k-ëiíiéíèõ âiäî-
áðàæåíü iç X â Y . Çàóâàæèìî, ùî

Lk+1(X, Y ) = L(X,Lk(X, Y ))

i
L1(X,Y ) = L(X,Y ).

Íåõàé U ⊂ X i V ⊂ Y � âiäêðèòi ìíî-
æèíè. Âiäîáðàæåííÿ f : U → V íàçèâà-
¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâàíèì (çà Ôðåøå) â òî÷öi
x ∈ U , ÿêùî iñíó¹ òàêå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ
(Df)x ∈ L(X, Y ), ùî

lim
h→0

∥f(x+ h)− f(x)− (Df)xh∥Y
∥h∥X

= 0. (1)

Âiäîáðàæåííÿ f : U → V íàçèâà¹òüñÿ
C1-âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî f äèôåðåíöiéîâ-

íå â êîæíié òî÷öi x ∈ U i ïðèðîäíå âiäî-
áðàæåííÿ Df : U → L(X, Y ) íåïåðåðâ-
íå. Àíàëîãi÷íî, âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òü-
ñÿ Ck+1-âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî Dkf äèôå-
ðåíöéîâíå â êîæíié òî÷öi x ∈ U i âiäîáðà-
æåííÿ Dk+1f : U → Lk+1(X, Y ) íåïåðåðâ-
íå. Ck+1-âiäîáðàæåííÿ f ùå íàçèâàþòü äè-
ôåðåíöiéîâíèì âiäîáðàæåííÿì êëàñó Ck+1.
Íàðåøòi, f � C∞-âiäîáðàæåííÿ, ÿêùî öå âi-
äîáðàæåííÿ ¹ Ck-âiäîáðàæåííÿì äëÿ êîæ-
íîãî k ∈ N.

Âiäîáðàæåííÿ f : U → V íàçèâà¹-
òüñÿ Ck-äèôåîìîðôiçìîì àáî äèôåîìîðôiç-
ìîì êëàñó Ck, ÿêùî f âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî
âiäîáðàæà¹ U íà V i îáèäâà âiäîáðàæåííÿ f
i f−1 ¹ Ck-âiäîáðàæåííÿìè.

Àíàëîãi÷íî, âiäîáðàæåííÿ f : U → V
íàçèâà¹òüñÿ C∞-äèôåîìîðôiçìîì àáî äèôå-
îìîðôiçìîì êëàñó C∞, ÿêùî f âçà¹ìíî îä-
íîçíà÷íî âiäîáðàæà¹ U íà V i îáèäâà âiäî-
áðàæåííÿ f i f−1 ¹ C∞-âiäîáðàæåííÿìè.

Ëîêàëüíèì Ck-äèôåîìîðôiçìîì (C∞-äè-
ôåîìîðôiìîì) ó òî÷öi x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ
âiäîáðàæåííÿ f : X → Y , äëÿ ÿêîãî iñíó¹ òà-
êèé îêië U ⊂ X òî÷êè x, ùî çâóæåííÿ f |U
âiäîáðàæåííÿ f íà U âñòàíîâëþ¹ Ck-äèôå-
îìîðôiçì (C∞-äèôåîìîðôiçì) ìiæ U i âiä-
êðèòîþ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó Y .

2. Òåîðåìà ïðî îáåðíåíó ôóíêöèþ.
Âàæëèâîþ äëÿ òåîði¨ íåëiíiéíèõ âiäîáðà-
æåíü ¹ íàñòóïíà òåîðåìà ïðî îáåðíåíó
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ôóíêöiþ.

Òåîðåìà 1 ([1]). Íåõàé X i Y � áàíàõî-
âi ïðîñòîðè, U ⊂ X � âiäêðèòà ìíîæèíà,
F : U → Y � Ck-âiäîáðàæåííÿ, k ∈ N, i äëÿ
äåÿêî¨ òî÷êè x0 ∈ U ïîõiäíà (DF )x0 :X→Y
¹ ëiíiéíèì içîìîðôiçìîì.

Òîäi F � ëîêàëüíèé Ck-äèôåîìîðôiçì ó
òî÷öi x0.

Íàãàäà¹ìî, ùî ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïå-
ðàòîð T : X → Y ¹ ëiíiéíèì içîìîôiçìîì,
ÿêùî öåé îïåðàòîð ìà¹ îáåðíåíèé íåïåðåðâ-
íèé îïåðàòîð T−1 : Y → X.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ òåîðåìè 1 ïðàâèëüíîþ
¹ îáåðíåíà òåîðåìà.

3. Îáåðíåíà òåîðåìà äî òåîðåìè 1.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X i Y � áàíàõîâi ïðîñ-
òîðè, U ⊂ X � âiäêðèòà ìíîæèíà, k ∈ N
i âiäîáðàæåííÿ F : U → Y ¹ ëîêàëüíèì
Ck-äèôåîìîðôiçìîì ó òî÷öi x0 ∈ U .

Òîäi ïîõiäíà (DF )x0 : X → Y ¹ ëiíiéíèì
içîìîðôiçìîì.

Äîâåäåííÿ. Çàâäÿêè óìîâàì òåîðåìè iñ-
íóþòü òàêi âiäêðèòi ìíîæèíè U1 ⊂ X i
V1 ⊂ Y , ùî ìiñòÿòü òî÷êè x0 i y0 = F (x0)
âiäïîâiäíî, i çâóæåííÿ F |U1 âiäîáðàæåííÿ F
íà U1 âñòàíîâëþ¹ Ck-äèôåîìîðôiçì ìiæ U1

i V1. Òîìó Ck-âiäîáðàæåííÿ F : U1 → V1 ìà¹
îáåðíåíå Ck-âiäîáðàæåííÿ F−1 : V1 → U1.
Îñêiëüêè

F−1(F (x)) = x

i
F
(
F−1(y)

)
= y

äëÿ âñiõ x ∈ U1 i y ∈ V1, òî íà ïiäñòàâi òåî-
ðåìè ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü êîìïîçèöi¨ âiä-
îáðàæåíü [1] äëÿ âñiõ x ∈ U1 i y ∈ V1(

DF−1F
)
x
=
(
DF−1

)
F (x)

(DF )x = IX , (2)(
DFF−1

)
y
= (DF )F−1(y)

(
DF−1

)
y
= IY , (3)

äå IX i IY � îäèíè÷íi îïåðàòîðè, ùî äiþòü
ó ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî. Çàìiíþþ÷è â
(2) i (3) x i y íà x0 i y0 âiäïîâiäíî i âðàõîâó-
þ÷è, ùî y0 = F (x0), îòðèìà¹ìî(

DF−1
)
y0
(DF )x0

= IX ,

(DF )x0

(
DF−1

)
y0

= IY .

Òàêèì ÷èíîì, îïåðàòîð (DF )x0
ìà¹ îáåðíå-

íèé íåïåðåðâíèé
(
(DF )x0

)−1
i(

(DF )x0

)−1
=
(
DF−1

)
y0
.

Îòæå, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ F : U → Y
¹ ëîêàëüíèì Ck-äèôåîìîðôiçìîì ó òî÷öi
x0 ∈ U , òî ïîõiäíà (DF )x0

: X → Y ¹ ëi-
íiéíèì içîìîðôiçìîì.

Òåîðåìà 2 äîâåäåíà.

4. Îñíîâíi òâåðäæåííÿ ïðî îáåðíåíó
ôóíêöèþ. Îá'¹äíóþ÷è òåîðåìè 1 i 2, ïðè-
õîäèìî äî íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X i Y � áàíàõîâi ïðîñ-
òîðè, U ⊂ X � âiäêðèòà ìíîæèíà i k ∈ N.
Ck-âiäîáðàæåííÿ F :U → Y ¹ ëîêàëüíèì

Ck-äèôåîìîðôiçìîì ó òî÷öi x0 ∈ U òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ïîõiäíà (DF )x0 : X → Y
¹ ëiíiéíèì içîìîðôiçìîì.

Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ñïðàâäæó¹òüñÿ i
äëÿ âiäîáðàæåíü êëàñó C∞.

Òåîðåìà 4. Íåõàé X i Y � áàíàõîâi ïðîñ-
òîðè i U ⊂ X � âiäêðèòà ìíîæèíà.
C∞-âiäîáðàæåííÿ F :U→Y ¹ ëîêàëüíèì

C∞-äèôåîìîðôiçìîì ó òî÷öi x0 ∈ U òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ïîõiäíà (DF )x0 : X → Y
¹ ëiíiéíèì içîìîðôiçìîì.

Î÷åâèäíî, ùî òåîðåìà 4 � íàñëiäîê òåî-
ðåìè 3.
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