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Âñòàíîâëåíi äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi îäíîãî êëàñó áàãàòîïàðàìåòðè÷íèõ àãðåãàöiéíî-
iòåðàòèâíèõ ìåòîäiâ. Â óìîâàõ òåîðåì âiäñóòíi âèìîãè ïðî äîäàòíiñòü îïåðàòîðiâ i àãðåãó-
þ÷èõ ôóíêöiîíàëiâ, à òàêîæ, ùîá âiäïîâiäíi ëiíiéíi íåïåðåðâíi îïåðàòîðè áóëè îïåðàòîðàìè
ñòèñêó.

Su�cient conditions for the convergence of a class of multiparametric iterative-aggregation
methods. Under the theorems assumptions there is no requirement on positive operators and
aggregate functional, and on the corresponding linear continuous operators to be operators of
compression.

Âñòóï Äåêîìïîçèöiÿ îïåðàòîðíèõ ðiâ-
íÿíü íà îñíîâi ìåòîäiâ iòåðàòèâíîãî àãðåãó-
âàííÿ ó áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ âèÿâ-
ëÿ¹òüñÿ åôåêòèâíèì çàñîáîì äëÿ ðîçâ'ÿçàí-
íÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì âåëèêî¨ ðîçìiðíîñòi (äèâ.
[1,2]). Öå ñïðè÷èíþ¹ ÷èñëåííi äîñëiäæåííÿ
ùîäî öèõ ìåòîäiâ i ¨õ çàñòîñóâàííÿ (äèâ.
[3-7]). Âèêîðèñòàííÿ çàïî÷àòêîâàíî¨ â [8-10]
ìåòîäèêè äîçâîëÿ¹ îòðèìóâàòè íîâi ðåçóëü-
òàòè ç òåîði¨ òàêèõ ìåòîäiâ òà ¨õ óçàãàëüíåíü
çà ïðèïóùåíü, ùî âiäïîâiäíi îïåðàòîðè íå
ïiäïîðÿäêîâàíi ïîñòóëüîâàíèì ó ïåðåâàæíié
áiëüøîñòi äîñëiäæåíü iíøèìè àâòîðàìè âè-
ìîãàì ïðî çíàêîñòàëiñòü îïåðàòîðà A òà ïðî
íåðiâíiñòü ρ(A) < 1 äëÿ éîãî ñïåêòðàëüíîãî
ðàäióñà ó ðiâíÿííi

x = Ax+ b (1)

1. Äîïîìiæíi ïîáóäîâè i äîïîìiæíi
òâåðäæåííÿ Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ðiâíÿííÿ
(3), ââàæàþ÷è, ùî A : E → E ¹ ëiíiéíèì íå-
ïåðåðâíèì îïåðàòîðîì, E � áàíàõiâ ïðîñòið,
b ∈ E. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ðiâíÿííÿ (3) ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi:

x =
N∑
j=1

Ajx+ b (N <∞) (2)

ç ëiíiéíèìè íåïåðåðâíèìè îïåðàòîðàìè Aj :
E → E (j = 1, N).

Çàäàìî òàêi ëiíiéíi íåïåðåðâíi îïåðàòîðè
Ãj : E → E (j = 1, N), äëÿ ÿêèõ ñïðàâ-
äæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

(φi, (Aj + Ãj)x) = λi,j(φj, x) (i, j = 1, N),
(3)

äå (φj, x) ¹ çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî ôóíêöiî-
íàëó φi íà åëåìåíòàõ x ∈ E. Ìàòðèöÿ
Λ = {λi,j} ¹ òàêîþ, ùî iñíó¹ îáåðíåíà ìà-
òðèöÿ (I ′ − Λ)−1 (I ′� îäèíè÷íà ìàòðèöÿ â
åâêëiäîâîìó ïðîñòîði E ′ ðîçìiðíîñòi N). Äî
ðiâíÿííÿ (4) ïðè¹äíà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ
àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó:

yi =
N∑
j=1

λi,jyi+
N∑
j=1

(φi, Ãjx)−(φj, b) (i = 1, N)

(4)
ç äîïîìiæíèìè íåâiäîìèìè äiéñíèìè ÷èñëà-
ìè yi.

Îçíà÷èìî ìíîæèíó Ξ ÿê ñóêóïíiñòü òà-
êèõ x ∈ E, y = {y1, . . . , yN} ∈ E ′, ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü ðiâíiñòü:

(φi, x) + yi = 0 (i = 1, N) (5)

Ìíîæèíà Ξ ¹ ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó
Ẽ = E × E ′.

Íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêi äâà
òâåðäæåííÿ, ÿêi ¹ àíàëîãàìè âiäïîâiäíèõ
ëåì iç [8�10].
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Ëåìà 1. Íåõàé:

1) iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ (I ′ − Λ)−1;

2) ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà (5);

3) ïàðà {x∗, y∗} (x∗ ∈ E, y∗ ∈ E ′) ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (4), (5).

Òîäi {x∗, y∗} ∈ Ξ.
Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è (5), îòðèìà¹ìî

(φi, x
∗)+y∗i =

N∑
j=1

(φi, Ajx)+(φi, b)+
N∑
j=1

λijy
∗
j+

+
N∑
j=1

(φi, Ãjx
∗)−(φj, b) =

N∑
j=1

(φi, (Aj+Ãj)x
∗)+

+
N∑
j=1

λijy
∗
j =

N∑
j=1

λij(φj, x
∗) +

N∑
j=1

λijy
∗
j =

=
N∑
j=1

λij[(φj, x
∗) + y∗j ].

Çàâäÿêè íåâèðîäæåíîñòi ìàòðèöi I ′ − Λ
çâiäñè âèïëèâà¹ âèñíîâîê, ùî ðiâíîñòi (5)
ìàþòü ìiñöå. Öå i äîâîäèòü ïîòðiáíå òâåð-
äæåííÿ. �

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

x =
N∑
j=1

Ajz +
N∑
j=1

aj(z)(wj − yj) + b, (6)

yi =
N∑
j=1

λijyj+
N∑
j=1

(φj, Ãjz)−(φi, b) (i = 1, N),

(7)
äå z ∈ E, w ∈ E ′, à a(x) ¹ íåïåðåðâíîþ ïðè
x ∈ E ôóíêöi¹þ, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìî-
âà

(φi, aj(x)) = λij (i = 1, N) (8)

ïðè x ∈ E.
Ëåìà 2. Íåõàé:

1) iñíó¹ ìàòðèöÿ (I ′ − Λ)−1;

2) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè (5) òà (8);

3) (z, w) ∈ Ξ.

Òîäi {x, y} ∈ Ξ.
Äîâåäåííÿ. Ç (6), (7) òà ç óìîâ (5), (8)

âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ:

(φi, x) + yi =
N∑
j=1

(φi, Ajz)+

+
N∑
j=1

(φi, aj(z))wj −
N∑
j=1

(φi, aj(z))yi+

+(φi, b) +
N∑
j=1

λijyj +
N∑
j=1

(φj, Ãjz)−

−(φj, b) =
N∑
j=1

(φi, (Aj + Ãj)z)+

+
N∑
j=1

λijwj =
N∑
j=1

λij[(φi, z)+

+wj] (i = 1, N).

Öå äîçâîëÿ¹ ñêîðèñòàòèñÿ ç óìîâè 1) i
ââàæàòè ëåìó äîâåäåíîþ. �
2. Ïîáóäîâà àëãîðèòìó. Ïîáóäó¹ìî

iòåðàöiéíèé ïðîöåñ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë:

x(n+1) =
N∑
j=1

Ajx
(n)+

+
N∑
j=1

aj(x
(n))(y

(n)
j − y

(n+1)
j ) + b, (9)

y
(n+1)
i =

N∑
j=1

λijy
(n+1)
j +

N∑
j=1

(φi, Ãjx
(n))−

−(φi, b) (i = 1, N, n = 0, 1, . . .). (10)

Ëåìà 3. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìî-
âè ëåìè 2 ïðè z = x(0), y = y(0). Òîäi
{x(n), y(n)} ∈ Ξ ïðè n = 0, 1, . . ..
Äîâåäåííÿ. Òâåðæäåííÿ ëåìè îòðèìó¹-

òüñÿ ÿê íàñëiäîê ç ïðèíöèïó iíäóêöi¨ i ëåìè
2. �
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3. Çáiæíiñòü iòåðàöié Ïîçíà÷èìî

a(x)y =
N∑
j=1

aj(x)yj =

= {a1(x), . . . , aN(x)}{y1, . . . , yn}T

(äå T� ñèìâîë òðàíñïîíóâàííÿ) i ïîäàìî ðiâ-
íîñòi (9),(10) âiäïîâiäíî ó âèãëÿäi

x(n+1) =
N∑
j=1

Ajx
(n) + a(x(n))(y(n) − y(n+1)) + b,

(11)

y(n+1) = Λy(n+1) + ΦÃx(n) − Φb, (12)

y = ΛY + ΦÃx− Φb, (13)

äå Φ = {φ1, . . . , φN}T , φi = {φi1, . . . , φiN}.
Ç (13) ïðè x = x∗, y = y∗ òà ç (12) âèïëè-

âà¹, ùî

y(n+1) − y∗ = (I ′ − Λ)−1ΦÃ(x(n) − x∗), (14)

à ç (4), (11) îòðèìó¹ìî

x(n+1) − x∗ =
N∑
j=1

Aj(x
(n) − x∗) + a(x(n))(y(n)−

−y∗)− a(x(n))(y(n+1) − y∗). (15)

Ç ðiâíîñòåé (14), (15), çàñòîñîâóþ÷è ëåìè 1
i 2, ìîæíà îäåðæàòè

x(n+1) − x∗ =
N∑
j=1

Aj(x
(n) − x∗)−

−a(x(n))Φ(x(n) − x∗)−

−a(x(n))(I ′ − Λ)−1ΦÃ(x(n) − x∗).

Çâiäñè ìàòèìåìî

x(n+1) − x∗ = A(x(n) − x∗)−

−a(x(n))(I ′ − Λ)−1Φ(I − A)(x(n) − x∗), (16)

äå I � òîòîæíèé îïåðàòîð â E.
Òåîðåìà 1. Íåõàé:

1) iñíó¹ ìàòðèöÿ (I ′ − Λ)−1;

2) âèêîíóþòüñÿ óìîâè (4) òà (8);

3) {x(0), y(0)} ∈ Ξ;

4) îïåðàòîð H(x)w, îçíà÷åíèé çà ôîðìó-
ëîþ

H(x)w = Aw−a(x)(I ′−Λ)−1Φ(I−Λ)w, (17)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

||H(x)|| ≤ Q, (18)

â îáëàñòi D ⊆ Ξ ïðè òàêèõ {x, y} ∈ Ξ,
w = x− x(0), äëÿ ÿêèõ ìà¹ìî

Q < 1. (19)

Òîäi äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {x(n), y(n)}, ïîáóäîâà-
íî¨ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (9), (10) âèêîíó-
¹òüñÿ (x(n), y(n)) ∈ Ξ i âîíà çáiãà¹òüñÿ äî
ðîçâ'ÿçêó (x∗, y∗) ñèñòåìè ðiâíÿíü (4), (13)
íå ïîâiëüíiøå âiä ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ çi
çíàìåííèêîì Q < 1.
Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âè-

ïëèâà¹ ç ëåì 1 i 2 òà ç ôîðìóë (16) � (19),
ìàþ÷è íà óâàçi, ùî ðiâíîñòi (5) ìîæíà ïî-
äàòè íàñòóïíèì ÷èíîì

Φ(A+ Ã) = ΛΦ,

çâiäêè îòðèìó¹ìî

(I ′ − Λ)Φ + ΦÃ = Φ− ΛΦ + ΦÃ =

= Φ− ΦA− ΦÃ+ ΦÃ = Φ(I − A).�
Ïðèêëàä 1. Â îäíîïàðàìåòðè÷íîìó âè-

ïàäêó N = 1 ìàòèìåìî Λ = λ ̸= 1 i ðiâíîñòi
(5) òà (5) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

(φ, (A+ Ã)x) = λ(φ, x) (x ∈ E),

a(x) =
(A+ Ã)x

(φ, x)
, (φ, a(x)) = λ x ∈ E.

Iòåðàöiéíi ôîðìóëè (9), (10) ìàòèìóòü
âèãëÿä

x(n+1) = Ax(n) + a(x(n))(y(n) − y(n+1)) + b,

y(n+1) = λy(n+1) + (φ, Ãx(n))− (φ, b).
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Äëÿ îïåðàòîðà H(x)w, îçíà÷åíîãî çà
ôîðìóëîþ (17) ìàòèìåìî:

H(x)w = Aw − a(x)(1− λ)−1(φ, (I − λI)w).

Ïðèêëàä 2. Çàñòîñó¹ìî îäíîïàðàìåòðè-
÷íèé àëãîðèòì äî ñèñòåìè

x1 = 2, 9x1 + 11, 8x2 − 156,
x2 = 1, 9x1 + 7, 9x2 − 107,

ÿêà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ = {20; 10}. Ìàþ÷è íà

óâàçi, ùî A =

(
2, 9 11, 8
1, 9 7, 9

)
âèáåðåìî ìà-

òðèöþ Ã =

(
0, 1 0, 2
0, 1 0, 1

)
.

Äëÿ ìàòðèöi A + Ã ìàòèìåìî λ = 11,
φ = {1; 4}.

Âçÿâøè x(0) = {1; 1}, îá÷èñëèìî
y(0) = (φ, x(0)) = −5, y(1) = −58, 51.

Ïåðøi äâi iòåðàöi¨ äàþòü íàì

x(1) = {19, 23; 9, 82},

x(2) = {19, 9651; 9, 9964}.
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