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ÍÎÂÈÉ ÏIÄÕIÄ ÄÎ ÄÎÂÅÄÅÍÍß ÒÅÎÐÅÌÈ ÁÅÐÀ ÏÐÎ
ÍÀÏIÂÍÅÏÅÐÅÐÂÍI ÔÓÍÊÖI� I ÎÄÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖIß ÁÅÐÎÂÎÑÒI

Íàâåäåíå íîâå äîâåäåííÿ òåîðåìè Áåðà ïðî íàïiâíåïåðåðâíi ôóíêöi¨ i ïîêàçàíî, ùî òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ áåðiâñüêèì òîäi i òiëüêè òîäi êîëè êîæíà ôóíêöiÿ f : X → R ¹ ìàéæå
êëiêîâîþ.

We provide a new proof of Baire's theorem on semi-continuous functions and show that, a
topological space X is Baire if and only if every function f : X → R is almost cliquish.

1. Âñòóï. Äîáðå âiäîìî, ùî íàïiâíåïå-
ðåðâíi çâåðõó i çíèçó ôóíêöi¨ ââiâ Ð. Áåð.
Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f : X → R íàçè-
âà¹òüñÿ íàïiâíåïåðåðâíîþ çíèçó /çâåðõó/ â
òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹
îêië U òî÷êè x0, òàêèé, ùî f(x) > f(x0)− ε
/f(x) < f(x0) + ε/ äëÿ êîæíîãî x ∈ U . Ôóí-
êöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ íàïiâíåïåðåðâíîþ çíèçó
/çâåðõó/ ÿêùî âîíà ¹ òàêîþ â êîæíié òî÷öi
x ∈ X. Ð. Áåð òàêîæ âñòàíîâèâ ðåçóëüòàò
[1], ÿêèé ó ñó÷àñíîìó ôîðìóëþâàííi âèãëÿ-
äà¹ òàê.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið i f : X → R � íàïiâíåïåðåðâíà çíè-
çó ÷è çâåðõó ôóíêöiÿ. Òîäi ìíîæèíà C(f)
òî÷îê, ó ÿêèõ f íåïåðåðâíà, ¹ çàëèøêîâîþ
â X, òîáòî ¨¨ äîïîâíåííÿ D(f) = X \ C(f)
� öå ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X.

Ïiñëÿ Ð. Áåðà ç'ÿâèëèñÿ ùå äâà ñïîñî-
áè äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè. Îäèí íàëåæèòü
Ì. Ôîðòó [2], âií îòðèìàíèé ñïåöiàëüíèì êà-
òåãîðíèì ìåòîäîì, äå ôiãóðóþòü äâi òîïîëî-
ãi¨, iíøèé, ïðèâàáëèâî êîðîòêèé, íàëåæèòü
Å. Àñïëóíäó, âií ïîäàíèé ó ñòàòòi Æ. Êàë-
áði i Æ.-Ï. Òðîàëëiêà [3], äå òåîðåìà Áåðà
çàñòîñîâó¹òüñÿ â äîâåäåííi òåîðåìè Êàëáði-
Òðîàëëiêà ïðî íàðiçíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨.
Çàóâàæèìî, ùî öÿ òåîðåìà â îñòàííi ðîêè
äiñòàëà çíà÷íèé ðîçâèòîê (äèâ. [4] i âêàçàíó
òàì ëiòåðàòóðó).

Òóò ìè ïîäà¹ìî ùå îäèí ñïîñiá äîâåäåííÿ
öi¹¨ òåîðåìè Áåðà, õî÷à é äîâøèé, àëå, íà
íàø ïîãëÿä, íàéáiëüø ïðèðîäíèé.

2. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ. Íàãàäà¹-

ìî, ùî êîëèâàííÿ ωf (A) ôóíêöi¨ f : X → R
íà íåïîðîæíié ìíîæèíi A ⊆ X ââîäèòüñÿ
ïðàâèëîì ωf (A) = sup

x′,x′′∈A
|f(x′) − f(x′′)|, à

êîëèâàííÿ ωf (x) ôóíêöi¨ f â òî÷öi x ç X �
ðiâíiñòþ ωf (x) = inf

U∈Ux

ωf (U), äå Ux � ñèñòåìà
âñiõ îêîëiâ U òî÷êè x ó ïðîñòîði X.
Ëåìà 1. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðîñòið,

f : X → R � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, ε > 0 i G
� âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà â X. Òîäi
iñíóþòü òàêi íåïîðîæíi ìíîæèíè A òà U
â X, ùî A ⊆ U ⊆ A, U âiäêðèòà â X, U ⊆ G
i ωf (A) ≤ ε.
Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî n

ðîçãëÿíåìî âiäðiçêè Bn = [nε, (n+ 1)ε] i ïî-
êëàäåìî, An = f−1(Bn). Îñêiëüêè

∪
n∈Z

Bn =

R, òî
∪
n∈Z

An = X. Íåõàé Un = intAn. Ïðîñòið

X áåðiâñüêèé, òîìó ìíîæèíàH =
∪
n∈Z

Un âiä-

êðèòà i âñþäè ùiëüíà â X. Òîäi ìíîæèíà
H ∩ G íåïîðîæíÿ, à çíà÷èòü, iñíó¹ íîìåð
n ∈ Z, òàêèé, ùî Un ∩ G ̸= Ø. Ïîêëàäåìî
U = Un ∩ G i A = An ∩ U . Çðîçóìiëî,ùî
U ⊆ G . Êðiì òîãî, U ⊆ An i ìíîæèíà U âiä-
êðèòà. Îòæå, A ⊆ U ⊆ A, çîêðåìà, A ̸= Ø.
Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà A øóêàíà. Íåõàé
x′, x′′ ∈ A. Òîäi x′, x′′ ∈ An, îòæå, f(x′) i
f(x′′) íàëåæàòü äî âiäðiçêà Bn. Â òàêîìó ðà-
çi, |f(x′)− f(x′′)| ≤ (n+ 1)ε− nε = ε, à òîìó
i ωf (A) ≤ ε.
Ëåìà 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-

ñòið, f : X → R � íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó
ôóíêöiÿ, δ > 0, ìíîæèíè A òà U òàêi, ùî
Ø ̸= A ⊆ U ⊆ A, ωf (A) ≤ δ i ìíîæèíà
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U âiäêðèòà â X. Òîäi iñíó¹ íåïîðîæíÿ âiä-
êðèòà â X ìíîæèíà V , òàêà, ùî V ⊆ U i
ωf (V ) ≤ 3δ, çîêðåìà, ωf (x) ≤ 3δ äëÿ êîæíî-
ãî x ∈ V .
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè A ̸= Ø, òî iñíó¹

òî÷êà a ∈ A. Ïîêàæåìî, ùî f(x) ≤ f(a)+2δ
äëÿ êîæíîãî x ∈ U . Íåõàé öå íå òàê, òîáòî
iñíó¹ òî÷êà x0 ∈ U , òàêà, ùî f(x0) > f(a) +
2δ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ¹ íàïiâíåïåðåðâíîþ
çíèçó â òî÷öi x0, òî äëÿ äàíîãî δ iñíó¹ òàêèé
îêië U0 òî÷êè x0 â X, ùî f(x) > f(x0) − δ
äëÿ êîæíîãî x ∈ U0. Àëå x0 ∈ U ⊆ A, òîìó
U0 ∩ A ̸= Ø, òîáòî iñíó¹ òî÷êà a1 ∈ U0 ∩ A.
Äëÿ öi¹¨ òî÷êè áóäåìî ìàòè ç îäíîãî áîêó,
ùî

f(a1)− f(a) ≤ |f(a1)− f(a)| ≤ ωf (A) ≤ δ,

îòæå, f(a1) ≤ f(a) + δ, à ç äðóãîãî áîêó

f(a1) > f(x0)− δ > f(a) + 2δ − δ = f(a) + δ,

ùî ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi.
Ñêîðèñòà¹ìîñü òåïåð íàïiâíåïåðåðâíiñòþ

çíèçó ôóíêöi¨ f â òî÷öi a. Íà îñíîâi öüîãî
iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië V òî÷êè a, ùî
V ⊆ U i f(x) > f(a)− δ äëÿ êîæíîãî x ∈ V .
Òàêèì ÷èíîì,

f(a)− δ < f(x) ≤ f(a) + 2δ

äëÿ êîæíîãî x ∈ V . Çâiäñè íåãàéíî âèïëè-
âà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x′, òà x′′ ç V

f(x′)− f(x′′) < f(a) + 2δ − (f(a)− δ) = 3δ.

Òîìó ωf (V ) < sup
x′,x′′∈V

(f(x′)− f(x′′)) ≤ 3δ.

3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè Áåðà. Ïîêàæå-
ìî ÿê ç ëåì 1 i 2 i òåîðåìè Áàíàõà ïðî êàòå-
ãîðiþ ([5,c. 86] i [6,c. 206]) âèâîäèòüñÿ òåîðå-
ìà Áåðà.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ f íàïiâíå-

ïåðåðâíà çíèçó i ε > 0. Ñïî÷àòêó ïðèïó-
ñòèìî, ùî ïðîñòið X áåðiâñüêèé. Ïîêëàäå-
ìî Dε(f) = {x ∈ X : ωf (x) ≥ ε}. Ïîêàæåìî,
ùî ìíîæèíà Dε(f) íiäå íå ùiëüíà â X. Ðîç-
ãëÿíåìî äîâiëüíó íåïîðîæíþ âiäêðèòó â X
ìíîæèíó G. Çà ëåìîþ 1 iñíóþòü âiäêðèòà
òà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà U â G i ùiëüíà â U
ìíîæèíà A, òàêà, ùî ωf (A) ≤ ε

4
. Çà ëåìîþ 2

iñíó¹ òàêà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà V ,

ùî V ⊆ U i ωf (V ) ≤ 3ε
4
< ε, çîêðåìà, ωf (x) <

ε äëÿ êîæíîãî x ∈ V . Òîìó V ∩Dε(f) = Ø i
V ⊆ G, îòæå, ìíîæèíà Dε(f) íiäå íå ùiëüíà

â X. Àëå D(f) =
∪
ε>0

Dε(f) =
∞∪
n=1

D
1
n (f). Òî-

ìó D(f) ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X.
Îòæå, C(f) � çàëèøêîâà â X ìíîæèíà.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó çãiäíî ç òåîðåìîþ
Áàíàõà ïðî êàòåãîðiþ iñíó¹ âiäêðèòèé áåðiâ-
ñüêèé ïiäïðîñòið S ïðîñòîðóX, ÿêèé ¹ çàëè-
øêîâîþ â X ìíîæèíîþ. Çàñòîñóâàâøè äîâå-
äåíå äî çâóæåííÿ g = f |S, ìè ëåãêî îòðèìó-
¹ìî ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò.

ßêùî f íàïiâíåïåðåâíà çâåðõó, òî g = −f
íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó i C(f) = C(g), îòæå,
i òóò C(f) áóäå çàëèøêîâîþ ìíîæèíîþ â X.
4. Õàðàêòåðèçàöiÿ áåðîâîñòi.Ôóíêöiÿ

f : X → R íàçèâà¹òüñÿ êëiêîâîþ ÿêùî äëÿ
äîâiëüíîãî ε > 0 i äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ íå-
ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè G â X iñíó¹ âiäêðèòà
íåïîðîæíÿ ìíîæèíà U , òàêà, ùî U ⊆ G i
ωf (U) < ε.

Ôóíêöiþ f : X → R ìè íàçâåìî ìàéæå
íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî
V îêîëó òî÷êè f(x) iñíó¹ ìíîæèíà A â X,
òàêà, ùî x ∈ intA i f(A) ⊆ V .

Ôóíêöiÿ f : X → R íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå
êëiêîâîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 i äî-
âiëüíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè G â
X iñíóþòü òàêi íåïîðîæíi ìíîæèíè A òà U
â X, ùî A ⊆ U ⊆ A, U âiäêðèòà â X, U ⊆ G
i ωf (A) ≤ ε.
Òåîðåìà 2. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹

áåðiâñüêèì òîäi i òiëüêè òîäi êîëè êîæíà
ôóíêöiÿ f : X → R ¹ ìàéæå êëiêîâîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Âñòàíîâëåíà
â ëåìi 1.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ïðîñòið X íå ¹ áå-
ðiâñüêèì. Òîäi iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ

ìíîæèíà G â X, òàêà, ùî G =
∞⊔
n=1

En, äå

ìíîæèíè En íiäå íå ùiëüíi â X. Ðîçãëÿíåìî
ôóíêöiþ f : X → R, ÿêà äi¹ òàêèì ÷èíîì:
f(x) = n, ÿêùî x ∈ En i f(x) = 0, ÿêùî,
x ∈ X \G. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ ε = 1 i äëÿ äî-
âiëüíî¨ äåñü ùiëüíî¨ â G ìíîæèíè A êîëèâà-
ííÿ ωf (A) ≥ ε. Íåõàé A � äåÿêà äåñü ùiëüíà
ìíîæèíà ó ìíîæèíi G. Âiçüìåìî äåÿêó òî-
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÷êó x1 ∈ A. Îñêiëüêè A ⊆
∞⊔
n=1

En, òî iñíó¹

íîìåð n1, òàêèé, ùî x1 ∈ En1 . Àëå ìíîæèíà
A � äåñü ùiëüíà, à En1 � íiäå íå ùiëüíà, òîìó
A * En1 , à çíà÷èòü, iñíó¹ òî÷êà x2 ∈ A \En1

i iñíó¹ íîìåð n2 ̸= n1, òàêèé, ùî x2 ∈ En2 .
Îòæå, ωf (A) ≥ |f(x1) − f(x2)| = |n1 − n2| ≥
1 = ε, àäæå n1 i n2 � äâà ðiçíèõ íîìåðè.
Ç äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî ïîáóäîâàíà íàìè
ôóíêöiÿ íå ¹ ìàéæå êëiêîâîþ. Òàêèì ÷èíîì,
íà êîæíîìó íåáåðiâñüêîìó ïðîñòîði X iñíó¹
ôóíêöiÿ f : X → R, ÿêà íå ¹ ìàéæå êëiêî-
âîþ. Öå i äîâîäèòü äîñòàòíiñòü.
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