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ÎÑËÀÁËÅÍÀ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍIÑÒÜ ÎÁÅÐÍÅÍÎÃÎ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍß

Çíàéäåíî óìîâè, çà ÿêèõ îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ ¹ êâàçiíåïåðåðâíèì ÷è ïñåâäîêâàçiíå-
ïåðåðâíèì. Âñòàíîâëåíî, ùî âëàñòèâîñòi òèïó Äàðáó ó ïðÿìîãî âiäîáðàæåííÿ f : R → R
çáåðiãàþòüñÿ i äëÿ îáåðíåíîãî.

We �nd conditions under which the inverse mapping is quasicontinuous or psudoquasiconti-
nuous. It was established that properties of Darboux type of a mapping f : R → R are preserved
for the inverse mapping.

1. Âñòóï. Äîáðå âiäîìî, ùî äëÿ íåïå-
ðåðâíî¨ ái¹êöi¨ f : R → R, îáåðíåíà ôóí-
êöiÿ f−1 òàêîæ ¹ íåïåðåðâíîþ. Ç òåîðåìè
Áðàóåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó âèïëèâà¹, ùî
i ó íåïåðåðâíî¨ ái¹êöi¨ f : Rn → Rn ôóí-
êöiÿ f−1 àâòîìàòè÷íî íåïåðåðâíà. Òå æ ñà-
ìå òâåðäèòü êëàñè÷íà òåîðåìà Áàíàõà ïðî
îáåðíåíèé îïåðàòîð äëÿ ëiíiéíî¨ íåïåðåðâ-
íî¨ ái¹êöi¨ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ.

Çâè÷àéíî, íå âñi âëàñòèâîñòi ïðÿìîãî
âiäîáðàæåííÿ àâòîìàòè÷íî ïåðåíîñÿòüñÿ íà
îáåðíåíå. Òàê, Ç. �ðàíäå i Ò. Íàòêàí¹ö â
[1] íàâåëè ïðèêëàä êâàçiíåïåðåðâíî¨ ái¹êöi¨
f : [0, 1] → [0, 1], äëÿ ÿêî¨ îáåðíåíå âiäîáðà-
æåííÿ f−1 íå ìà¹ âëàñòèâîñòi Áåðà, à îòæå,
íå ¹ êëiêîâèì i òèì áiëüøå íå ¹ êâàçiíåïå-
ðåðâíèì. Ðàçîì ç òèì â [1] äîâåäåíî, ùî äëÿ
êâàçiíåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f−1, îáåð-
íåíîãî äî êâàçiíåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ
f , äîñòàòíüî, ùîá âiäîáðàæåííÿ f−1 áóëî
ëåäü íåïåðåðâíèì. Êðiì òîãî, â [1] áóëî âñòà-
íîâëåíî óìîâè äëÿ ái¹êöi¨ f : X → Y , çà
ÿêèõ ôóíêöi¨ f i f−1 ¹ êëiêîâèìè.

Â öié ðîáîòi áóäå ðîçãëÿíóòî äåÿêi îñëà-
áëåííÿ íåïåðåðâíîñòi íà ïðåäìåò íàÿâíî-
ñòi ó îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ âëàñòèâîñòåé
ïðÿìîãî âiäîáðàæåííÿ. Äåÿêi ðåçóëüòàòè öi-
¹¨ ñòàòòi áóëè àíîíñîâàíi â [2].
2. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ. Íåõàé X i

Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y :

• êâàçiíåïåðåðâíå ó òî÷öi x ∈ X [3,4],
ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè
y = f(x) â Y i äëÿ êîæíîãî îêîëó U òî-

÷êè x â X iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ
ìíîæèíà G â X, òàêà, ùî G ⊆ U i
f(G) ⊆ V ;

• ïñåâäîêâàçiíåïåðåâíå [5], ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæè-
íè U â X òà äîâiëüíî¨ ìíîæèíè E â X,
òàêî¨, ùî U ⊆ E iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðî-
æíÿ ìíîæèíà G â X, òàêà, ùî G ⊆ U i
f(G) ⊆ f(E);

• ëåäü íåïåðåðâíå ó òî÷öi x ∈ X [6],
ÿêùî intf−1(V ) ̸= ∅ äëÿ êîæíîãî îêîëó
V òî÷êè y = f(x) â Y ;

• ìàéæå íåïåðåðâíå ó òî÷öi x ∈ X [7],
ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó V òî÷êè
y = f(x) â Y iñíó¹ ìíîæèíà A â X, òà-
êà, ùî x ∈ intA i f(A) ⊆ V ;

• ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíå ó òî÷öi x ∈ X
[8], ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ îêîëiâ V i U
òî÷îê y = f(x) i x âiäïîâiäíî â Y òà
X iñíó¹ ìíîæèíà A â X, òàêà, ùî
intA ̸= ∅, A ⊆ U i f(A) ⊆ V ;

• ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíå ó òî÷öi x ∈ X
[9], ÿêùî intf−1(V ) ̸= ∅ äëÿ êîæíîãî
îêîëó V òî÷êè y = f(x) â Y ;

• ìà¹ ñëàáêó âëàñòèâiñòü Äàðáó [10],
ÿêùî îáðàç f(G) êîæíî¨ îáëàñòi G ç X
¹ çâ'ÿçíîþ ìíîæèíîþ.

Âiäîáðàæåííÿ f ¹ êâàçiíåïåðåðâíèì,
ëåäü íåïåðåðâíèì, ìàéæå íåïåðåðâíèì,
ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíèì ÷è ìàéæå ëåäü
íåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì â êîæíié
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òî÷öi. Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ôóí-
êöiÿ f : X → R ¹ ïåðåõiäíîþ çâåðõó /çíèçó/
ó òî÷öi x ∈ X [11], ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî
ε > 0 iñíóþòü îêië U òî÷êè x â X i òî÷êà
y ∈ (f(x), f(x) + ε) /y ∈ (f(x)− ε, f(x))/,
òàêi, ùî U ∩ f−1(y) = ∅. ßêùî ôóíêöiÿ
ïåðåõiäíà çâåðõó i çíèçó ó òî÷öi x, òî âîíà
íàçèâà¹òüñÿ ïåðåõiäíîþ ó òî÷öi x. Ôóíêöiÿ
íàçèâà¹òüñÿ ïåðåõiäíîþ /çâåðõó, çíèçó/,
ÿêùî âîíà ¹ òàêîþ â êîæíié òî÷öi x ç X.

Â [10] ïîíÿòòÿ ïåðåõiäíîñòi áóëî ïåðå-
íåñåíî íà âèïàäîê äîâiëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ìiæ
òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè X òà Y íàçèâà-
¹òüñÿ ïåðåõiäíèì ó òî÷öi x ∈ X, ÿêùî äëÿ
êîæíîãî îêîëó V òî÷êè f(x) â Y iñíóþòü
îêië U òî÷êè x âX i âiäêðèòèé îêiëW òî÷êè
f(x) â Y , òàêi, ùî W ⊆ V i U ∩ f−1(frW ) =
∅, i ïðîñòî ïåðåõiäíèì, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì
â êîæíié òî÷öi.
3. Êâàçiíåïåðåðâíiñòü îáåðíåíîãî

âiäîáðàæåííÿ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä áóäó-
¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ ìîäèôiêàöi¨ êîíñòðóêöi¨
ç [1].
Òâåðäæåííÿ 1. Iñíó¹ êâàçiíåïåðåðâíà

ái¹êöiÿ f : [0, 1] → [0, 1], äëÿ ÿêî¨ ôóíêöiÿ
f−1 íå ¹ ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α � iððàöiîíàëü-
íå ÷èñëî ç âiäðiçêà [0, 1] i Q ∩ [0, α] =
= {rn : n ∈ N} � ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷è-
ñåë âiäðiçêà [0, α]. Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ∈
N ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó ñïðàâà ôóíêöiþ
gn : [0, α] → [0, 1], äëÿ ÿêî¨ gn(x) = 0 äëÿ
x < rn i gn(x) = 1 äëÿ x ≥ rn. Ïîêëàäå-

ìî f0(x) =
∞∑
n=1

1
2n
gn(x). Îñêiëüêè ðiâíîìiðíî

çáiæíèé ðÿä ç íåïåðåðâíèõ ñïðàâà ôóíêöié
¹ íåïåðåðâíîþ ñïðàâà ôóíêöi¹þ, òî ôóíêöiÿ
f0 íåïåðåðâíà ñïðàâà íà [0, α], à îòæå, êâàçi-
íåïåðåðâíà íà [0, α). Ôóíêöiÿ f0 íåïåðåðâíà
â óñiõ iððàöiîíàëüíèõ òî÷êàõ âiäðiçêà [0, α]
i ðîçðèâíà â óñiõ ðàöiîíàëüíèõ òî÷êàõ öüî-
ãî âiäðiçêà. Òîìó f0 íåïåðåðâíà çëiâà â òî-
÷öi α, à îòæå, f0 êâàçiíåïåðåðâíà íà [0, α].
Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiþ f0 ìîæíà çàïèñàòè
ùå òàê: f0(x) =

∑
rn≤x

1
2n
. Òàêîæ çàçíà÷èìî,

ùî ôóíêöiÿ f0 ñòðîãî ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà
[0, α].

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ ìíîæèíè
B = f0([0, α]) i ÷èñåë bn = f0(rn) =

∑
rm≤rn

1
2m
,

an = f0(rn)− 1
2n

=
∑

rm<rn

1
2m

ìà¹ìî, ùî

[0, 1] \B =
∞⊔
n=1

[an, bn).

Íåõàé (αn) � ñòðîãî ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü
÷èñåë, òàêà, ùî α1 = 1 i αn → α. Ïîêëàäåìî

Vn = [an, bn)

i
Un = (αn+1, αn]

äëÿ n ∈ N. Çðîçóìiëî, ùî

[0, 1] = [0, α] ⊔ (
∞⊔
n=1

Un)

i

[0, 1] = B ⊔ (
∞⊔
n=1

Vn).

Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ïîçíà÷èìî ÷åðåç
fn ãîìåîìîðôiçì Un íà Vn.

Ìíîæèíà B íiäå íå ùiëüíà â [0, 1]. Ñïðàâ-
äi, âiçüìåìî äîâiëüíó âiäêðèòó íåïîðîæíþ
ìíîæèíó V â [0, 1]. Íåõàé B ∩ V ̸= ∅. Òîäi
iñíó¹ òî÷êà x0 ∈ [0, α], òàêà, ùî f0(x0) ∈ V .
Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ òàêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî
r = rn, ùî f0(rn) ∈ V . ßêùî x0 < α, òî ç
íåïåðåðâíîñòi ñïðàâà ôóíêöi¨ f0 â òî÷öi x0
âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî x0+δ < α i
f0(x) ∈ V , ÿê òiëüêè x0 < x < x0+δ. Îñêiëü-
êè â iíòåðâàëi (x0, x0 + δ) ¹ ðàöiîíàëüíå ÷è-
ñëî r, òî âîíî i áóäå øóêàíèì. ßêùî x0 = α,
òî ç íåïåðåðâíîñòi çëiâà ôóíêöi¨ f0 â òî÷öi
α àíàëîãi÷íî çíàõîäèòüñÿ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî
rn, ùî f0(rn) ∈ V . Òîäi

Vn ∩B = ∅.

Çàóâàæèìî, ùî bn = f0(rn) ∈ V . Òîìó âiä-
êðèòà â [0, 1] ìíîæèíà

H = (an, bn) ∩ V

íåïîðîæíÿ. Êðiì òîãî, H ∩ B = ∅ i H ⊆ V .
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà B íiäå íå ùiëüíà â
[0, 1].
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Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ f : [0, 1] → [0, 1] òàê:

f(x) =

{
f0(x), x ∈ [0, α],
fn(x), x ∈ Un.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôóíêöiÿ f ¹ ái¹êöi-
¹þ âiäðiçêà [0, 1] íà ñåáå. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ
f íåïåðåðâíà íà êîæíîìó ç ïðîìiæêiâ Un, òî
âîíà êâàçiíåïåðåðâíà íà (α, 1]. Òàêîæ ôóí-
êöiÿ f êâàçiíåïåðåðâíà íà [0, α], áî ôóíêöiÿ
f0 êâàçiíåïåðåðâíà íà [0, α]. Îñêiëüêè ìíî-
æèíà B íiäå íå ùiëüíà â [0, 1], òî i f([0, α])
íiäå íå ùiëüíà â [0, 1]. Òîìó ôóíêöiÿ f−1 íå
¹ ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíîþ.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé X i Y � òîïîëî-
ãi÷íi ïðîñòîðè, f : X → Y � êâàçiíåïåðåðâ-
íà ái¹êöiÿ i f−1 � ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f−1 � ìàéæå êâàçiíåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ.
Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó

y0 ∈ Y . Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ
g = f−1 : Y → X ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíå ó
òî÷öi y0. Âiçüìåìî äîâiëüíi îêîëè U òà V òî-
÷îê x0 = g(y0) òà y0 âiäïîâiäíî ó ïðîñòîðàõ
X òà Y . Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f êâàçiíå-
ïåðåðâíå ó òî÷öi x0, òî iñíó¹ âiäêðèòà íåïî-
ðîæíÿ ìíîæèíà G â X, òàêà, ùî G ⊆ U i
f(G) ⊆ V . Ç ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíîñòi âiä-
îáðàæåííÿ g âèïëèâà¹, ùî â Y iñíó¹ ìíîæè-
íà B, òàêà, ùî intB ̸= ∅ i g(B) ⊆ G. Ìíîæè-
íà B ìiñòèòüñÿ ó V , áî B = f(g(B)) ⊆ f(G)
i f(G) ⊆ V . Öå îçíà÷à¹, ùî âiäîáðàæåí-
íÿ g = f−1 ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíå ó òî÷öi
y0.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé X i Y � òîïîëî-
ãi÷íi ïðîñòîðè, f : X → Y � ìàéæå êâàçi-
íåïåðåðâíà ái¹êöiÿ, f i f−1 � ëåäü íåïåðåðâ-
íi âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f−1 � êâàçiíåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ.
Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó

y0 ∈ Y . Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ
g = f−1 : Y → X êâàçiíåïåðåðâíå ó òî÷öi y0.
Ðîçãëÿíåìî îêië U òî÷êè x0 = g(y0) â X i
âiäêðèòèé îêië V òî÷êè y0 â Y . Îñêiëüêè f
ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíå ó òî÷öi x0, òî â X
iñíó¹ ìíîæèíà A, òàêà, ùî U1 = intA ̸= ∅,
A ⊆ U i f(A) ⊆ V . Ç ëåäü íåïåðåðâíî-
ñòi âiäîáðàæåííÿ g âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ âiä-

êðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà V1 â Y , òàêà, ùî
g(V1) ⊆ U1.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòó ìíîæèíó
V2 = V ∩ V1. Äëÿ äîâåäåííÿ êâàçiíåïåðåð-
âíîñòi g ó òî÷öi y0 äîñèòü ïîêàçàòè, ùî
V2 ̸= ∅ i g(V2) ⊆ U . Îñêiëüêè V2 ⊆ V1 i
g(V1) ⊆ U1, òî

g(V2) ⊆ g(V1) ⊆ U1 ⊆ U.

Ç ëåäü íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âè-
ïëèâà¹, ùî iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíî-
æèíà U2 â X, òàêà, ùî f(U2) ⊆ V1, òîáòî
U2 ⊆ g(V1). Îòæå, U2 ⊆ U1. Ç îçíà÷åííÿ ìíî-
æèíè U1 âèïëèâà¹, ùî U2∩A ̸= ∅. Îñêiëüêè
f(U2) ⊆ V1 i f(A) ⊆ V , òî V2 = V ∩ V1 ̸=
∅.

4. Ïñåâäîêâàçiíåïåðåðâíiñòü ái¹êöi¨.
Â [1] áóëî âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ ái¹êöi¨ f :
X → Y ìiæ ìåòðè÷íèìè ïðîñòîðàìè X òà
Y ç óìîâè, ùî f i f−1 � ëåäü íåïåðåðâíi ôóí-
êöi¨, âèïëèâà¹, ùî f i f−1 � êëiêîâi. Íàñòó-
ïíå òâåðäæåííÿ ¹ ìîäèôiêàöi¹þ öüîãî ðå-
çóëüòàòó.
Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé X i Y � òîïî-

ëîãi÷íi ïðîñòîðè, f : X → Y � ái¹êöiÿ, f
i f−1 � ëåäü íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ. Òîäi
âiäîáðàæåííÿ f i f−1 ïñåâäîêâàçiíåïåðåðâíi.
Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðà- æå-

ííÿ f ïñåâäîêâàçiíåïåðåðâíå. Ïðèïóñòèìî,
ùî öå íå òàê. Òîäi iñíóþòü âiäêðèòà íåïîðî-
æíÿ ìíîæèíà U â X òà ùiëüíi â U ìíîæèíè
A1 i A2, òàêi, ùî

f(A2) ⊆ Y \ f(A1).

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f−1 ëåäü íåïåðåðâ-
íå, òî V = intf(U) ̸= ∅. Ìîæëèâi äâà âèïàä-
êè: àáî (Y \ f(A1)) ∩ V ̸= ∅, àáî V ⊆ f(A1).

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî V ⊆ f(A1).
Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f ëåäü íåïåðåðâíå,
òî

G = intf−1(V ) ̸= ∅.
Êðiì òîãî, G ⊆ U . Îñêiëüêè A2 ⊇ U , òî
A2 ⊇ G. Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó a ∈ A2∩G.
Òîäi ç îäíîãî áîêó

f(a) ∈ f(A2) ⊆ Y \ f(A1),

à ç iíøîãî áîêó

f(a) ⊆ f(G) ⊆ V ⊆ f(A1).
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Íåõàé òåïåð

V1 = (Y \ f(A1)) ∩ V ̸= ∅.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f ëåäü íåïåðåðâíå i
ñþð'¹êòèâíå, òî G = intf−1(V1) ̸= ∅. Êðiì
òîãî, G ⊆ U . Îñêiëüêè A1 ⊇ U , òî A1 ⊇ G.
Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó a ∈ A1 ∩ G. Òîäi ç
îäíîãî áîêó f(a) ∈ f(A1), à ç iíøîãî áîêó

f(a) ⊆ f(G) ⊆ V1 ⊆ Y \ f(A1)

i òîìó f(a) ̸∈ f(A1). Îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü.
Çíîâó îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü.

5. Ìàéæå íåïåðåðâíiñòü îáåðíåíîãî
âiäîáðàæåííÿ.
Ëåìà 1. Íåõàé X òà Y � òîïëîëîãi÷íi

ïðîñòîðè, A òà B � âñþäè ùiëüíi äèç'þí-
êòíi ïiäìíîæèíè â X i f, g : X → Y � íå-
ïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ. Òîäi âiäîáðàæåííÿ
h : X → Y , äëÿ ÿêîãî h(x) = f(x) äëÿ x ∈ A
i h(x) = g(x) äëÿ x ∈ B, ¹ ìàéæå íåïåðåðâ-
íå.
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó

x ∈ X. Íåõàé x ∈ A i V � îêië òî÷êè x â
X. Îñêiëüêè h(x) = f(x) i âiäîáðàæåííÿ f
íåïåðåðâíå ó òî÷öi x, òî iñíó¹ îêië U òî÷êè x
â X, òàêèé, ùî f(U) ⊆ V . Ç âñþäè ùiëüíîñòi
ìíîæèíèA âèïëèâà¹, ùî x ∈ intA ∩ U . Êðiì
òîãî,

h(A ∩ U) = f(A ∩ U) ⊆ V.

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ h ìàéæå íåïåðåðâíå ó
òî÷öi x. Òå ñàìå áóäå i ó âèïàäêó, êîëè x ∈ B.

Òâåðäæåííÿ 5. Iñíó¹ ái¹êòèâíà ôóí-
êöiÿ f : [0, 1] → [0, 1], ÿêå ìàéæå íåïåðåðâ-
íà, àëå f−1 íå ¹ ìàéæå íåïåðåâíîþ.
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f : [0, 1] → [0, 1], ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

f(x) =


x, x ∈ Q ∩ [0, 1

2
],

x+ 1
2
, x ∈ [0, 1

2
] \Q,

−x+ 1, x ∈ (1
2
, 1] \Q,

−x+ 3
2
, x ∈ Q ∩ (1

2
, 1].

Ïåðåâiðèìî ìàéæå íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨
f . Ç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ f ìàéæå
íåïåðåðâíà íà ïðîìiæêàõ [0, 1

2
] òà (1

2
, 1]. Çà-

ëèøèëîñü ïåðåâiðèòè ìàéæå íåïåðåðâíiñòü

ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x = 1
2
. Çàóâàæèìî, ùî

f(1
2
) = 1

2
. Äëÿ 0 < ε < 1

2
ðîçãëÿíåìî äî-

âiëüíèé îêië V = (1
2
− ε, 1

2
+ ε) òî÷êè 1

2
â

[0, 1] i ìíîæèíó

A = V ∩ ((Q ∩ [0, 1
2
]) ∪ ((1

2
, 1] \Q)) =

= ((Q ∩ (1
2
− ε, 1

2
]) ∪ ((1

2
, 1
2
+ ε] \Q)).

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî V = intA i

f(A) = (1
2
− ε, 1

2
] ⊆ V .

Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ f ìàéæå íåïåðåðâíà
i ó òî÷öi x = 1

2
.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ
g = f−1 : [0, 1] → [0, 1] íå ¹ ìàéæå íåïå-
ðåðâíîþ ó òî÷öi y = 1

2
. Ñïðàâäi, g(y) = 1

2
i

äëÿ îêîëó U = (1
4
, 3
4
) òî÷êè g(y) ìà¹ìî, ùî

g−1(U) = f(U) = (1
4
, 1
2
]

i ìíîæèíà

intg−1(U) = (1
4
, 1
2
)

íå ¹ îêîëîì òî÷êè y = 1
2
â [0, 1].

6. Ïåðåõiäíiñòü ái¹êöi¨.
Òâåðäæåííÿ 6. Íåõàé X � òîïîëîãi-

÷íèé ïðîñòið, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó T1
i f : X → R � ái¹êöiÿ. Òîäi f � ïåðåõiäíà
ôóíêöiÿ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó
x0 ∈ X i ε > 0. Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó
y ∈ (f(x), f(x) + ε). Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ¹
ñþð'¹êòèâíîþ, òî iñíó¹ òî÷êà x ∈ X, òàêà,
ùî f(x) = y. Ç àêñiîìè T1 ïðîñòîðó X âè-
ïëèâà¹, ùî iñíó¹ îêië U òî÷êè x0 â X, òà-
êèé, ùî x ̸∈ U . Òîäi U ∩ f−1(y) = ∅, áî
ôóíêöiÿ f ¹ ií'¹êòèâíîþ. Öå îçíà÷à¹ ïåðå-
õiäíiñòü çâåðõó ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0. Àíà-
ëîãi÷íî âñòàíîâëþ¹òüñÿ ïåðåõiäíiñòü çíèçó.
Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ f ïåðåõiäíà ó òî÷öi
x0, à îñêiëüêè òî÷êà x0 áóëà äîâiëüíîþ ç X,
òî ôóíêöiÿ f ïåðåõiäíà.

Óìîâà òîãî, ùî ôóíêöiÿ f â òâåðäæåííi 6
íàáóâà¹ çíà÷åííÿ â R, ¹ iñòîòíîþ. Öå ïîêàçó¹
íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òâåðäæåííÿ 7. Iñíó¹ ái¹êöiÿ

f : R2 → R2, ÿêà íå ¹ ïåðåõiäíîþ.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ái¹êöiþ
α : (0, 1) ∪ (1,+∞) → R. Äëÿ êîæíîãî ÷è-
ñëà r ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) ÷åðåç gr ïîçíà÷èìî
ái¹êöiþ êîëà

Kr = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = r2}

íà ÷àñòèíó

Lr = {(x, y) ∈ R2 :, x ̸= 0}

ïðÿìî¨ y = α(r)x, à ÷åðåç g1 ïîçíà÷èìî ái¹-
êöiþ êîëà

K1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}

íà ÷àñòèíó

L1 = {(x, y) ∈ R2 : x = 0, y ̸= 0}

ïðÿìî¨ x = 0.
Òåïåð âèçíà÷èìî ôóíêöiþ f : R2 → R2

òàê:

f(x, y) =

{
(0, 0), (x, y) = (0, 0),
gr(x, y), (x, y) ∈ Kr.

Î÷åâèäíî, ùî òàê çàäàíå âiäîáðàæåííÿ f ¹
ái¹êöi¹þ ïëîùèíè R2 íà R2. Ïîêàæåìî, ùî
âîíî íå ¹ ïåðåõiäíèì ó òî÷öi (0, 0).

Íåõàé V � îáìåæåíèé îêië òî÷êè (0, 0) â
R2. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäêðèòèé îêiëW
òî÷êè (0, 0), òàêèé, ùî W ⊆ V i äîâiëüíèé
îêië U òî÷êè (0, 0) â R2. Òîäi iñíó¹ òàêå ÷è-
ñëî r ∈ (0,+∞), ùî Kr ⊆ U . Îñêiëüêè W �
âiäêðèòèé îáìåæåíèé îêië òî÷êè (0, 0) â R2,
òî. Òîìó

U ∩ f−1(frW ) ⊇ Kr ∩ f−1(frW ) ̸= ∅,

àäæå f(Kr) = Lr i Lr ∩ frW ̸= ∅. Îòæå,
âiäîáðàæåííÿ f íå ïåðåõiäíå ó òî÷öi (0, 0).

7. Âëàñòèâîñòi òèïó Äàðáó.
Íàì áóäóòü ïîòðiáíi íàñòóïíi òåîðåìè,

ÿêi âñòàíîâëåíi â [10, òåîðåìà 16] i [12, òå-
îðåìà 2] âiäïîâiäíî.
Òåîðåìà 1. Íåõàé X � ëîêàëüíî çâ'ÿ-

çíèé ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,
âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ìà¹ ñëàáêó âëà-
ñòèâiñòü Äàðáó i ¹ ïåðåõiäíèì. Òîäi f � íå-
ïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 2. Ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y , ùî äi¹ â äîâiëüíèõ ÒÂÏ, áóäå
íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî
ïåðåõiäíå.
Òâåðäæåííÿ 8. Íåõàé X � ëîêàëüíî

çâ'ÿçíèé ïðîñòið, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó
T1 i f : X → R � ái¹êöiÿ, ÿêà ìà¹ ñëàáêó
âëàñòèâiñòü Äàðáó. Òîäi f � íåïåðåðâíå âiä-
îáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿ 6 âèïëèâà¹, ùî
ôóíêöiÿ f ïåðåõiäíà, à òîìó çãiäíî ç òåîðå-
ìîþ 1 âîíà íåïåðåðâíà.

Çàóâàæèìî (äèâ. îãëÿä [13]), ùî äëÿ ôóí-
êöié f : R → R ç S-íåïåðåðâíîñòi, çâ'ÿçíî-
ñòi, âëàñòèâîñòi çâ'ÿçíîãî ãðàôiêà ÷è âëà-
ñòèâîñòi Äàðáó âèïëèâà¹ ñëàáêà âëàñòèâiñòü
Äàðáó. Ôóíêöi¨, ÿêi ¹ S-íåïåðåðâíèìè, çâ'ÿ-
çíèìè, ìàþòü âëàñòèâiñòü çâ'ÿçíîãî ãðàôi-
êà, ìàþòü âëàñòèâiñòü Äàðáó ÷è ìàþòü ñëàá-
êó âëàñòèâiñòü Äàðáó áóäåìî òóò êîðîòêî
íàçèâàòè ôóíêöiÿìè òèïó Äàðáó.
Òâåðäæåííÿ 9. Íåõàé f : R → R � ái¹-

êöiÿ, ÿêà ¹ ôóíêöi¹þ òèïó Äàðáó. Òîäi f−1

òåæ ¹ ôóíêöi¹þ òèïó Äàðáó.
Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿ 8 âèïëèâà¹, ùî

ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà, à òîìó îáåðíåíà ôóí-
êöiÿ f−1 òåæ íåïåðåðâíà, à îòæå, ¹ ôóíêöi¹þ
òèïó Äàðáó.

Òâåðäæåííÿ 10. Íåõàé X � òîïîëîãi-
÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
àêñiîìó T1 i f : X → R � ëiíiéíà ái¹êöiÿ.
Òîäi f � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿ 6 âèïëèâà¹, ùî
ôóíêöiÿ f ïåðåõiäíà, à òîìó çãiäíî ç òåîðå-
ìîþ 2 âîíà íåïåðåðâíà.

Çàóâàæèìî, ùî òâåðäæåííÿ 10 âèïëèâà¹ i
ç òåîðåìè Òèõîíîâà ïðî ¹äèíiñòü ëiíiéíî¨ ãà-
óñäîðôîâî¨ òîïîëîãi¨ íà ñêií÷åííîâèìiðíî-
ìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði [14, ñ. 16].

Íà çàâåðøåííÿ ïîêàæåìî, ùî âiäîìèé ðå-
çóëüòàò ïðî íåïåðåðâíiñòü ìîíîòîííî¨ ái¹-
êöi¨ ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì òâåðäæåííÿ 8.
Òâåðäæåííÿ 11. Íåõàé f : X → R � ìî-

íîòîííà ái¹êöiÿ, äå X i f(X) � ïðîìiæêè
÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R. Òîäi f ìà¹ âëàñòèâiñòü
Äàðáó.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ïðîìi-
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æîê ⟨a, b⟩ ⊆ X. Òðåáà äîâåñòè, ùî ìíîæèíà
f(⟨a, b⟩) çâ'ÿçíà, òîáòî ¹ ïðîìiæêîì. Ðîçãëÿ-
íåìî äîâiëüíi òî÷êè y1, y2 ∈ f(⟨a, b⟩). Íåõàé
y1 < y2 i iñíóþòü òî÷êè x1, x2 ∈ ⟨a, b⟩, òàêi,
ùî f(x1) = y1 i f(x2) = y2. Ïîêàæåìî, ùî
[y1, y2] ⊆ f(⟨a, b⟩). Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó
y ∈ (y1, y2). Îñêiëüêè ìíîæèíà f(X) ¹ ïðî-
ìiæêîì i y1, y2 ∈ f(X), òî [y1, y2] ⊆ f(X),
à òîìó y ∈ f(X). Íåõàé x � öå òàêà òî÷êà
ç X, ùî f(x) = y. Îñêiëüêè y1 < y < y2
i ôóíêöiÿ f ìîíîòîííà, òî òî÷êà x ëåæèòü
ìiæ òî÷êàìè x1 òà x2. Òîìó x ∈ ⟨a, b⟩ i
y = f(x) ∈ f(⟨a, b⟩). Îòæå, ìíîæèíà f(⟨a, b⟩)
çâ'ÿçíà i öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ f ìà¹ âëà-
ñòèâiñòü Äàðáó.

Òâåðäæåííÿ 12. Íåõàé f : X → R �
ìîíîòîííà ái¹êöiÿ, äå X i f(X) � ïðîìiæêè
÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R. Òîäi f íåïåðåðâíà.

Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿ 11 âèïëèâà¹,
ùî ôóíêöiÿ f ìà¹ âëàñòèâiñòü Äàðáó (îòæå,
i ñëàáêó âëàñòèâiñòü Äàðáó), à òîìó çãiäíî ç
òâåðäæåííÿì 8 âîíà íåïåðåðâíà.

Àâòîð âäÿ÷íèé Ìàñëþ÷åíêó Âîëîäèìèðó
Êèðèëîâè÷ó çà êîðèñíi çàóâàæåííÿ òà ïîðà-
äè, ÿêi ñóòò¹âî ïîëiïøèëè îðèãiíàëüíó âåð-
ñiþ öi¹¨ ñòàòòi.
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