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ÐÅÃÓËßÐÍÎ ÌÎÍÎÒÎÍÍI ÌÀÆÎÐÀÍÒÈ Â ÒÅÎÐÅÌI
ÃÀÐÄI-ËIÒÒËÂÓÄÀ

Â ðîáîòi îäåðæàíî óìîâè íà ìàæîðàíòó, çà ÿêèõ êëàñè÷íà òåîðåìà Ãàðäi-Ëiòòëâóäà äëÿ
àíàëiòè÷íèõ â êðóçi ôóíêöié ñïðàâåäëèâà äëÿ ïîõiäíèõ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ïîðÿäêó.
Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè óçàãàëüíþþòü äåÿêi ðåçóëüòàòè Ñ.À.Íîëüäåðà i Ä.Ì.Îáåðëiíà

In this paper conditions on the majorant are obtained such that the classical Hardy�Littlewood
theorem for analytic functions on the disk is valid for derivatives of an arbitrary �xed order. The
obtained results generalize some results of S.A.Nolder and D.M.Oberlin.

Íåõàé D � îäèíè÷íèé êðóã êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè C.

Îçíà÷åííÿ 1 ([1]). Çðîñòàþ÷ó äèôåðåíöi-
éîâíó ôóíêöiþ λ :[0,∞)→[0,∞), λ(0)=0, áó-
äåìî íàçèâàòè ìàæîðàíòîþ, ÿêùî λ′(t) ñïà-
äà¹.

Îçíà÷åííÿ 2 ([1]). Íåõàé λ(t) � ìàæîðàí-
òà. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ôóíêöiÿ f : D → C
íàëåæèòü êëàñîâi Lipλ(D), ÿêùî iñíó¹ ñêií-
÷åííà êîíñòàíòà M òàêà, ùî

|f (z1)− f (z2) | ≤Mλ (|z1 − z2|)

äëÿ âñiõ z1, z2 ∈ D.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∥f∥λ iíôiìóì âñiõ òàêèõ

M . Âiäìiòèìî, ùî, êîëè λ(t) = tα, 0 < α ≤1,
òî êëàñ Lipλ(D) ¹ âiäîìèì êëàñîì Ëiïøèöÿ.
Iíøi îçíà÷åííÿ ìàæîðàíò íàâåäåíî â [2-4].

Â ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ êëàñè÷íà òåî-
ðåìà Ãàðäi�Ëiòòëâóäà ñòâåðäæó¹, ùî êîëè
f àíàëiòè÷íà â D, λ(t) = tα, 0 < α ≤ 1, i
f ∈ Lipλ(D), òî iñíó¹ òàêà êîíñòàíòà A , ùî

|f ′ (z) | ≤ Aλ′ (1− |z |) (1)

äëÿ âñiõ z ∈ D; êîíñòàíòà A çàëåæèòü òiëüêè
âiä α i ∥f∥λ [5, c. 397].

Â ðîáîòi [1] çíàéäåìî òàêó õàðàêòåðèñòè-
êó ìàæîðàíò, äëÿ ÿêî¨ ìà¹ ìiñöå òåîðåìà
Ãàðäi�Ëiòòëâóäà.
Òåîðåìà (C. Nolder, D.Oberlin). Íåõàé
λ(t) � ìàæîðàíòà. Òîäi íàñòóïíi òâåð-
äæåííÿ åêâiâàëåíòíi :
1) ÿêùî f àíàëiòè÷íà â D i f ∈ Lipλ(D), òî
iñíó¹ êîíñòàíòà A, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè

âiä λ i ∥f∥λ, òàêà, ùî íåðiâíiñòü (1) ñïðà-
âåäëèâà äëÿ âñiõ z ∈ D;

2)

lim sup
t→0+

λ (t)

t|λ′ (t)|
<∞.

Ïîñòà¹ çàäà÷à : çà ÿêèõ óìîâ íà ìàæî-
ðàíòó âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò [1] áóäå ñïðàâå-
äëèâèé äëÿ ïîõiäíèõ âèùèõ ïîðÿäêiâ ôóí-
êöi¨ f? Ìè îäåðæó¹ìî âiäïîâiäü íà öå ïèòà-
ííÿ ââåäåííÿì ïîíÿòòÿ ðåãóëÿðíî ìîíîòîí-
íî¨ ìàæîðàíòè, ÿêå ¹ óçàãàëüíåííÿì ïîíÿò-
òÿ ìàæîðàíòè.

Îçíà÷åííÿ 3 ([6]). Äiéñíà ôóíêöiÿ íàçè-
âà¹òüñÿ ðåãóëÿðíî ìîíîòîííîþ íà äåÿêîìó
ïðîìiæêó, ÿêùî íà öüîìó ïðîìiæêó âîíà òà
âñi ¨¨ ïîõiäíi çíàêîñòàëi.

Îçíà÷åííÿ 4. Ìàæîðàíòó λ(t) áóäåìî íà-
çèâàòè ðåãóëÿðíî ìîíîòîííîþ â iíòåðâàëi
(0,∞), ÿêùî

∣∣λ(k) (t) ∣∣ ñïàäà¹ ïðè t>0 i k=1,
2, . . . .
Òåîðåìà 1. ßêùî ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè-

÷íà â D, à λ(t) � ðåãóëÿðíî ìîíîòîííà ìà-
æîðàíòà â iíòåðâàëi (0,∞) i f ∈ Lipλ(D),
òî äëÿ òîãî, ùîá äëÿ âñiõ z ∈ D âèêîíóâà-
ëàñü íåðiâíiñòü∣∣f (k) (z)

∣∣ ≤ A
∣∣λ(k) (1− |z|)

∣∣, (2)

äå A > 0 � êîíñòàíòà, çàëåæíà òiëüêè âiä
λ i ∥f∥λ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

lim sup
t→0+

λ (t)

tk|λ (k) (t)|
<∞, k = 1, 2, ... (3)
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó äîñòà-
òíiñòü. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
(3), òî iñíóþòü äîäàòíi êîíñòàíòè t0 i C0, òà-
êi, ùî

λ (t) t−k ≤ C0

∣∣λ (k) (t)
∣∣ (4)

äëÿ t ∈ (0, t0]. Íåðiâíiñòü (4) ñïðàâå-
äëèâà é äëÿ âñiõ t ∈ (0; 1], ÿêùî êîí-
ñòàíòó C0 çàìiíèòè íà êîíñòàíòó C1 =

max{C0, λ (t0) t
−k
0

∣∣λ(k) (1) ∣∣−1}. Çàôiêñó¹ìî
z ∈ D i âèáåðåìî 0 < R < 1 − |z|. Îñêiëüêè
f ∈ Lipλ(D), òî, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëü-
íó ôîðìóëó Êîøi é óìîâó (4), ìà¹ìî

∣∣f (k) (z)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
k!

2π i

∫
|z−ζ|=R

f (ζ)

(ζ − z)k+1
dζ

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣ k!2π i

2π∫
0

f
(
z +Reiθ

)
− f (z)

Rk+1e(k+1) iθ
Reiθidθ

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ k!

2π

2π∫
0

∣∣f (z +Reiθ
)
− f (z)

∣∣
Rk

dθ ≤

≤ k! ∥f∥λλ (R) R
−k ≤ C1 k! ∥f∥λ

∣∣λ (k) (R)
∣∣.

Ïiñëÿ ïåðåõîäó â îñòàííié íåðiâíîñòi äî
ãðàíèöi ïðè R → 1− |z| îäåðæó¹ìî (2).

Äîâåäåìî òåïåð íåîáõiäíiñòü, ìiðêóþ÷è
ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Äëÿ öüîãî ïðè-
ïóñòèìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (3) íå âiðíå i
ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ òàêà àíàëiòè÷íà ôóí-
êöiÿ f ∈ Lipλ(D), äëÿ ÿêî¨ íå âèêîíó¹òüñÿ
(2). Ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ âèêëàäó äîâåäåííÿ
ïðîâåäåìî äëÿ âèïàäêó k = 2.

Îñêiëüêè, çà ïðèïóùåííÿì,

lim sup
t→0+

λ (t)

t2|λ′′ (t)|
= +∞,

òî iñíó¹ òàêà ìîíîòîííî ñïàäíà ïîñëiäîâ-
íiñòü çíà÷åíü {tj}∞j=1 àðãóìåíòó t ∈ (0, 1],
äëÿ ÿêî¨

λ (tj)

t2j |λ′′ (tj)|
≥ 23j, j = 1, 2, .... (5)

Âèçíà÷èìî àíàëiòè÷íó â D ôóíêöiþ f(z),
ïîêëàâøè

f (z) =
∞∑
j=1

ajz
nj , (6)

äå aj = 2−jλ (tj), nj � öiëà ÷àñòèíà äîäà-
òíîãî ÷èñëà t−1

j .
Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî êðóã çáiæíîñòi öüî-

ãî ðÿäó îäèíè÷íèé.
Ïîêàæåìî, ùî òàêèì ÷èíîì ïîáóäîâà-

íà ôóíêöiÿ f íàëåæèòü äî êëàñó Lipλ(D).
Îñêiëüêè ñïðàâåäëèâà îöiíêà∣∣zl1 − zl2

∣∣ =
= |z1 − z2| ·

∣∣zl−1
1 + zl−2

1 z2 + ...+ zl−1
2

∣∣ ≤
≤ l |z1 − z2|,

òî ∣∣zl1 − zl2
∣∣ ≤ min {2, l |z1 − z2|} (7)

äëÿ l = 1, 2, ... i äîâiëüíèõ z1, z2 ∈ D. Ïî-
êëàäàþ÷è t = |z1 − z2| i âèêîðèñòîâóþ÷è (7),
îäåðæó¹ìî îöiíêó

sup
z1,z2∈D

∣∣zl1 − zl2
∣∣

λ (|z1 − z2|)
≤

≤ max

{
sup

0<t< 2
l

l t

λ (t)
, sup

2
l
<t≤2

2

λ (t)

}
≤

≤ 2

λ (l−1)
. (8)

Ñïðàâäi, îñêiëüêè ðàçîì ç ôóíêöi¹þ λ(t) ìî-
íîòîííî çðîñòàþ÷îþ áóäå ôóíêöiÿ φ (t) =
t

λ (t)
, òî

sup
0<t< 2

l

l t

λ (t)
≤ 2

λ
(
2
l

) ≤ 2

λ
(
1
l

) ;

sup
2
l
<t≤2

2

λ (t)
≤ 2

λ
(
2
l

) ≤ 2

λ
(
1
l

) .
Âðàõîâóþ÷è (6), (8) i ïðèéíÿòi ïîçíà÷åí-

íÿ, ìà¹ìî

sup
z1, z2∈D

|f (z1)− f (z2)|
λ (|z1 − z2|)

≤

≤
∞∑
j=1

aj sup
z1,z2∈D

∣∣znj

1 − z
nj

2

∣∣
λ (|z1 − z2|)

≤
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≤
∞∑
j=1

λ (tj)

2j
· 2

λ
(
n−1
j

) =

=
∞∑
j=1

21−j
λ (tj)

λ
(
n−1
j

) ≤ 2,

îñêiëüêè tj ≤ n−1
j , j = 1, 2, . . . Òàêèì ÷èíîì,

äëÿ äîâiëüíèõ z1, z2 ∈ D ñïðàâäæó¹òüñÿ íå-
ðiâíiñòü |f (z1)− f (z2)| ≤ 2λ (|z1 − z2|).

Öèì äîâåäåíî, ùî f ∈ Lipλ(D).
Ïîêàæåìî òåïåð, ùî äëÿ ôóíêöi¨ (6) ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (2) ¹ õèáíèì. Ñïðàâäi, îñêiëüêè

f ′′ (z) =
∞∑
j=1

ajnj (nj − 1) znj−2,

à ñóïðåìóì íà ïiäìíîæèíi íå ïåðåâèùó¹ ñó-
ïðåìóìà íà ìíîæèíi, òî ìà¹ìî

sup
z∈D

|f ′′ (z)|
|λ′′ (1− |z|)|

≥

≥ sup
0<r<1

∞∑
j=1

ajnj (nj − 1) rnj−2

|λ′′ (1− r)|
≥

≥ sup
j

sup
0<r<1

ajnj (nj − 1) rnj−2

|λ′′ (1− r)|
.

I îñêiëüêè ñóïðåìóì íà ìíîæèíi íå ìåíøèé
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ (âiä çìiííî¨ r, 0 < r < 1) â
êîæíié òî÷öi öi¹¨ ìíîæèíè, òî, ïîêëàäàþ÷è
1− r = tj, r = 1− tj ≥ 1− n−1

j , îäåðæó¹ìî

sup
z∈D

|f ′′ (z)|
|λ′′ (1− |z|)|

≥

≥ sup
j

ajnj (nj − 1)
(
1− n−1

j

)nj−2∣∣λ′′ (n−1
j

) ∣∣ =

= sup
j

λ (tj) n
3
j

(
1− n−1

j

)nj

2j
∣∣λ′′ (n−1

j

) ∣∣ (nj − 1)
≥

≥ 1

e
sup
j

λ (tj) n
2
j

2j
∣∣λ′′ (n−1

j

)∣∣ .
Âðàõîâóþ÷è, ùî ÿêùî nj ≤ t−1

j , òî 2nj >

t−1
j , à òàêîæ óìîâó, ùî ïîõiäíi

∣∣λ(k) (t)∣∣ ìî-
íîòîííî ñïàäàþòü, ìà¹ìî

sup
z∈D

|f ′′ (z)|
|λ′′ (1− |z|)|

≥ 1

e
sup
j

λ (tj)

2j+2t2j |λ′′ (tj)|
.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi òà ñïiââiäíîøåííÿ
(5) îäåðæó¹ìî

sup
z∈D

|f ′′ (z)|
|λ′′ (1− |z|)|

= ∞ ,

ùî é äîâîäèòü õèáíiñòü (2).
Ó âèïàäêó äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî k òå-

îðåìà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íèì ÷èíîì. Çà-
çíà÷èìî ëèøå, ùî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íà
îñíîâi ïðèïóùåííÿ ïðî õèáíiñòü óìîâè (3)
ðîáèìî âèñíîâîê, ùî iñíó¹ òàêà ìîíîòîííî
ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü çíà÷åíü {tj}∞j=1 àðãó-
ìåíòó t∈(0, 1], äëÿ ÿêî¨

λ (tj)

tkj |λ(k) (tj)|
≥ 2(k+1)j, j = 1, 2, ...

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Âiäìiòèìî, ùî ïðè k = 1 òåîðåìà 1 äîâå-

äåíà â [1].
Çàóâàæåííÿ. Ïðèêëàäîì ðåãóëÿðíî

ìîíîòîííî¨ ìàæîðàíòè, ÿêà íå çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (3) ¹ ôóíêöiÿ λ(t) = ln(t+ 1).
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