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Äîñëiäæóþòüñÿ óçàãàëüíåíi ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè i íåëiíiéíèìè êðàéîâèìè
óìîâàìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è êëàñèôiêàöiþ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ i âiäíîøåííÿ ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó, ùî
iñíó¹ íà ìíîæèíi ¨õ òèïiâ, äîñëiäæåíî çàäà÷ó ïðî ñïiâiñíóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ ïåðiîäè÷íèõ
ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i.

The paper deals with a generalized periodic solutions of boundary value problem for a system
of �rst-order linear partial di�erential equations with nonlinear boundary conditions. Using a
classi�cation of such solutions as well as partial order on a set of their types, the problem of
coexistence of generalized periodic solutions to the boundary problem is studied.

1. Âñòóï. Ç ðîçâèòêîì iíôîðìàöiéíèõ
òåõíîëîãié àêòóàëüíîþ ¹ ïðîáëåìà ïîáóäî-
âè øèðîêîñìóãîâèõ ãåíåðàòîðiâ öèôðîâèõ
(êóñêîâî-ñòàëèõ) ïåðiîäè÷íèõ ñèãíàëiâ. Ó
äàíié ðîáîòi ïðîïîíó¹òüñÿ îäèí ç âàðiàí-
òiâ ôåíîìåíîëîãi÷íî¨ ìîäåëi ãåíåðàòîðà òà-
êèõ ñèãíàëiâ. Äëÿ ïîáóäîâè òàêîãî ãåíåðà-
òîðà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ, çîêðåìà, ñèñòåìà òå-
ëåãðàôíèõ ðiâíÿíü, à îñíîâíèìè âèìîãàìè,
ÿêi ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè ïîáóäîâàíà ìî-
äåëü, ¹ ñòàëiñòü ïî÷àòêîâèõ óìîâ òà ìîæëè-
âiñòü çâåäåííÿ äîñëiäæåííÿ îòðèìàíî¨ êðà-
éîâî¨ çàäà÷i äî äîñëiäæåííÿ îäíîâèìiðíî¨
äèíàìiêè, áî îñòàíí¹ äà¹ çìîãó ñóòò¹âî äå-
òàëiçóâàòè âèâ÷åííÿ óçàãàëüíåíèõ ïåðiîäè-
÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ó äàíié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ
ïðî iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ êóñêîâî-ñòàëèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè 2n ëiíiéíèõ äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè âèãëÿäó

∂ui(x, t)

∂t
+
∂ui(x, t)

∂x
= 0, (1)

∂vi(x, t)

∂t
− ∂vi(x, t)

∂x
= 0, (2)

äå x ∈ (0; 1), t ∈ R+
0 ; ui : [0; 1] × R+

0 → R,
vi : [0; 1] × R+

0 → R, 1 ≤ i ≤ n, ç êðàéîâèìè
óìîâàìè:

ui(0, t) = vi(0, t), (3)

vi(1, t) = fi(ui(1, t)). (4)

Òóò t ∈ R+
0 , ôóíêöi¨ fi : R → R, 1 ≤ i ≤ n, �

íåïåðåðâíi.
Ó âèïàäêó n = 1 ïîäiáíà êðàéîâà çàäà÷à

âèâ÷àëàñÿ â ñòàòòi Âiòòà À.À. [1], äå ïîáó-
äîâàíî ìîäåëü ðåàëüíî¨ ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè i
äîñëiäæåíî ¨¨ ðîçâ'ÿçêè çà äîïîìîãîþ ìåòî-
äiâ òåîði¨ ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü [2].

Êðàéîâà çàäà÷à (1)-(4) ¹ óçàãàëüíåííÿì
ïîäiáíî¨ çàäà÷i äëÿ ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ÷àñòèííè-
ìè ïîõiäíèìè i íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìî-
âîþ, ñïiâiñíóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ ïåðiîäè-
÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ÿêî¨ âèâ÷àëîñÿ â ñòàòòÿõ [3,
4]. Çàóâàæèìî, ùî ñïiâiñíóâàííÿ óçàãàëüíå-
íèõ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóâàíèõ
êðàéîâèõ çàäà÷ ðîçóìi¹òüñÿ íå çà ïåðiîäîì,
ÿê ñïiâiñíóâàííÿ öèêëiâ îäíîâèìiðíîãî íå-
ïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà â ñåáå çãi-
äíî òåîðåìè Øàðêîâñüêîãî Î.Ì. [5], à çà
ñïåöiàëüíèì ÷èíîì ïîáóäîâàíîþ ìîäåëëþ
òèïó öèêëó.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè [6], ó äàíié
ñòàòòi äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ñïiâiñíóâàííÿ
óçàãàëüíåíèõ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ êðàéî-
âî¨ çàäà÷i (1)-(4).

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî îñêiëüêè ñèìåòðè-
÷íà ãiïåðáîëi÷íà ñèñòåìà ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè ¹ óçàãàëüíåííÿì ñèñòåìè
ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, òî
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îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ëåãêî çàñòîñóâàòè i äëÿ
äîñëiäæåííÿ âiäïîâiäíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ
ñèñòåìè ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïî-
ðÿäêó.

2. Îñíîâíà ÷àñòèíà. Ðîçãëÿíåìî äëÿ
çàäà÷i (1)-(4) ïî÷àòêîâi óìîâè:

ui(x, 0) = φi(x), (5)

vi(x, 0) = ψi(x), (6)

äå φi : [0; 1] → R, ψi : [0; 1] → R, x ∈ [0; 1],
1 ≤ i ≤ n, � äåÿêi ôóíêöi¨.

Àíàëîãi÷íî [3, 4], ùîäî ôóíêöié φi(x),
ψi(x), 1 ≤ i ≤ n, ïðèïóñêà¹ìî, ùî öi ôóíê-
öi¨ ¹ ñòàëèìè, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ [0; 1]
âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi φi(x) = φi, ψi(x) = ψi,
äå φi, ψi, 1 ≤ i ≤ n, � ôiêñîâàíi äiéñíi ÷è-
ñëà, ïðè÷îìó öi ÷èñëà ¹ ïåðiîäè÷íèìè òî-
÷êàìè âiäïîâiäíîãî (çà íîìåðîì) âiäîáðàæå-
ííÿ fi : R → R. Òîäi â ÿêîñòi ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i (1)-(6) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ïåðiîäè÷íi
êóñêîâî-ñòàëi âåêòîð-ôóíêöi¨ ç 2n åëåìåíòiâ,
êîæåí ç ÿêèõ ¹ êóñêîâî-ñòàëèì, òà ÿêi çà-
äîâîëüíÿþòü êðàéîâi i ïî÷àòêîâi óìîâè (3)-
(6). Òàêi ôóíêöi¨ íàçèâàþòüñÿ óçàãàëüíåíè-
ìè êóñêîâî-ñòàëèìè ïåðiîäè÷íèìè ðîçâ'ÿç-
êàìè çàäà÷i (1)-(6).

Ñôîðìóëþ¹ìî îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãî
ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-(6). Äîöiëüíî
çàóâàæèòè, ùî ïðÿìi x−t = const ¹ õàðàêòå-
ðèñòèêàìè êîæíîãî ç n ðiâíÿíü (1), à ïðÿìi
x+ t = const ¹ õàðàêòåðèñòèêàìè êîæíîãî ç
n ðiâíÿíü (2).

Ç êðàéîâèõ óìîâ (3), (4) âèïëèâà¹, ùî ïî-
âåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-(6) âè-
çíà÷àþòü ïðÿìi t = x + j, t = −x + j, äå
j ∈ N ∪ {0}, ÿêi ïàðàëåëüíi õàðàêòåðèñòè-
êàì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1), (2). Îñêiëüêè êðà-
éîâà çàäà÷à (1)-(6) âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi
{(x, t) ∈ R × R |0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0}, òî çà-
ìiñòü ïðÿìèõ t = x+ j, t = −x+ j äîöiëüíî
ðîçãëÿäàòè ìíîæèíè âèãëÿäó

Pj = {(x, t) ∈ R× R |0 < x < 1, t = x+ j},

Pj = {(x, t) ∈ R× R |0 < x < 1, t = −x+ j},
äå j ∈ N ∪ {0}.
Îçíà÷åííÿ 1. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿç-

êîì êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-(6) íàçèâà¹òüñÿ

âåêòîð-ôóíêöiÿ äîâæèíè 2n âèãëÿäó
(u1, v1, . . . , ui, vi, . . . , un, vn), äå ôóíêöi¨
ui : [0; 1] × R+

0 → R, vi : [0; 1] × R+
0 → R,

1 ≤ i ≤ n, çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi (1)-(6)

äëÿ âñiõ (x, t) ∈ [0; 1]×R+
0 \

∪
j∈N∪{0}

(
Pj ∪ Pj

)
.

Ñôîðìóëþ¹ìî íèçêó íåîáõiäíèõ îçíà-
÷åíü.

Îçíà÷åííÿ 2. Ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ
êóñêîâî-ñòàëîþ, ÿêùî ìíîæèíà ¨¨ çíà÷åíü ¹
ñêií÷åííîþ.

Îçíà÷åííÿ 3. Ôóíêöiÿ χ : R × R → Ω,
äå Ω ⊆ R, íàçèâà¹òüñÿ n-ïåðiîäè÷íîþ, äå
n ∈ N, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äîâiëüíèõ çíà-
÷åíü x, t ∈ R ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü χ(x, t+n) =
χ(x, t), i ïðè öüîìó n ¹ íàéìåíøèì ñåðåä ÷è-
ñåë, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ îñòàííÿ ðiâíiñòü.

Íåõàé I = [0; 1], g ∈ C(I, I) � äåÿêà
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. ßê âiäîìî, êîæíà íå-
ïåðåðâíà ôóíêöiÿ äiéñíîãî àðãóìåíòó ïî-
ðîäæó¹ äèñêðåòíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó, òîìó
òðiéêà (I,N ∪ {0}, gn(x)), äå n ∈ N ∪ {0}, ¹
äèñêðåòíîþ äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ, ùî ïîðî-
äæåíà âiäîáðàæåííÿì g.

Ðîçãëÿíåìî B = {β1, ..., βi, βi+1, ...,
βn} � äîâiëüíèé öèêë ïåðiîäó n âiäîáðàæå-
ííÿ g, äå β1 < ... < βi < βi+1 < ... <
βn, ïðè÷îìó âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi
g(βi) = βji , äå 1 ≤ ji ≤ n, 1 ≤ i ≤ n,
òî òîäi âiäïîâiäíó öèêëó B öèêëi÷íó ïå-
ðåñòàíîâêó ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷è-

íîì π =

(
1 2 ... n
j1 j2 ... jn

)
. Öèêëi-

÷íå çîáðàæåííÿ ïåðåñòàíîâêè π ìà¹ âèãëÿä
(1, π(1), ..., πi−1(1), ..., πn−1(1)).

Îòæå, îáìåæåííÿ âiäîáðàæåííÿ íà öèêë
¹ öèêëi÷íîþ ïåðåñòàíîâêîþ, òîáòî g âçà¹ì-
íî îäíîçíà÷íî âiäîáðàæà¹ íà ñåáå ñêií÷åííó
ìíîæèíó òî÷îê öèêëó, ÿêà íå ìiñòèòü âëà-
ñíèõ iíâàðiàíòíèõ ïiäìíîæèí.

Îçíà÷åííÿ 4. Öèêëi÷íà ïåðåñòàíîâêà π
íàçèâà¹òüñÿ òèïîì öèêëó B.

Òèïîì äîâiëüíî¨ ïåðiîäè÷íî¨ òî÷êè öèêëó
íàçèâà¹òüñÿ òèï öüîãî öèêëó.

Îçíà÷åííÿ 5. Ðîçâ'ÿçîê (u1, v1, . . . , ui,
vi, . . . , un, vn) çàäà÷i (1)-(6) íàçèâà¹òüñÿ k-
ïåðiîäè÷íèì çà Øàðêîâñüêèì, äå k =
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(k1, . . . , ki, . . . , kn), ÿêùî ôóíêöi¨ ui : R×R →
Ω, äå Ω ⊆ R, 1 ≤ i ≤ n, ¹ k1i -ïåðiîäè÷íèìè,
ôóíêöi¨ vi : R × R → Ω, 1 ≤ i ≤ n, ¹ k2i -
ïåðiîäè÷íèìè, ìíîæèíè òèïiâ öèêëiâ ôóí-
êöié fi, 1 ≤ i ≤ n, íå ¹ ðiâíèìè i âèêîíó-
þòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ki = maxE{k1i , k2i }, äå
ñèìâîë �▹� âèçíà÷à¹ ïîðÿäîê Øàðêîâñüêî-
ãî íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë: 1▹2▹22 ▹
23▹ ... ▹22 ·5▹22 ·3▹ ... ▹2·5▹2·3▹ ... ▹9▹7▹5▹3.
ßêùî ñåðåä ôóíêöié fi, 1 ≤ i ≤ n, ¹ òàêi, ùî
ìíîæèíè òèïiâ ¨õ öèêëiâ ¹ ðiâíèìè, òî çíà-
÷åííÿ ki ç íîìåðàìè, ùî âiäïîâiäàþòü òàêèì
ôóíêöiÿì, ¹ ðiâíèìè i çíàõîäÿòüñÿ çà àíàëî-
ãi÷íèìè ôîðìóëàìè, äå áiëüøå çãiäíî ïîðÿä-
êó Øàðêîâñüêîãî ÷èñëî çíàõîäÿòü ç-ïîìiæ
âñiõ çíà÷åíü ïåðiîäiâ, íîìåðè ÿêèõ ñïiâïàäà-
þòü ç íîìåðàìè òàêèõ ôóíêöié fi.

Ó ìíîæèíi âåêòîð-ôóíêöi¨ ç 2n åëåìåíòiâ
âèãëÿäó (u1, v1, . . . , ui, vi, . . . , un, vn) âèäiëè-
ìî ïiäìíîæèíó A2n òàêèõ âåêòîð-ôóíêöié,
ìíîæèíà çíà÷åíüΘ2n ÿêèõ ¹ ñêií÷åííîþ ïiä-
ìíîæèíîþ ç ïðîñòîðó R2n. Íàäàëi ïiä óçà-
ãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-
(6) ðîçóìiòèìåìî êóñêîâî-ñòàëó ïåðiîäè÷íó
ôóíêöiþ, ÿêà íàëåæèòü ìíîæèíi A2n i ¹ óçà-
ãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-
(6).

Àíàëîãi÷íî ïîíÿòòþ óçàãàëüíåíîãî ïå-
ðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ
îäíîãî ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿí-
íÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-
ìè [3, 4], ââåäåìî ïîíÿòòÿ òèïó óçàãàëüíå-
íîãî ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i
(1)-(6).

Îçíà÷åííÿ 6. Òèïîì óçàãàëüíåíîãî
êóñêîâî-ñòàëîãî k-ïåðiîäè÷íîãî çà Øàðêîâ-
ñüêèì ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-(6) íà-
çèâà¹òüñÿ òàáëèöÿ Tn, êîæåí ðÿäîê ç íîìå-
ðîì i, 1 ≤ i ≤ n, ÿêî¨ äîðiâíþ¹ òèïó òi¹¨ ïåði-
îäè÷íî¨ òî÷êè ñåðåä òî÷îê φi, ψi, 1 ≤ i ≤ n,
ïåðiîä ÿêî¨ äîðiâíþ¹ âiäïîâiäíié çà íîìåðîì
êîìïîíåíòi ki âåêòîðà k.

Çàóâàæèìî, ùî òèï óçàãàëüíåíîãî
êóñêîâî-ñòàëîãî k-ïåðiîäè÷íîãî çà Øàð-
êîâñüêèì ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-(6)
ìîæíà âèçíà÷èòè ðiçíèìè ñïîñîáàìè i ó
îçíà÷åííi 6 çàïðîïîíîâàíî ëèøå îäèí ç
ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ òàêîãî îçíà÷åííÿ.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñïiâiñíóâàííÿ óçàãàëü-
íåíèõ êóñêîâî-ñòàëèõ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-(6) çà äîïîìîãîþ
¨õ òèïiâ, íåîáõiäíî ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíi
îçíà÷åííÿ [6].

Îçíà÷åííÿ 7. Öèêëi÷íà ïåðåñòàíîâêà

π =

(
1 2 ... n
j1 j2 ... jn

)
íàçèâà¹òüñÿ

îïóêëîþ âãîðó [7], ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâ-
íîñòi ji < ji+1 ïðè 1 ≤ i < î i ji > ji+1 ïðè
î ≤ i < n, äå 2 ≤ î ≤ n− 1 i π(̂i) = n.

Àíàëîãi÷íî, öèêëi÷íà ïåðåñòàíîâêà π =(
1 2 ... n
j1 j2 ... jn

)
íàçèâà¹òüñÿ îïó-

êëîþ âíèç, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi
ji > ji+1 ïðè 1 ≤ i < ǐ i ji < ji+1 ïðè
ǐ ≤ i < n, äå 2 ≤ ǐ ≤ n− 1 i π(̌i) = 1.

Íåñêëàäíî áà÷èòè, ùî äâà íåïåðåðâíi âiä-
îáðàæåííÿ âiäðiçêó, îäíå ç ÿêèõ ìà¹ öèêëè
òèïó îïóêëî¨ âãîðó öèêëi÷íî¨ ïåðåñòàíîâêè,
à iíøå � òèïó îïóêëî¨ âíèç öèêëi÷íî¨ ïåðå-
ñòàíîâêè, ¹ òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèìè, òîìó
äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âëàñòèâîñòi ëèøå îïó-
êëèõ âãîðó öèêëi÷íèõ ïåðåñòàíîâîê, àäæå
âëàñòèâîñòi îïóêëèõ âíèç öèêëi÷íèõ ïåðå-
ñòàíîâîê âñòàíîâëþþòüñÿ àâòîìàòè÷íî, âè-
êîðèñòîâóþ÷è ¨õ çâ'ÿçîê ç îïóêëèìè âãî-
ðó öèêëi÷íèìè ïåðåñòàíîâêàìè. Ó çâ'ÿçêó ç
öèì íàäàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå âiäîáðà-
æåííÿ, ùî ìàþòü öèêëè, ÿêèì âiäïîâiäà-
þòü îïóêëi âãîðó öèêëi÷íi ïåðåñòàíîâêè. Òà-
êi ïåðåñòàíîâêè íàçèâàòèìåìî îïóêëèìè öè-
êëi÷íèìè ïåðåñòàíîâêàìè.

Ç îïóêëèìè öèêëi÷íèìè ïåðåñòàíîâêàìè
òiñíî ïîâ'ÿçàíi öèêëè óíiìîäàëüíèõ íåïå-
ðåðâíèõ âiäîáðàæåíü. Ñôîðìóëþ¹ìî îçíà-
÷åííÿ óíiìîäàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 8. Íåõàé g ∈ C(I, I). Âiä-
îáðàæåííÿ g íàçèâà¹òüñÿ óíiìîäàëüíèì,
ÿêùî iñíó¹ çíà÷åííÿ c ∈ (0; 1) òàêå, ùî g ìî-
íîòîííî íå ñïàäà¹ (ìîíîòîííî íå çðîñòà¹) íà
âiäðiçêó [0, c] i ìîíîòîííî íå çðîñòà¹ (ìîíî-
òîííî íå ñïàäà¹) íà âiäðiçêó [c, 1].

Òîáòî óíiìîäàëüíå âiäîáðàæåííÿ ìà¹ ëè-
øå äâi ãiëêè ìîíîòîííîñòi.

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî îïó-
êëi ïåðåñòàíîâêè, ââàæàòèìåìî óíiìîäàëü-
íå âiäîáðàæåííÿ g îïóêëèì âãîðó. Âèêëàä-
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êè äëÿ âèïàäêó, êîëè g � óíiìîäàëüíå îïó-
êëå âíèç âiäîáðàæåííÿ, àíàëîãi÷íi âèêëàä-
êàì äëÿ âèïàäêó óíiìîäàëüíîãî îïóêëîãî
âãîðó âiäîáðàæåííÿ.

Îñêiëüêè îáìåæåííÿ íåïåðåðâíîãî âiä-
îáðàæåííÿ íà öèêë ¹ öèêëi÷íîþ ïåðåñòàíîâ-
êîþ, òî òèïîì áóäü-ÿêîãî öèêëó óíiìîäàëü-
íîãî âiäîáðàæåííÿ ¹ îïóêëà öèêëi÷íà ïåðå-
ñòàíîâêà, àëå ìîæëèâî òàêå, ùî äâîì ðiçíèì
öèêëàì îäíîãî ïåðiîäó óíiìîäàëüíîãî îïó-
êëîãî âãîðó âiäîáðàæåííÿ ìîæå âiäïîâiäàòè
îäíà é òà ñàìà îïóêëà öèêëi÷íà ïåðåñòàíîâ-
êà. Äëÿ òîãî, àáè ðîçðiçíÿòè öèêëè ó òàêîìó
âèïàäêó ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðåçóëüòàòàìè, îòðè-
ìàíèìè ó ðîáîòi [6].

Ðîçãëÿíåìî öèêëi÷íå çîáðàæåííÿ òèïó
π = (1, π(1), ..., πi−1(1), ..., πn−1(1)) öè-
êëó ïåðiîäó n óíiìîäàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ.
Çàïðîïîíó¹ìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ: πi(1) =
ri+1), 1 ≤ i ≤ n− 1 i ïåðåïèøåìî òèï öèêëó
ó âèãëÿäi (1, r2, ..., rn). Îñêiëüêè rn = n �
ìàêñèìàëüíå ÷èñëî ñåðåä ÷èñåë 1, r2, ..., rn,
ùî óòâîðþþòü òèï (1, r2, ..., rn) öèêëó, ÿêî-
ìó âiäïîâiäà¹ îïóêëà öèêëi÷íà ïåðåñòàíîâ-
êà π, à ÷èñëî rn−1 ¹ ïðîîáðàçîì åëåìåíòà
rn, òî ïîñëiäîâíî ïîðiâíÿ¹ìî êîæíå ÷èñëî
1, r2, ..., rn ç ÷èñëîì rn−1 i ðîçiá'¹ìî öåé
òèï (1, r2, ..., rn) íà áëîêè (óïîðÿäêîâàíi
ëàíöþæêè ÷èñåë, ç äîòðèìàííÿì óæå âñòà-
íîâëåíîãî â òèïîâi ïîðÿäêó) çà íàñòóïíèì
ïðàâèëîì: êîæåí áëîê ìiñòèòü åëåìåíòè, ÿêi
àáî âñi ìåíøi çà ÷èñëî rn−1, àáî æ âñi íå ìåí-
øi çà rn−1. Î÷åâèäíî, ùî áëîêè ç íåïàðíèìè
íîìåðàìè ìiñòÿòü ëèøå ÷èñëà, ùî ìåíøi çà
rn−1, à áëîêè ç ïàðíèìè íîìåðàìè � ëèøå òi
÷èñëà, ùî íå ìåíøi çà rn−1.

Òîäi òèï (1, r2, ..., rn) ïåðåñòàíîâêè π
ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

(| 1, ..., rm1 | rm1+1, ..., rm1+l1 | ...

| rm1+l1+...+ls−1+1, ..., rm1+l1+...+ms | (7)

rm1+l1+...+ms+1, ..., rm1+l1+...+ms+ls |),

äå ñèìâîë | ðîçäiëÿ¹ ñóñiäíi áëîêè.
Àíàëîãi÷íî, òèï (1, r2, ..., rn) ïåðåñòà-

íîâêè π ìîæíà çàïèñàòè òàê:

(| 1, ..., rm′
1
| rm′

1+1, ..., rm′
1+l

′
1
| ...

| rm′
1+l

′
1+...+l

′
s
′−1

+1, ..., rm′
1+l

′
1+...+m

′
s
′
| (8)

rm′
1+l

′
1+...+m

′
s
′+1, ..., rm′

1+l
′
1+...+m

′
s
′+l

′
s
′
|),

äå áëîêè ç íåïàðíèìè íîìåðàìè ìiñòÿòü ëè-
øå ÷èñëà, ùî íå áiëüøi çà rn−1, à áëîêè ç
ïàðíèìè íîìåðàìè � ëèøå òi ÷èñëà, ùî áiëü-
øi çà rn−1.

Êiëüêiñòü áëîêiâ ó ðÿäêàõ (7) òà (8) ¹ ïàð-
íîþ, àäæå rn = n > rn−1, òîáòî êîæåí ç ðÿä-
êiâ â (7), (8) çàêií÷ó¹òüñÿ áëîêîì ç ïàðíèì
íîìåðîì 2s òà 2s

′
âiäïîâiäíî.

Ïðè öüîìó âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíî-
ñòi:

s∑
i=1

(mi + li) = n,
s
′∑

i=1

(m
′

i + l
′

i) = n.

Ç ÷èñåë m1, m2, . . ., ms, l1, l2, . . ., ls, m
′
1,

m
′
2, . . ., m

′

s′
, l

′
1, l

′
2, . . ., l

′

s′
, ÿêi ôiãóðóþòü â (7)

i (8), óòâîðèìî ÷èñëîâi íàáîðè âèãëÿäó:

(m1, l1, m2, l2, ..., ms−1, ls−1, ms, ls), (9)

(m
′

1, l
′

1, m
′

2, l
′

2, ..., m
′

s
′−1
, l

′

s
′−1
, m

′

s
′ , 1), (10)

äå (9) âiäïîâiäà¹ ðÿäêó (7), à (10) � ðÿäêó
(8).

Ââàæàòèìåìî, ùî ÷èñëîâèé íàáið ñêëà-
äà¹òüñÿ ëèøå ç ïîâòîðþâàíèõ áëîêiâ, ÿêùî
éîãî ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(m1, l1,m2, l2, ... ,mk, lk,m1, l1,m2, l2, ... ,

mk, lk, . . . ,m1, l1,m2, l2, ... ,mk, lk),

äå (m1, l1,m2, l2, ... ,mk, lk) � ïîâòîðþâàíèé
áëîê (k � äîâiëüíèé (ôiêñîâàíèé) äiëüíèê
÷èñëà s).

Îçíà÷åííÿ 9. ßêùî ÷èñëîâèé íàáið (9),
ùî ïîáóäîâàíèé çà îïóêëîþ öèêëi÷íîþ ïå-
ðåñòàíîâêîþ π, íå ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç ïî-
âòîðþâàíèõ áëîêiâ, ùî éîãî óòâîðþþòü, òî
íàáið (9) íàçèâà¹òüñÿ ì - ìîäåëëþ òèïó öè-
êëó, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ îïóêëà öèêëi÷íà ïåðå-
ñòàíîâêà π. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî ÷èñëîâèé íà-
áið (10), ùî ïîáóäîâàíèé çà îïóêëîþ öèêëi-
÷íîþ ïåðåñòàíîâêîþ π, íå ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå
ç ïîâòîðþâàíèõ áëîêiâ, ùî éîãî óòâîðþþòü,
òî íàáið (10) íàçèâà¹òüñÿ ð - ìîäåëëþ òèïó
öèêëó, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ îïóêëà öèêëi÷íà ïå-
ðåñòàíîâêà π.
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Îçíà÷åííÿ 10. Âàãîþ ìîäåëi òèïó öè-
êëó, ÿêà çîáðàæó¹òüñÿ ÷èñëîâèì íàáîðîì
(m1, l1,m2, l2, ... ,ms, ls), íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî
σ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíîñòi:

σ =

s∑
i=1

(
(−2)

s∑
j=i+1

lj
2

s∑
j=i+1

mj

(1− (−2)li)

)

1− (−2)

s∑
i=1

li
2

s∑
i=1

mi

.

(11)

Îçíà÷åííÿ 11. ßêùî îïóêëà öèêëi÷íà
ïåðåñòàíîâêà π ìà¹ îäíó ìîäåëü òèïó öèêëó,
òî ¨¨ âàãîþ íàçèâà¹òüñÿ âàãà öi¹¨ ìîäåëi òèïó
öèêëó. ßêùî îïóêëà öèêëi÷íà ïåðåñòàíîâêà
π ìà¹ äâi ìîäåëi òèïó öèêëó, òî ¨¨ âàãîþ íà-
çèâà¹òüñÿ áiëüøà ç âàã öèõ ìîäåëåé òèïó öè-
êëó. Âàãà îïóêëî¨ öèêëi÷íî¨ ïåðåñòàíîâêè π
ïîçíà÷à¹òüñÿ σπ.

Îçíà÷åííÿ 12. Ìîäåëëþ òèïó óçàãàëü-
íåíîãî êóñêîâî-ñòàëîãî k-ïåðiîäè÷íîãî çà
Øàðêîâñüêèì ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-
(6) íàçèâà¹òüñÿ òàêà òàáëèöÿ, êîæåí ðÿäîê
ç íîìåðîì i ÿêî¨ äîðiâíþ¹ ìîäåëi òèïó öè-
êëó, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ îïóêëà öèêëi÷íà ïå-
ðåñòàíîâêà ïåðiîäó, ùî äîðiâíþ¹ êîìïîíåí-
òi ki âåêòîðà k. ßêùî öÿ ïåðåñòàíîâêà ìà¹
äâi ìîäåëi òèïó öèêëó, òî îáèðà¹ìî òó ç íèõ,
âàãà ÿêî¨ áiëüøà.

Îçíà÷åííÿ 13. Âàãîþ ìîäåëi òèïó óçà-
ãàëüíåíîãî êóñêîâî-ñòàëîãî k-ïåðiîäè÷íîãî
çà Øàðêîâñüêèì ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà-
÷i (1)-(6) íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð, ùî ñêëàäà¹-
òüñÿ ç âàã âiäïîâiäíèõ çà íîìåðîì ðÿäêiâ ó
òàáëèöi-ìîäåëi òèïó öüîãî ðîçâ'ÿçêó.

Íà ìíîæèíi âåêòîðiâ-âàã ìîäåëåé
òèïó óçàãàëüíåíîãî êóñêîâî-ñòàëîãî k-
ïåðiîäè÷íîãî çà Øàðêîâñüêèì ðîçâ'ÿç-
êó êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-(6) âèçíà÷èìî
âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó íàñòóïíèì ÷è-
íîì: ââàæàòèìåìî, ùî äâà äîâiëüíi
âåêòîðè-âàãè σ

′
= (σ

′
1, . . . , σ

′
i, . . . , σ

′
n) i

σ
′′

= (σ
′′
1 , . . . , σ

′′
i , . . . , σ

′′
n) çíàõîäÿòüñÿ ó

âiäíîøåííi �≼�, òîáòî σ
′ ≼ σ

′′
, ÿêùî äëÿ

äîâiëüíîãî íîìåðà i, 1 ≤ i ≤ n, âèêîíó¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ σ

′
i ≥ σ

′′
i .

Òàêèì ÷èíîì ââåäåíå âiäíîøåííÿ ≼ ¹ âiä-
íîøåííÿì ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà ìíîæèíi

âåêòîðiâ-âàã.
Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäíîøåííÿ ÷àñòêîâî-

ãî ïîðÿäêó ≼ íà ìíîæèíi âåêòîðiâ-âàã, íà
ìíîæèíi òèïiâ óçàãàëüíåíèõ êóñêîâî-ñòàëèõ
k-ïåðiîäè÷íèõ çà Øàðêîâñüêèì ðîçâ'ÿçêiâ
êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-(6) âèçíà÷èìî âiäíîøå-
ííÿ ïîðÿäêó �⊣� íàñòóïíèì ÷èíîì: äâi äî-
âiëüíi òàáëèöi T

′
n i T

′′
n çíàõîäÿòüñÿ ó âiäíî-

øåííi ⊣, òîáòî T ′
n ⊣ T

′′
n , ÿêùî σT ′

n
≼ σT ′′

n
, äå

σT ′
n
� âåêòîð âàãè òèïó T

′
n, à σT ′′

n
� âåêòîð

âàãè òèïó T
′′
n . Çðîçóìiëî, ùî ââåäåíå òàêèì

÷èíîì âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó ⊣ ¹ âiäíîøåí-
íÿì ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà ìíîæèíi òèïiâ
óçàãàëüíåíèõ êóñêîâî-ñòàëèõ k-ïåðiîäè÷íèõ
çà Øàðêîâñüêèì ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i
(1)-(6).

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà. Íåõàé çàäàíà êðàéîâà çàäà÷à
(1)-(4), äå fi ∈ C(I, I) � íåïåðåðâíi ôóí-
êöi¨, 1 ≤ i ≤ n, ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (5),
(6), äå ïî÷àòêîâi ôóíêöi¨ ¹ ñòàëèìè i çíà÷å-
ííÿ öèõ ñòàëèõ ¹ òî÷êàìè îïóêëèõ öèêëiâ
äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ïîðîäæåíî¨ âiäïîâiäíè-
ìè âiäîáðàæåííÿìè fi. ßêùî êðàéîâà çàäà-
÷à (1)-(4) ìà¹ óçàãàëüíåíèé êóñêîâî-ñòàëèé
ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê òèïó T

′
n , òî âîíà òà-

êîæ ìà¹ óçàãàëüíåíèé êóñêîâî-ñòàëèé ïåði-
îäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê òèïó T

′′
n , äå σT ′

n
≼ σT ′′

n
.

Ñõåìà äîâåäåííÿ òåîðåìè. Îñêiëüêè
êðàéîâà çàäà÷à (1)-(6) ñêëàäà¹òüñÿ ç n íå-
çàëåæíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì ç äâîõ
ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî
ïîðÿäêó ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè i íåëiíié-
íîþ êðàéîâîþ óìîâîþ, òî äëÿ êîæíî¨ òà-
êî¨ çàäà÷i ç âiäïîâiäíèì íîìåðîì, ÿêèé äî-
ðiâíþ¹ íîìåðó ôóíêöi¨ fi ç êðàéîâî¨ óìî-
âè, ç îçíà÷åííÿ òèïó óçàãàëüíåíîãî êóñêîâî-
ñòàëîãî ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çà-
äà÷i (1)-(6) âèïëèâà¹, ùî îäíå çi çíà÷åíü
ñòàëèõ ôóíêöié φi, ψi ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ ç
âiäïîâiäíèì íîìåðîì ¹ ïåðiîäè÷íîþ òî÷êîþ
òèïó π

′
i ∈ Π âiäîáðàæåííÿ fi, äå π

′
i � ðÿ-

äîê ç âiäïîâiäíèì íîìåðîì i ç òàáëèöi òèïó
T

′
n ðîçãëÿäóâàíîãî óçàãàëüíåíîãî êóñêîâî-
ñòàëîãî ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çà-
äà÷i (1)-(6).

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ä'Àëàì-
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áåðà òà ñòàëiñòü ôóíêöié ó ïî÷àòêîâèõ óìî-
âàõ, êîæíó ç n íåçàëåæíèõ êðàéîâèõ çà-
äà÷ äëÿ ñèñòåìè ç äâîõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, ùî ðàçîì
ñòàíîâëÿòü êðàéîâó çàäà÷ó (1)-(6), çâåäåìî
äî ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ ç äèñêðåòíèì àðãó-
ìåíòîì òà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, çíà÷åííÿ
ÿêèõ ðiâíi çíà÷åííÿì ïî÷àòêîâèõ óìîâ âiä-
ïîâiäíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i.

Âíàñëiäîê ðåäóêöi¨ äî ðiçíèöåâîãî ðiâíÿ-
ííÿ êîæåí ç ðÿäêiâ òàáëèöi òèïó T

′
n ¹ òèïîì

öèêëó íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ fi ç âiä-
ïîâiäíèì íîìåðîì.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó [6], ïðî òå, ùî ó
âèïàäêó, êîëè íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ âiä-
ðiçêó ìà¹ öèêë òèïó îïóêëî¨ öèêëi÷íî¨ ïåðå-
ñòàíîâêè, òî âîíî òàêîæ ìà¹ öèêë áiëüøîãî
òèïó çãiäíî âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó íà ìíîæèíi
îïóêëèõ öèêëi÷íèõ ïåðåñòàíîâîê, îòðèìà¹-
ìî, ùî êîæíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ fi ç
âiäïîâiäíèì íîìåðîì òàêîæ ìà¹ öèêë áiëü-
øîãî òèïó, íiæ π

′
i, çà âiäíîøåííÿì ïîðÿäêó

íà ìíîæèíi îïóêëèõ öèêëi÷íèõ ïåðåñòàíî-
âîê.

Çíîâó âèêîðèñòàâøè çâ'ÿçîê êîæíî¨ êðà-
éîâî¨ çàäà÷i, ùî ¹ êîìïîíåíòîþ êðàéîâî¨ çà-
äà÷i (1)-(6), ç äèíàìiêîþ âiäîáðàæåííÿ fi
ç âiäïîâiäíèì íîìåðîì i, îòðèìà¹ìî, ùî
êðàéîâà çàäà÷à (1)-(6) ìà¹ óçàãàëüíåíèé
êóñêîâî-ñòàëèé ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê äå-
ÿêîãî òèïó T

′′
n , äå σT ′

n
≼ σT ′′

n
.

3. Âèñíîâêè. Ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ
ñïiâiñíóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ ïåðiîäè÷íèõ
ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè
ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî
ïîðÿäêó ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òà íåëiíié-
íèìè êðàéîâèìè óìîâàìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è
çàïðîïîíîâàíi ïîíÿòòÿ ìîäåëi òèïó öèêëó,
âåêòîðà âàãè ìîäåëi òèïó öèêëó i âiäíîøåí-
íÿ ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó, ùî iñíó¹ íà ìíîæèíi
òèïiâ óçàãàëüíåíèõ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ
ðîçãëÿäóâàíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i, äîâåäåíî
òåîðåìó ïðî ñïiâiñíóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ
ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i.
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