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ÇÌIÍÍÈÌÈ

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ìiñòèòü ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi øâèäêèìè
òà ïîâiëüíèìè çìiííèìè òà òåðìiíàëüíèé êðèòåðié ÿêîñòi. Íàâîäèòüñÿ ñõåìà óñåðåäíåííÿ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ó ÿêèõ êåðóâàííÿ ¹ ëiíiéíèì. Äîâîäèòüñÿ, ùî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ
óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i ¹ àñèìïòîòè÷íî îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì çàäàíî¨ çàäà÷i.

An optimal control problem is described by a system of di�erential equations with rapid and slow
variables and by the terminal criterion of quality. We provide a schema of averaging of di�erential
equations with a linear control. We prove that the optimal control of the averaging problem is
asymptotically optimal for the initial problem.

1. Âñòóï. Âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó óñåðå-
äíåííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü çi øâèäêèìè òà ïîâiëüíèìè çìií-
íèìè ìà¹ òàêó îñîáëèâiñòü, ùî ïðè óñåðå-
äíåíi ðiâíÿíü ïîâiëüíî¨ ïiäñèñòåìè íåîáõi-
äíî âðàõîâóâàòè âïëèâ øâèäêèõ çìiííèõ.
Òîìó äëÿ ïîáóäîâè óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i ìî-
æíà âèêîðèñòîâóâàòè ñõåìó, àíàëîãi÷íó ñõå-
ìi Ì.Ì. Õàïà¹âà [1�3]. Öå îçíà÷à¹, ùî óñå-
ðåäíåííÿ ôóíêöié ç ïðàâèõ ÷àñòèí äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîâiëüíî¨ ïiäñèñòåìè ïðî-
âîäèòüñÿ âçäîâæ øâèäêèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèðî-
äæåíî¨ çàäà÷i. Óñåðåäíåíà çàäà÷à ñòà¹ ïðî-
ñòiøîþ çà äàíó òà ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç ïî-
âiëüíî¨ ïiäñèñòåìè.

Ìåòîä óñåðåäíåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ i
äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäïîâiäíèõ çàäà÷ îïòè-
ìàëüíîãî êåðóâàííÿ çi øâèäêèìè òà ïîâiëü-
íèìè çìiííèìè i òåðìiíàëüíèì êðèòåði¹ì
ÿêîñòi. Âiäîìèìè ¹ àëãîðèòìè [4,5], çà ÿêè-
ìè áóäó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íî îïòèìàëüíå êå-
ðóâàííÿ çàäà÷i, ÿêùî iñíó¹ îïòèìàëüíå êå-
ðóâàííÿ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Ïðè öüîìó ìíî-
æèíà äîïóñòèìèõ êåðóâàíü äàíî¨ çàäà÷i ñóò-
ò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìíîæèíè äîïóñòèìèõ
êåðóâàíü óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i.

Â ðîáîòàõ [6�9] ðîçãëÿäàþòüñÿ íåëiíié-
íi òà ëiíiéíi çà êåðóâàííÿì çàäà÷i îïòè-
ìàëüíîãî êåðóâàííÿ, äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿ-
ííÿ ÿêèõ ìàþòü ñòàíäàðòíèé âèãëÿä, ïðè
óñåðåäíåíi ÿêèõ ìíîæèíà äîïóñòèìèõ êåðó-

âàíü íå çìiíþ¹òüñÿ. Äîâåäåíî, ùî îïòèìàëü-
íå êåðóâàííÿ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i çà âèçíà÷å-
íèìè óìîâàìè ¹ àñèìïòîòè÷íî îïòèìàëüíèì
êåðóâàííÿì äàíî¨ çàäà÷i.

Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîâåäåííþ àíà-
ëîãi÷íîãî òâåðäæåííÿ äëÿ çàäà÷ îïòèìàëü-
íîãî êåðóâàííÿ, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì,
òà ó ÿêèõ äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ìiñòÿòü
øâèäêi òà ïîâiëüíi çìiííi.
2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî çà-

äà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ÿêà ñêëàäà¹-
òüñÿ ç ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi
øâèäêèìè òà ïîâiëüíèìè çìiííèìè

ẋ = ε [f (t, x, y) + A (t, x, y) · u] , x (0) = x0,

ẏ = g (t, x, y) , y (0) = y0, (1)

òà òåðìiíàëüíèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi

J [u] = φ (x (T )) → min
u∈U

, (2)

äå ÷àñ t ∈ [0, T ], T = Lε−1, L > 0 � çàäàíà
ñòàëà, ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð;
x (t) ∈ Dx ⊂ Rn � ïîâiëüíi çìiííi;
y (t) ∈ Dy ⊂ Rm � øâèäêi çìiííi;
f (t, x, y) � çàäàíà n-âèìiðíà ôóíêöiÿ;
g (t, x, y) � çàäàíà m-âèìiðíà ôóíêöiÿ;
A (t, x, y) � çàäàíà n× r-ìàòðèöÿ;
φ (x) � çàäàíà ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ,
u (t) ∈ U ⊂ comp (Rr) � êåðóâàííÿ ç êîì-

ïàêòíî¨ ìíîæèíè U ó ïðîñòîði Rr,
x0, y0 � çàäàíi ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ.
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Óìîâà 1. Íåõàé âiäíîñíî çàäàíèõ ôóí-
êöié âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

� f (t, x, y), A (t, x, y), g (t, x, y) � âèìiðíi
ôóíêöi¨ çà çìiííîþ t äëÿ óñiõ x, y ;

� f (t, x, y), A (t, x, y), g (t, x, y) � çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó Ëèïøèöÿ çà çìiííè-
ìè x, y çi ñòàëîþ λ äëÿ óñiõ t;

� f (t, x, y) i A (t, x, y) � ôóíêöi¨, ðiâíî-
ìiðíî îáìåæåíi ñòàëîþ M ;

� φ (x) � çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëèïøèöÿ çà
çìiííîþ x çi ñòàëîþ λ.

Îçíà÷åííÿ 1. Äîïóñòèìèìè êåðóâàííÿ-
ìè çàäà÷i (1) ââàæàþòüñÿ âèìiðíi ôóíêöi¨
u = u (t), t ∈ [0, T ] ç êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè U ,
äëÿ ÿêèõ çíàéäåòüñÿ ε0 > 0, ÿêå íå çàëåæèòü
âiä u(t), ùî äëÿ óñiõ ε ∈ (0, ε0] âiäïîâiäíi äî
öèõ êåðóâàíü ðîçâ'ÿçêè x (t) ∈ Dx, y (t) ∈ Dy

ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1) âèçíà-
÷åíi äëÿ óñiõ t ∈ [0, T ].

Äîïóñòèìi êåðóâàííÿ u(t) çàäà÷i (1) îáè-
ðàþòüñÿ ç êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè U , òîìó öi
êåðóâàííÿ u(t) ∈ Lp (0, T ), òîáòî äëÿ äå-
ÿêîãî ÷èñëà p ≥ 1 âèçíà÷åííèì ¹ çíà÷åííÿ

∥u(t)∥p =
(
T∫
0

∥u(t)∥pdt
)1/p

.

Îçíà÷åííÿ 2. Îïòèìàëüíèì êåðóâàí-
íÿì çàäà÷i (1), (2) ââàæà¹òüñÿ òàêå äîïóñòè-
ìå êåðóâàííÿ u∗(t), íà ÿêîìó êðèòåðié ÿêîñòi
(2) ïðèéìà¹ ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ J∗ = J [u∗].
3. Ïîáóäîâà óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i. Çà-

ïðîïîíó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü äié òà ñôîðìóëþ-
¹ìî óìîâè, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ ìîæíà îòðè-
ìàòè óñåðåäíåíó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðó-
âàííÿ âiäíîñíî çàäàíî¨ çàäà÷i (1), (2).

Äëÿ ñèñòåìè (1) ïîáóäó¹ìî âiäïîâiäíó âè-
ðîäæåíó çàäà÷ó ïðè ε = 0, çìiííó x ââàæà-
òèìåìî ïàðàìåòðîì:

ẋ = 0, x (0) = x0,

ẏ = g (t, x, y) , y (0) = y0. (3)

Óìîâà 2. Íåõàé ðîçâ'ÿçîê y = h (t, x, y0)
âèðîäæåíî¨ çàäà÷i (3) iñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêîãî
çíà÷åííÿ y0, âèçíà÷åíèé ïðè t ≥ 0 òà çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó Ëèïøèöÿ çà çìiííîþ x.

Óìîâà 3. Íåõàé iñíóþòü ôóíêöi¨ f0 (x) òà
A0 (x), ùî ðiâíîìiðíî âiäíîñíî t0, y0, x ∈ Dx

âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
∆→∞

∥∥∥∥∥∥ 1∆
t0+∆∫
t0

f (t, x, h (t, x, y0))dt −

− f0 (x)∥ = 0, (4)

lim
∆→∞

1

∆

t0+∆∫
t0

∥A (t, x, h (t, x, y0))−

−A0 (x) ∥qdt = 0, (5)

äå q ≥ 1 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü 1
p
+ 1

q
= 1, à

ìàòðèöi A,A0 ∈ Lq(0, T ).
Çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (1), (2)

ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü óñåðåäíåíó çàäà-
÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç ñèñòåìîþ

ż = ε [f0 (z) + A0 (z) · v] , z (0) = x0, (6)

òà òåðìiíàëüíèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi

J0 [v] = φ (z (T )) → min
v∈U

, (7)

äå ôóíêöiÿ v = v (t) � äîïóñòèìå êåðóâàííÿ
äëÿ çàäà÷i (6), ÿêå îáèðà¹òüñÿ ç ìíîæèíè U .

Çà v∗ (t) âiçüìåìî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ
óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (6), (7), íà ÿêîìó êðèòå-
ðié ÿêîñòi (7) ïðèéìà¹ ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ
J∗
0 = J0 [v

∗].
4. Àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà-

÷i. Äîâåäåìî, ùî çà äîïóñòèìèì êåðóâàí-
íÿì ñèñòåìè (1) àáî (6) áóäóþòüñÿ âiäïîâiäíi
òðà¹êòîði¨ ñèñòåì, ÿêi ¹ áëèçüêèìè íà àñèì-
ïòîòè÷íî ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi ÷àñó.
Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ ñèñòåì äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü (1) òà (6) â îáëàñòi D =
{t ≥ 0, x ∈ Dx ⊂ Rn, y ∈ Dy ⊂ Rm, u ∈ U ⊂
comp (Rr)} âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1, 2, 3 òà

4) äëÿ áóäü-ÿêîãî äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ
v (t) ∈ U óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè (6) âiäïî-
âiäíà òðàåêòîðiÿ z (t), z (0) = x0 ëåæèòü
ðàçîì çi ñâî¨ì ρ-îêîëîì â îáëàñòi Dx.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ η > 0 i L > 0 çíàéäå-
òüñÿ òàêå ε0 (η, L) > 0, ùî äëÿ âñiõ ε ∈ (0, ε0]
òà t ∈ [0, T ] âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå:
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I) áóäü-ÿêå äîïóñòèìå êåðóâàííÿ u (t) ∈
U ñèñòåìè (1) ¹ äîïóñòèìèì êåðóâàí-
íÿì óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè (6) òà âiäïî-
âiäíi òðàåêòîði¨ x (t) ∈ Dx ñèñòåìè (1) i
z (t) ∈ Dx óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè (6) ïðè
óìîâi x (0) = z (0) = x0 ∈ D0 ⊂ Dx çà-
äîâîëüíÿþòü îöiíêó

∥x (t)− z (t)∥ ≤ η; (8)

II) áóäü-ÿêå äîïóñòèìå êåðóâàííÿ v (t) ∈ U
óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè (6) ¹ äîïóñòèìèì
êåðóâàííÿì ñèñòåìè (1) òà âiäïîâiäíi
òðàåêòîði¨ z (t) ∈ Dx óñåðåäíåíî¨ ñèñòå-
ìè (6) i x (t) ∈ Dx ñèñòåìè (1) ïðè óìîâi
z (0) = x (0) = x0 ∈ D0 ⊂ Dx çàäîâîëü-
íÿþòü îöiíêó (8).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ÷à-
ñòèíè òåîðåìè îáåðåìî äåÿêå äîïóñòèìå êå-
ðóâàííÿ u (t) ∈ U ñèñòåìè (1), òîäi x (t),
y (t, x0, y0) � âiäïîâiäíà òðàåêòîðiÿ öi¹¨ ñè-
ñòåìè, ùî âèçíà÷åíà äëÿ óñiõ t ≥ 0,
h (t, x, y0) � ðîçâ'ÿçîê âèðîäæåíî¨ çàäà÷i (3)
äëÿ øâèäêèõ çìiííèõ, ÿêèé òàêîæ âèçíà÷å-
íèé ïðè óñiõ t ≥ 0, à z (t) � âiäïîâiäíà äî
öüîãî êåðóâàííÿ òðàåêòîðiÿ ñèñòåìè (6). Êå-
ðóâàííÿ u (t) ∈ U ïîâèííî áóòè îáðàíî òàê,
ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà 4) òåîðåìè, òîáòî
áóòè äîïóñòèìèì i äëÿ ñèñòåìè (6).

Îáåðåìî äîâiëüíå η > 0 òàêå, ùî η < ρ,
òà çàôiêñó¹ìî éîãî. Îöiíèìî ðiçíèöþ ìiæ
âiäïîâiäíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè (1) òà (6):

x (t)− z (t) ≤

≤ ε

t∫
0

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0))− f0 (z (s))] ds+

+ε

t∫
0

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))− A0 (z (s))]×

×u (s) ds ≤

≤ ε

t∫
0

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0))− f0 (x (s))] ds+

+ε

t∫
0

[f0 (x (s))− f0 (z (s))] ds+

+ε

t∫
0

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))− A0 (x (s))]×

×u (s) ds+

+ε

t∫
0

[A0 (x (s))− A0 (z (s))]u (s) ds.

Âðàõîâóþ÷è óìîâó 1, ç îñòàííüî¨ íåðiâíî-
ñòi îòðèìà¹ìî

∥x (t)− z (t)∥ ≤

≤ ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0))− f0 (x (s))] ds

∥∥∥∥∥∥+
+ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))− A0 (x (s))] ×

× u (s) ds∥+

+ε

t∫
0

∥f0 (x (s))− f0 (z (s))∥ ds+

+ε

t∫
0

∥A0 (x (s))− A0 (z (s))∥ · ∥u (s)∥ ds ≤

≤ ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0))− f0 (x (s))] ds

∥∥∥∥∥∥+
+ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))− A0 (x (s))] ×

× u (s) ds∥+

+ελ

t∫
0

∥x (s)− z (s)∥ · (1 + ∥u (s)∥) ds.

Äîïóñòèìå êåðóâàííÿ u (t) îáèðà¹òüñÿ ç
êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè U , òîìó çíàéäåòüñÿ
êîíñòàíòà K > 0, íå çàëåæíà âiä u (t), ùî
äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 0 áóäå

∥u (t)∥ ≤ K, (9)

òîäi îòðèìàíà íåðiâíiñòü ïðèéìå âèä
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∥x (t)− z (t)∥ ≤ I1 + I2+

+ελ (1 +K) ·
t∫

0

∥x (s)− z (s)∥ ds, (10)

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ

I1 = ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− f0 (x (s))]ds∥ , (11)

I2 = ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))−

− A0 (x (s))]× u (s) ds∥ . (12)

Äëÿ ïîäàëüøîãî äîâåäåííÿ òåîðåìè íå-
îáõiäíî îöiíèòè ðiçíèöþ øâèäêèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ ñèñòåìè (1) òà âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè (3).
Ç óðàõóâàííÿì óìîâè 1 äëÿ áóäü-ÿêèõ x0, y0
îòðèìà¹ìî

∥y (t, x0, y0)− h (t, x0, y0)∥ ≤

≤
t∫

0

∥g (s, x (s) , y (s, x0, y0))−

− g (s, x0, h (s, x0, y0))∥ ds ≤

≤ λ

t∫
0

∥x (s)− x0∥ds+

+λ

t∫
0

∥y (s, x0, y0)− h (s, x0, y0)∥ds.

Îêðåìî îöiíèìî ðiçíèöþ

∥x (s)− x0∥ ≤

≤ ε

s∫
0

∥f (τ, x (τ) , y (τ, x0, y0))+

+ A (τ, x (τ) , y (τ, x0, y0)) · u (τ)∥ dτ ≤

≤ εM(1 +K)

s∫
0

dτ ≤ εM(1 +K)s,

çâiäêè

∥y (t, x0, y0)− h (t, x0, y0)∥ ≤

≤ ελM(1 +K)

t∫
0

sds+

+λ

t∫
0

∥y (s, x0, y0)− h (s, x0, y0)∥ds.

Çà ëåìîþ Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà

∥y (t, x0, y0)− h (t, x0, y0)∥ ≤

≤ ελM(1 +K) · t
2

2
· eλt = εβ (t) . (13)

Ïîçíà÷åíà ó (13) ôóíêöiÿ β = β (t) ¹ çðî-
ñòàþ÷îþ çà çìiííîþ t, òîìó çàâæäè iñíó¹
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

β (t) =
C√
ε
,

äå C � äåÿêà êîíñòàíòà, çà t∗ (ε) âiçüìåìî
êîðiíü öüîãî ðiâíÿííÿ. Òîäi εβ (t∗) = C

√
ε, à

lim
ε→0

εβ (t∗) = 0.

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ

∆(ε) = min

{
1√
ε
; t∗ (ε)

}
, (14)

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâîñòÿì

lim
ε→0

∆(ε) = +∞, lim
ε→0

ε∆(ε) = 0. (15)

Ðîçiá'¹ìî ÷àñîâèé iíòåðâàë [0, T ] íà ðiâíi
÷àñòèíè òî÷êàìè ti = i∆, i = 0, 1, ..., N , N =
E
(
T
∆

)
, E (a) � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà a.

Ç ïîçíà÷åííÿ (13) ìà¹ìî, ùî íà êîæíî-
ìó iíòåðâàëi ÷àñó t ∈ [ti, ti+1] ðiçíèöÿ ìiæ
øâèäêèìè ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè (1) òà âèðî-
äæåííî¨ ñèñòåìè (3) îöiíþ¹òüñÿ âåëè÷èíîþ

∥y (t, xi, yi)− h (t, xi, yi)∥ ≤

≤ εβ (∆) = C
√
ε. (16)

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó
t ∈ [0, T ], äëÿ ÿêîãî çíàéäåòüñÿ iíòåðâàë
[tk, tk+1), ùî t ∈ [tk, tk+1). Ïðè öüîìó k áóäå
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íàéáiëüøèì çíà÷åííÿì íîìåðó, ïðè ÿêîìó
tk ≤ t, òîìó âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

k∆ ≤ T =
L

ε
, εk∆ ≤ L. (17)

Äëÿ iíòåãðàëó I1 ç (11), âðàõîâóþ÷è ùî
t ∈ [tk, tk+1), âèäiëèìî îêðåìî öåé iíòåðâàë

I1 = ε

∥∥∥∥∥∥
tk∫
0

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− f0 (x (s))]ds∥+

+ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

tk

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− f0 (x (s))]ds∥ . (18)

Äëÿ ïåðøîãî äîäàíêà ó (18) ñïðàâåäëèâî

ε

∥∥∥∥∥∥
tk∫
0

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− f0 (x (s))]ds∥ ≤

≤ ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− f0 (x (s))]ds∥ ≤

≤ ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− f (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti)))]ds∥+

+ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[f (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti))) −

− f (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti)))]ds∥+

+ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[f (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti))) −

− f0 (x (ti))]ds∥+

+ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[f0 (x (ti))− f0 (x (s))]ds

∥∥∥∥∥∥ , (19)

ó ÿêîìó îöiíèìî êîæíèé äîäàíîê îêðåìî.
Äëÿ ïåðøîãî äîäàíêó â (19) ïðè âèêîíàííi
óìîâè 1 òà ñïiââiäíîøåíü (17) îòðèìà¹ìî

ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− f (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti)))]ds∥ ≤

≤ ε
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

λ(∥x (s)− x (ti)∥+

+ ∥y (s, x0, y0)− y (s, x (ti) , y (ti))∥)ds ≤

≤ ελ

k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

(εM(1 +K)∆ + 0)ds ≤

≤ ελ · k∆ε ·M (1 +K)∆ ≤
≤ ε∆λLM (1 +K) .

Äëÿ äðóãîãî äîäàíêà â (19) ç óìîâè 1 òà
ñïiââiäíîøåíü (16), (17) âèïëèâà¹, ùî

ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[f (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti))) −

− f (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti)))]ds∥ ≤

≤ ελ

k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

∥y (s, x (ti) , y (ti))−

− h (s, x (ti) , y (ti))∥ ds ≤
≤ ελk∆εβ (∆) ≤ εβ (∆)λL.

Ç iñíóâàííÿ ãðàíèöi (4) çãiäíî ç óìîâîþ
3 ìà¹ìî, ùî iñíó¹ ìîíîòîííî ñïàäàþ÷à ôóí-
êöiÿ ψ = ψ (∆) òàêà, ùî lim

∆→∞
ψ (∆) = 0, òà

äëÿ òðåòüîãî äîäàíêà â (19) ñïðàâåäëèâî

ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[f (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti))) −

− f0 (x (ti))]ds∥ ≤

≤ ε

k−1∑
i=0

∥∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

f (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti))) ds−
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− ∆ · f0 (x (ti))∥ ≤

≤ ε∆
k−1∑
i=0

∥∥∥∥∥∥ 1∆
ti+1∫
ti

f (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti))) ds−

− f0 (x (ti))∥ ≤

≤ εk∆ψ (∆) ≤ Lψ (∆) .

Äëÿ îñòàíüîãî äîäàíêó â (19) ç óìîâè 1
òà ñïiââiäíîøåíü (17) ìà¹ìî, ùî

ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[f0 (x (ti))− f0 (x (s))]ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ ελ
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

∥x (ti)− x (s)∥ds ≤

≤ ελk∆ · εM (1 +K)∆ ≤

≤ ε∆λLM (1 +K) .

Â (18) îöiíèìî äðóãèé äîäàíîê. Ïðè âè-
êîíàííi óìîâè 1

ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

tk

[f (s, x (s) , y (s, x0, y0))− f0 (x (s))]ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ ε

t∫
tk

∥f (s, x (s) , y (s, x0, y0))∥ ds+

+ε

t∫
tk

∥f0 (x (s))∥ ds ≤ 2ε∆M.

Îñòàòî÷íî äëÿ I1 ç (18)

I1 ≤ 2ε∆λLM(1 +K) + εβ(∆)λL+

+Lψ(∆) + 2ε∆M. (20)

Äëÿ iíòåãðàëó I2 ç (12), âðàõîâóþ÷è ùî
t ∈ [tk, tk+1), âèäiëèìî îêðåìî öåé iíòåðâàë

I2 = ε

∥∥∥∥∥∥
tk∫
0

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))−

− A0 (x (s))]× u (s) ds∥+

+ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

tk

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))−

− A0 (x (s))]× u (s) ds∥ . (21)

Ïåðøèé äîäàíîê ó (21) ïåðåòâîðèìî íà-
ñòóïíèì ÷èíîì

ε

∥∥∥∥∥∥
tk∫
0

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))−

− A0 (x (s))]× u (s) ds∥ ≤

≤ ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− A0 (x (s))]× u (s) · u (s) ds∥ ≤

≤ ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− A (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti)))] · u (s) ds∥+

+ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[A (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti))) −

− A (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti)))] · u (s) ds∥+

+ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[A (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti))) −

− A0 (x (ti))] · u (s) ds∥+

+ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[A0 (x (ti))− A0 (x (s))] · u (s) ds

∥∥∥∥∥∥ ,
(22)

ó ÿêîìó àíàëîãi÷íî äî (19) îöiíèìî êîæíèé
äîäàíîê îêðåìî. Äëÿ ïåðøîãî äîäàíêó â
(22) îòðèìà¹ìî

ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0)) −

− A (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti)))] · u (s) ds∥ ≤

≤ ε

k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

∥A (s, x (s) , y (s, x0, y0))−
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−A (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti)))∥ · ∥u (s)∥ ds ≤

≤ ε∆λLM (1 +K)K.

Äëÿ äðóãîãî äîäàíêó â (22)

ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[A (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti))) −

− A (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti)))] · u (s) ds∥ ≤

≤ ε

k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

∥A (s, x (ti) , y (s, x (ti) , y (ti)))−

−A (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti)))∥ · ∥u (s)∥ ds ≤

≤ εβ (∆)λLK.

Îöiíèìî òðåòié äîäàíîê ó (22), äëÿ ÷îãî
ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåðiâíiñòþ Ãåëüäåðà

ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[A (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti))) −

− A0 (x (ti))] · u (s) ds∥ ≤

≤ ε
k−1∑
i=0

∥∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

[A (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti)))−

− A0 (x (ti))] · u (s) ds∥ ≤

≤ ε
k−1∑
i=0

 ti+1∫
ti

∥A (s, x (ti) , h (s, x (ti) , y (ti)))−

− A0 (x (ti))∥q ds)1/q ×

 ti+1∫
ti

∥u (s)∥pds

1/p

≤

≤ ε
k−1∑
i=0

(ψ (∆) ·∆)1/q × (Kp ·∆)1/p ≤

≤ εk∆ ·Kψ1/q (∆) ≤ LKψ1/q (∆) ,

äå lim
∆→∞

ψ (∆) = 0.

Äëÿ ÷åòâåðòîãî äîäàíêó ó (22)

ε

∥∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

[A0 (x (ti))− A0 (x (s))] · u (s) ds

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ ε
k−1∑
i=0

ti+1∫
ti

∥A0 (x (ti))− A0 (x (s))∥×

×∥u (s)∥ ds ≤ ε∆λLM (1 +K)K.

Îöiíèìî äðóãèé äîäàíîê ó (21). Ïðè âè-
êîíàííi óìîâè 1

ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

tk

[A (s, x (s) , y (s, x0, y0))−

− A0 (x (s))]× u (s) ds∥ ≤

≤ ε

t∫
tk

[∥A (s, x (s) , y (s, x0, y0))∥+

+ ∥A0 (x (s))∥ × ∥u (s)∥]ds ≤
≤ 2ε∆MK.

Îñòàòî÷íî äëÿ I2 ç (21)

I2 ≤ 2ε∆λLM(1 +K)K + εβ(∆)λLK+

+Lψ1/q(∆)K + 2ε∆MK. (23)

Âðàõîâóþ÷è îòðèìàíi îöiíêè (20) äëÿ I1
òà (23) äëÿ I2 ç íåðiâíîñòi (10) çà ëåìîþ
Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà

∥x (t)− z (t)∥ ≤

≤
(
2ε∆λLM(1 +K)2 + εβ(∆)λL (1 +K) +

+ L
(
ψ (∆) + ψ1/q(∆)K

)
+ 2ε∆M (1 +K)

)
×

×eλL(1+K).

Âèõîäÿ÷è ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöié ε∆ ó
(15), εβ (∆) ó (16), ψ (∆) îòðèìà¹ìî, ùî âè-
ðàç ó äóæêàõ ïðÿìó¹ äî íóëÿ, òîìó äëÿ
áóäü-ÿêèõ η > 0 i L > 0 çíàéäåòüñÿ òà-
êå ε0 (η, L) > 0, ùî äëÿ âñiõ ε ∈ (0, ε0] òà
t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

∥x (t)− z (t)∥ ≤ η < ρ.

Îòðèìàíà îöiíêà ∥x (t)− z (t)∥ < ρ äëÿ
äîâiëüíîãî t ∈ [0, T ] îçíà÷à¹, ùî äëÿ
áóäü-ÿêîãî äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ u(t) òà
ðîçâ'ÿçêó x (t) ñèñòåìè (1) âiäïîâiäíèé äî
öüîãî æ êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçîê z (t) óñåðå-
äíåíî¨ ñèñòåìè (6) çíàõîäèòüñÿ â ρ-îêîëi
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ðîçâ'ÿçêó x (t) ñèñòåìè (1) òà ïðè âèêîíàí-
íi óìîâè 4) òåîðåìè íå âèõîäèòü íà ãðàíèöþ
îáëàñòiDx íi â ÿêèé ìîìåíò ÷àñó. Òîìó îáðà-
íå êåðóâàííÿ u (t) ñèñòåìè (1) ¹ äîïóñòèìèì
i äëÿ ñèñòåìè (6) òà ñïðàâåäëèâîþ ¹ îöiíêà
(8). Ïåðøà ÷àñòèíà òåîðåìè äîâåäåíà.

Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè ïðî-
âîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, òiëüêè çàìiñòü äîïó-
ñòèìîãî êåðóâàííÿ u(t) ñèñòåìè (1) îáèðà-
¹òüñÿ äîïóñòèìå êåðóâàííÿ v(t) óñåðåäíåíî¨
ñèñòåìè (6) òà áóäóþòüñÿ âiäïîâiäíi äî öüî-
ãî êåðóâàííÿ òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (1) òà (6).
Ïðè öüîìó îòðèìàíà îöiíêà ∥x (t)− z (t)∥ <
ρ äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ [0, T ] îçíà÷à¹, ùî
äëÿ áóäü-ÿêîãî äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ v(t)
òà ðîçâ'ÿçêó z (t) óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè (6)
âiäïîâiäíèé äî öüîãî æ êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿ-
çîê x (t) ñèñòåìè (1) çíàõîäèòüñÿ ó ρ-îêîëi
ðîçâ'ÿçêó z (t) óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè (6), ÿêèé
ïðè âèêîíàííi óìîâè 4) òåîðåìè ïîâíiñòþ
íàëåæèòü îáëàñòi Dx. Òîìó îáðàíå äîïóñòè-
ìå êåðóâàííÿ v (t) óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè (6)
äiéñíî ¹ äîïóñòèìèì i äëÿ ñèñòåìè (1) òà
ñïðàâåäëèâîþ ¹ îöiíêà (8).

Òåîðåìà äîâåäåíà.
5. Àñèìïòîòè÷íî îïòèìàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i. Âñòàíîâèìî âiäïî-
âiäíiñòü ìiæ îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì
çàäà÷i (1), (2) òà îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì
óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (6), (7), âðàõîâóþ÷è
äîäàòêîâî, ùî ìíîæèíà U ¹ îïóêëîþ.
Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ (1), (2) òà (6),
(7) â îáëàñòi D = {t ≥ 0, x ∈ Dx ⊂ Rn ,
y ∈ Dy ⊂ Rm, u ∈ U ⊂ comp (Rr)} âèêîíóþ-
òüñÿ óìîâè òåîðåìè 1.

Òîäi îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6),
(7) ¹ àñèìïòîòè÷íî îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì
çàäà÷i (1), (2), òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ η > 0 òà
L > 0 iñíó¹ òàêå ε0 (η, L) > 0, ùî äëÿ âñiõ
ε ∈ (0, ε0] i t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâèìè ¹ îöiíêè

|J∗
0 − J∗| ≤ η; J [v∗]− J∗ ≤ η, (24)

äå J∗
0 òà J

∗ � îïòèìàëüíi çíà÷åííÿ êðèòåði¨â
ÿêîñòi óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (6), (7) òà çàäà÷i
(1), (2) âiäïîâiäíî, J [v∗] � çíà÷åííÿ êðèòå-
ðiþ ÿêîñòi çàäà÷i (1), (2) íà îïòèìàëüíîìó
êåðóâàííi óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i.

Äîâåäåííÿ. Îñîáëèâiñòþ çàäà÷ îïòè-
ìàëüíîãî êåðóâàííÿ (1), (2) òà (6), (7) ¹
òå, ùî äîïóñòèìi êåðóâàííÿ u(t) i v(t) âõî-
äÿòü äî íèõ ëiíiéíî òà îáèðàþòüñÿ ç êîìïà-
êòíî¨ òà îïóêëî¨ ìíîæèíè U . Òîìó [10, ï 4.3]
ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè iñíó¹ îïòèìàëü-
íå êåðóâàííÿ u∗(t), âiäïîâiäíà îïòèìàëü-
íà òðà¹êòîðiÿ x∗(t) òà îïòèìàëüíå çíà÷åí-
íÿ êðèòåðiþ ÿêîñòi J∗ = J [u∗] çàäà÷i (1),
(2). Êðiì òîãî, iñíó¹ îïòèìàëüíå êåðóâàí-
íÿ v∗(t), âiäïîâiäíà îïòèìàëüíà òðà¹êòîðiÿ
z∗(t) òà îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ êðèòåðiþ ÿêî-
ñòi J∗

0 = J0 [v
∗] óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (6), (7).

Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè îïòèìàëüíå
êåðóâàííÿ u∗(t) çàäà÷i (1), (2) ¹ äîïóñòèìèì
êåðóâàííÿì äëÿ çàäà÷i (6), (7). Òîìó, äëÿ
áóäü-ÿêèõ η0 > 0 i L > 0 iñíó¹ ε0 (η0, L) > 0
òàêå, ùî äëÿ âñiõ ε ∈ (0, ε0] òà t ∈ [0, T ] âiä-
ïîâiäíà äî öüîãî êåðóâàííÿ òðà¹êòîðiÿ z̃ (t),
z̃ (0) = x∗ (0) = x0 ∈ D0 ⊂ Dx óñåðåäíåíî¨
ñèñòåìè (6) çàäàâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

∥x∗ (t)− z̃ (t)∥ ≤ η0.

Íàâåäåíà íåðiâíiñòü çîäîâîëüíÿ¹òüñÿ ïðè
áóäü-ÿêîìó t ∈ [0, T ], à òîìó i ïðè t = T .
Òîìó ïðè âèêîíàííi óìîâè 1 áóäå∣∣∣J∗ − J̃0

∣∣∣ = | J [u∗ (t)]− J0 [u
∗ (t)]| =

= |φ (x∗ (T ))− φ (z̃ (T ))| ≤
≤ λ ∥x∗ (T )− z̃ (T )∥ ≤ λη0 = η. (25)

Êðiì òîãî, îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ v∗(t)
çàäà÷i (6), (7) ¹ äîïóñòèìèì êåðóâàííÿì äëÿ
çàäà÷i (1), (2). Òîìó, âiäïîâiäíà äî öüîãî êå-
ðóâàííÿ òðà¹êòîðiÿ x̃ (t), x̃ (0) = z∗ (0) =
x0 ∈ D0 ⊂ Dx ñèñòåìè (1) çàäîâîëüíÿ¹ íå-
ðiâíiñòü

∥z∗ (t)− x̃ (t)∥ ≤ η0.

òà âiäïîâiäíî,∣∣∣ J∗
0 − J̃

∣∣∣ = | J0 [v∗ (t)]− J [v∗ (t)] | =

= | φ (z∗ (T ))− φ (x̃ (T )) | ≤
λ ∥z∗ (T )− x̃ (T )∥ ≤ λη0 = η. (26)

Îïòèìàëüíi çíà÷åííÿ êðèòåði¨â ÿêîñòi (2)
òà (7) çàçâè÷àé çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòÿì

J∗ ≤ J̃ , J∗
0 ≤ J̃0 (27)
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òà îäíîìó iç ñïiââiäíîøåíü

J∗ ≥ J∗
0 , (28)

J∗ < J∗
0 . (29)

Â ïåðøîìó âèïàäêó ç (27), (28), (26) âèïëè-
âàþòü íåðiâíîñòi

J̃ ≥ J∗ ≥ J∗
0 ≥ J̃ − η,

çâiäêè
|J∗

0 − J∗| ≤ η.

Ó äðóãîìó âèïàäêó ç (27), (29), (25) ìà¹-
ìî, ùî

J̃0 ≥ J∗
0 > J∗ ≥ J̃0 − η,

çâiäêè
|J∗

0 − J∗| ≤ η.

Â îáîõ âèïàäêàõ ñïðàâåäëèâîþ ¹ ïåðøà
íåðiâíiñòü ç (24). Âiêîíàííÿ äðóãî¨ íåðiâíî-
ñòi ç (24) âèòiêà¹ ç âiäíîøåííÿ (26) òà ïåðøî¨
íåðiâíîñòi ç (24).

Òåîðåìà äîâåäåíà.
6. Âèñíîâêè.Ìåòîä óñåðåäíåííÿ çðó÷íî

âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ äîñèòü
ñêëàäíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
òà âiäïîâiäíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâà-
ííÿ. Äëÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
çi øâèäêèìè òà ïîâiëüíèìè çìiííèìè ìå-
òîä óñåðåäíåííÿ äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè áiëüø
ïðîñòó ñèñòåìó, ÿêà äî òîãî æ ñêëàäà¹òüñÿ
òiëüêè ç ïîâiëüíî¨ ïiäñèñòåìè. Îäíàê óñåðå-
äíåííÿ ïðîâîäèòüñÿ âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ âèðî-
äæåíî¨ ñèñòåìè âiäíîñíî øâèäêèõ çìiííèõ,
âðàõîâóþ÷è ¨õ âïëèâ íà ïîâåäiíêó ïîâiëüíèõ
çìiííèõ.

Óñåðåäíåííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðó-
âàííÿ, â ÿêó êåðóâàííÿ âõîäèòü ëiíiéíî, äî-
çâîëÿ¹ òàêîæ ïîáóäóâàòè áiëüø ïðîñòó çà-
äà÷ó. Ïðè öüîìó ìíîæèíà äîïóñòèìèõ êåðó-
âàíü äàíî¨ çàäà÷i íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè óñåðå-
äíåííi, à îñòà¹òüñÿ òàêîþ æ i äëÿ óñåðåäíå-
íî¨ çàäà÷i. Ó òåîðåìàõ ñôîðìóëüîâàíî óìî-
âè, ïðè ÿêèõ äîïóñòèìå êåðóâàííÿ îäíi¹¨ çà-
äà÷i ¹ äîïóñòèìèì êåðóâàííÿì i äëÿ äðóãî¨
çàäà÷i, ïðè öüîìó âiäïîâiäíi äî öüîãî êåðó-
âàííÿ òðà¹êòîði¨ ¹ áëèçüêèìè. Êðiì òîãî äî-
âåäåíî, ùî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ óñåðåäíå-
íî¨ çàäà÷i ¹ àñèìïòîòè÷íî îïòèìàëüíèì êå-
ðóâàííÿì äëÿ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i.
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