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ÄÈÑÊÐÅÒÍÀ ÌÎÄÅËÜ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎ� ÎÏÒÈÌIÇÀÖI�
IÍÂÅÑÒÈÖIÉÍÎÃÎ ÏÎÐÒÔÅËß

Äîñëiäæåíî áàãàòîâèìiðíó äèñêðåòíó ïðîöåäóðó ñòîõàñòè÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ç ìàðêîâñüêèìè
ïåðåìèêàííÿìè â ñõåìi ñåðié. Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi òàêî¨ ïðîöåäóðè, âè-
êîðèñòîâóþ÷è ãåíåðàòîð äâîêîìïîíåíòíîãî ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó äèñêðåòíî¨ ïðîöåäóðè, à
òàêîæ éîãî àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè â ñõåìi óñåðåäíåííÿ. Ðîçãëÿíóòà ïðîöåäóðà ñòîõàñòè÷íî¨
îïòèìiçàöi¨ çàñòîñîâàíà äî çàäà÷i ïîøóêó îïòèìàëüíîãî iíâåñòèöiéíîãî ïîðòôåëÿ.

A multidimensional discrete procedure of stochastic optimization with Markov switchings in
the series scheme is investigated. Su�cient conditions for its convergence has been established.
Convergence conditions for multidimensional procedure were analized based on the generator of
discrete procedure for a double-component Markov process and its asymptotic representations in
the averaging scheme. The stochastic optimization procedure was applied to the problem of �nding
an optimal investment portfolio.

Âñòóï. Ó 1952 ðîöi Êiôåð òà Âîëüôîâèöü [1]
(ÊÂ) ðîçãëÿíóëè çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ òî÷êè
åêñòðåìóìó u∗ ôóíêöi¨ C(u). Ó äàíié ñòàòòi
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðîöåäóðà îïòèìiçàöi¨ â ïðè-
ïóùåííi ¹äèíîñòi òî÷êè åêñòðåìóìó ôóíêöi¨
ðåãðåñi¨.

Iäåÿ ìåòîäó Êiôåðà�Âîëüôîâèöÿ [2, Ãëà-
âà 4, �2] ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ðîçðàõîâóâà-
òè íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ÿê âiäíî-
øåííÿ ïðèðîñòó ôóíêöi¨ äî ïðèðîñòó àðãó-
ìåíòó ∆u òà îäíî÷àñíî �ñïîâiëüíþâàòè� ðóõ
u(t) äî u∗. Ïðè öüîìó ïàðàìåòðè ïðîöåäóðè
ñëiä âèáèðàòè òàê, ùîá ïî-ïåðøå, ïîñëiäîâ-
íiñòü u(t) íå çóïèíèëàñü íàäòî øâèäêî, à ïî-
äðóãå, òàê, ùîá ïîãàñèòè âïëèâ âèïàäêîâèõ
çàâàä.

Îñíîâîþ áàãàòüîõ ðîáiò ç îïòèìiçàöi¨ çái-
æíîñòi àëãîðèòìiâ ¹ ðîáîòè Ì.Á. Íåâåëü-
ñîíà òà Ð.Ç. Õàñüìiíñüêîãî [2], ß.Ç. Öè-
ïêiíà [3], Á.Ò. Ïîëÿêà [4], Ë. Ëüþí-
ãà [5], Þ.Ì. �ðìîëü¹âà [6], Ã. Êóøíåðà [7],
Â.ß. Êàòêîâíèêà [8], Ï. Óðÿñü¹âà [9].

1. Ñòðèáêîâà ïðîöåäóðà ñòîõàñòè÷íî¨
îïòèìiçàöi¨ â ìàðêîâñüêîìó ñåðåäîâè-
ùi â ñõåìi óñåðåäíåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóí-
êöiþ ðåãðåñi¨ C(u; x), u ∈ Rd, x ∈ X, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó ñóïðîâîäæóþ÷èõ ñèñòåì [10]:

dux(t)

dt
= a(t)∇bC(ux(t);x), x ∈ X,

äå X � ïðîñòið ñòàíiâ ìàðêîâñüêîãî ïðîöå-
ñó [10], à ïñåâäî ðàäi¹íò ∇b äi¹ çà ïðàâèëîì:

∇bC(u; ·) =
(
C(u+i ; ·)− C(u−i ; ·)

2b(t)
, i = 1, d

)
,

u±i = ui ± b(t)ei, ei = {0, . . . , 1, 0, . . . , 0}.
Ñòðèáêîâà ïðîöåäóðà ñòîõàñòè÷íî¨ îïòè-

ìiçàöi¨ (ÏÑÎ) ç ìàðêîâñüêèìè ïåðåêëþ÷åí-
íÿìè â ñõåìi ñåðié çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåí-

íÿì (ïîêëàäåìî
−1∑
k=0

aεk∇bC(u
ε
k;x

ε
k) = 0) [11]:

uε(t) = u+ ε

ν(t/ε)−1∑
k=0

ak∇bC(u
ε
k; x

ε
k), u

ε(0) = u,

(1)
äå u ∈ Rd, à ν(t) = max{n : τn ≤ t} � ðàõóþ-
÷èé ïðîöåñ ìîìåíòiâ âiäíîâëåííÿ τn, n ≥ 0,
âêëàäåíîãî ëàíöþãà Ìàðêîâà (ÂËÌ) xn =
x(τn) ó ðiâíîìiðíî åðãîäè÷íèé ìàðêîâñüêèé
ïðîöåñ x(t) ó âèìiðíîìó ïðîñòîði (X,X ) ç
ãåíåðàòîðîì Q òà ïîòåíöiàëîì R0 [12, Ïiä-
ðîçäië 1.6].
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Â ÏÑÎ (1) íîðìóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü an
âèçíà÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿìè êåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨
a(t), t ≥ 0:

an = a(τn), n ≥ 0.

Â ïðîöåäóðó (1) âêëàäåíà äèñêðåòíà ïðî-
öåäóðà uεn:

uεn+1 = uεn + εan∇bC(u
ε
n; x

ε
n);

uεn = uε(τ εn), x
ε
n = x(τ εn), τ

ε
n = τn/ε, n ≥ 0.

(2)
Çáiæíiñòü ÏÑÎ (1) ðîçãëÿäà¹òüñÿ â óìî-

âàõ åêñïîíåíöiéíî¨ ñòiéêîñòi [2, Ãëàâà 4, �4]
ðîçâ'ÿçêó u(t) óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè

du(t)

dt
= ∇C(u(t)), C(u) = q

∫
X

ρ(dx)C(u; x),

(3)
äå ρ(B) � ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië ÂËÌ
(xn, n ≥ 0), B ∈ X , à ∇ ¹  ðàäi¹íòîì (ïî
ïåðøié çìiííié): ∇f(u; ·) = graduf(u; ·).

Ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði äiéñíîçíà÷íèõ
îáìåæåíèõ ôóíêöié âèçíà÷åíà íîðìà
∥φ(·)∥ = sup

x∈X
|φ(x)|.

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ óñåðåäíåíî¨ ñèñòå-
ìè (3) âèêîíóþòüñÿ íåîáõiäíi òà äîñòàòíi
óìîâè iñíóâàííÿ òî÷êè åêñòðåìóìó, êðiì
òîãî iñíó¹ ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà V (u) ∈ C3(Rd)
óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè (3) òàêà, ùî çàäîâîëü-
íÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:
C.1 : óìîâà åêñïîíåíöiéíî¨ ñòiéêîñòi

óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè (3)

∇C(u)∇V (u) ≤ −k0V (u);

C.2 : ìàþòü ìiñöå îöiíêè

max
x∈X

∣∣(∇bC(u;x))
2∇2V (u)

∣∣ ≤ k1(1 + V (u));

max
x∈X

∣∣∇bC(u;x)[q(x)R0−

−I]∇bC̃(u;x)∇2V (u)
∣∣ ≤ k2(1 + V (u)),

max
x∈X

∣∣(∇bC(u; x))
2[q(x)R0−

−I]∇bC̃(u;x)∇3V (u)
∣∣ ≤ k3(1 + V (u)),

äå
C̃(u;x) = q(x)C(u;x)− C(u);

C.3 : óìîâà îáìåæåííÿ ðîñòó ôóíêöi¨
Ëÿïóíîâà òà óìîâà Ëiïøèöÿ äëÿ ∇bC(u)
âiäïîâiäíî:

∥∇V (u)∥ ≤ k4(1 + V (u));

max
u∈Rd

∥∇bC(u)−∇C(u)∥ ≤ k5b(t);

ki > 0, i = 0, 5;

C.4 : ïîñëiäîâíîñòi an, bn íåçðîñòàþ÷i,
äîäàòíi òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

∞∑
n=0

an = ∞,
∞∑
n=0

a2n
b2n

<∞,
∞∑
n=0

anbn <∞.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ïî÷àòêîâîãî çíà÷å-
ííÿ uε(0) ∈ Rd ïðè êîæíîìó äîäàòíîìó
ε ≤ ε0, ε0 � äîñòàòíüî ìàëå, ÏÑÎ (1) çái-
ãà¹òüñÿ ç éìîâiðíiñòþ 1 äî ¹äèíî¨ òî÷êè
åêñòðåìóìó óñåðåäíåíî¨ åâîëþöiéíî¨ ñèñòå-
ìè (3):

P{ lim
t→∞

uε(t) = u∗} = 1.

Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî äîâåäåííÿ òåîðåìè
ïîáóäó¹ìî ãåíåðàòîð ÏÑÎ òà éîãî àñèìïòî-
òè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äâîêîìïîíåíòíèé ìàðêîâ-
ñüêèé ïðîöåñ (ÌÏ)

(uε(t), xεt = x(t/ε)). (4)

Ëåìà 1. Ãåíåðàòîð äâîêîìïîíåíòíîãî ìàð-
êîâñüêîãî ïðîöåñó (4) íà äiéñíîçíà÷íèõ ôóí-
êöiÿõ φ(u; ·) ∈ C2(Rd) ìà¹ àñèìïòîòè÷íå
ïðåäñòàâëåííÿ

Lεtφ(u; x) = ε−1Qφ(u;x) + (5)

+ a(t)Q1(x)φ(u; x) + εa2(t)θ(x)φ(u;x),

äå

Q1(x)φ(u; x) = ∇bC(u; x)Q0φ
′
u(u; y), (6)

θ(x)φ(u; x) =
1

2
(∇bC(u; x))

2Q0φ
′′
u(αu;x),

(7)

0 ≤ α ≤ 1,

Q0φ(·; x) = q(x)Pφ(·;x),

Pφ(·; x) =

∫
X

P (x, dy)φ(·; y),

à çàëèøêîâèé ÷ëåí θ(x)φ(u;x) îáìåæåíèé.
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Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ ó òðè åòà-
ïè.

Åòàï I (Âèãëÿä ãåíåðàòîðà). Ãåíåðàòîð
Lεt ÌÏ (4) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì [2,
Ãëàâà 3, �5]

Lεtφ(u;x) = lim
∆→0

∆−1
(
− φ(u; x) + (8)

+ E
[
φ(uε(t+∆); xεt+∆)|uε(t) = u; xεt = x

])
.

Îá÷èñëèìî óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâà-
ííÿ:

E[φ(uε(t+∆); xεt+∆)|uε(t) = u, xεt = x] =

= Eu,x[φ(u
ε(t+∆); xεt+∆)] =

= Eu,x[φ(u
ε(t+∆); xεt+∆)]×

×[I(θx ≤ ε−1∆) + I(θx > ε−1∆)]. (9)

Îñêiëüêè I(θx ≤ ε−1∆) = 1− e−ε
−1∆q(x) =

ε−1∆q(x) + O(∆2), òî äëÿ ïåðøîãî äîäàíêó
â (9) ìà¹ìî

Eu,x[φ(u
ε(t+∆), xεt+∆)]I(θx ≤ ε−1∆) =

= Eu,x[φ(u+∆uε(t), xεt+∆)]ε
−1∆q(x)+O(∆2),

äå ∆uε(t) = uε(t + ∆) − uε(t) � ïðèðîñòè
åâîëþöié, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ïðîöåäóðîþ (1)
ñïiââiäíîøåííÿì

∆uε(t) = εa(t)∇bC(u; x).

Ç òîãî, ùî I(θx > ε−1∆) = e−ε
−1∆q(x) =

1− ε−1∆q(x)+O(∆2) äëÿ äðóãîãî äîäàíêó â
(9) îòðèìó¹ìî

Eu,x[φ(u
ε(t+∆), xεt+∆)]I(θx > ε−1∆) =

= Eu,x[φ(u+∆uε(t), xεt+∆)][1−ε−1∆q(x)+O(∆2)].

Îñêiëüêè ïðè ∆ → 0 äëÿ îñòàííüîãî âè-
ðàçó ∆uε(t) → 0 i xεt+∆ → x, òî â ðåçóëüòàòi
ìàòèìåìî

Eu,x[φ(u
ε(t+∆);xεt+∆)] = φ(u;x) +

+ε−1∆q(x)
(
Eu,xφ(u+ εa(t)∇bC(u;x); y)−

−φ(u; x)
)
+O(∆2), (10)

äå y = xεt+∆ � çíà÷åííÿ ïðîöåñó x(t) â ìî-
ìåíò íàñòóïíîãî ñòðèáêà (y ∈ X).

Íàðåøòi, ïiäñòàâèâøè (10) ó (8), ç ïîñëi-
äîâíîñòi ïåðåòâîðåíü çíàéäåìî âèãëÿä ãåíå-
ðàòîðà Lεt :

Lεtφ(u;x) = ε−1Qφ(u; x) + ε−1Cε
t(x)φ(u;x),

(11)

äå

Cε
t(x)φ(u;x) = q(x)

∫
X

P (x, dy)
[
− φ(u; y) +

+φ(u+ εa(t)∇bC(u;x); y)
]
. (12)

Åòàï II (Âèãëÿä ãåíåðàòîðà íà äiéñíî-

çíà÷íèõ ôóíêöiÿõ φ(u; ·) ∈ C2(Rd)).
Âèêîðèñòîâóþ÷è ãëàäêiñòü ôóíêöié φ(u;x),
îñòàííié äîäàíîê â (11) ïåðåïèøåìî ó
ôîðìi:

ε−1Cε
t(x)φ(u;x) =

= ε−1q(x)

∫
X

P (x, dy)
[
εa(t)∇bC(u;x)φ

′
u(u; y)+

+
1

2
ε2a2(t)(∇bC(u; x))

2φ′′
u(αu; y)

]
, (13)

0 ≤ α ≤ 1.

Ïiäñòàâèâøè (13) ó (11), îòðèìà¹ìî (5)�
(7).

Åòàï III (Îáìåæåíiñòü çàëèøêîâîãî ÷ëå-

íà).
Îáìåæåíiñòü çàëèøêîâîãî ÷ëåíà
θε(x)φ(u; x) â (5) âèïëèâà¹ ç ïðåäñòàâ-
ëåííÿ (7), óìîâè C.2 òåîðåìè 1 i ãëàäêîñòi
ôóíêöié φ(u; x). Ìà¹ìî:

∥θ(·)φ(u; ·)∥ ≤ k∥1 + φ(u; ·)∥, k > 0,

òîáòî

εa2(t)∥θ(·)φ(u; ·)∥ → 0, ε→ 0.

Ðîçâ'ÿæåìî ïðîáëåìó ñèíãóëÿðíîãî çáó-
ðåííÿ (ÏÑÇ) äëÿ îïåðàòîðà Lεt íà çáóðåíié
ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà

V ε(u;x) = V (u) + εa(t)V1(u; x), (14)

äå V (u) � ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà äëÿ óñåðåäíå-
íî¨ ñèñòåìè (3).

Ëåìà 2. Ãåíåðàòîð Lεt íà çáóðåíié ôóíêöi¨
Ëÿïóíîâà V ε(u;x) òàêié, ùî V (u) ∈ C3(Rd),
ìà¹ àñèìïòîòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ

LεtV
ε(u;x) = a(t)∇bC(u)V

′(u) +

+εa2(t)θ(x)V (u), (15)
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äå

θ(x)V (u) = ∇bC(u; x)
[
q(x)R0 −

−I
]
∇bC̃(u;x)V

′′(u), (16)

C̃(u; x) = q(x)C(u;x)− C(u). (17)

Äîâåäåííÿ. Ðîçâ'ÿæåìî ÏÑÇ òiëüêè äëÿ çði-
çàíîãî äî Lεt îïåðàòîðà Lεt0, îñêiëüêè çàëè-
øêîâèé ÷ëåí â (5) íå âïëèâà¹ íà ðîçâ'ÿçîê
ÏÑÇ (äèâ. [13, Ïiäðîçäië 3.1] àáî [12]):

Lεt0 = ε−1Q+ a(t)Q1(x).

Ðîçêëàä îïåðàòîðà Lεt0 íà ôóíêöiÿõ
V ε(u;x) ïîäàìî ó âèãëÿäi

Lεt0V
ε(u;x) = ε−1QV (u) +

+ a(t)[QV1(u, x) +Q1(x)V (u)] +

+ εa2(t)Q1(x)V1(u; x).

Ç óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi îñòàííüîãî ðîçêëà-
äó (äèâ. íàïðèêëàä, [13, Ïiäðîçäië 3.1]) ìà-
¹ìî

QV1(u;x) +Q1(x)V (u) = Q̂1V (u), (18)

äå
Q̂1Π = ΠQ1(x)Π. (19)

Îá÷èñëèìî ïðàâó ÷àñòèíó (19). Ç ïðåä-
ñòàâëåííÿ (6) ìà¹ìî

ΠQ1(x)ΠV (u) = Πq(x)∇bC(u; x)V
′(u) =

=

∫
X

π(dx)q(x)∇bC(u; x)V
′(u) =

= q

∫
X

ρ(dx)∇bC(u; x)V
′(u) = ∇bC(u)V

′(u).

Òàêèì ÷èíîì, ç (18) îòðèìó¹ìî:

QV1(u;x) = (Q̂1 −Q1(x))V (u).

Âðàõîâóþ÷è, ùî R0Qφ = (Π − I)φ, à
òàêîæ (6) òà (19), äëÿ çáóðåííÿ V1(u; x)
ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà V (u) ç îñòàííüîãî ìà¹ìî
ðîçâ'ÿçîê:

V1(u;x) = R0∇bC̃(u; x)V
′(u), (20)

äå C̃(u;x) ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ (17).

Òîäi ç (20) òà ç òîãî, ùî

q(x)

∫
X

P (x, dy)R0 = q(x)R0 +Π− I

âèïëèâà¹:

θ(x)V (u) =

= ∇bC(u; x)[q(x)R0 − I]∇bC̃(u; x)V
′′(u).

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ

Lεt0V
ε(u; x) = a(t)∇bC(u)V

′(u) +

+ εa2(t)θ(x)V (u),

äå θ(x)V (u) ìà¹ âèãëÿä (16).
Çàóâàæèìî, ùî ç ãëàäêîñòi ôóíêöié

C(u;x), V (u), óìîâè C.2 òåîðåìè 1 òà îáìå-
æåíîñòi îïåðàòîðà R0 äëÿ (16) îòðèìó¹ìî
îöiíêó äëÿ θ(x):

∥θ(·)V (u)∥ < k(1 + V (u)), k > 0, x ∈ X.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ïðîâåäåìî â äåêiëü-
êà åòàïiâ. Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî êëþ÷îâó íå-
ðiâíiñòü.

Ëåìà 3. Ãåíåðàòîð Lεt íà çáóðåíié ôóíêöi¨
Ëÿïóíîâà (14) â óìîâàõ òåîðåìè 1 äîïóñêà¹
îöiíêó:

LεtV
ε(u;x) ≤ g(t)(1+V (u))−α(t)V (u), (21)

äå

α(t) > 0, g(t) > 0,

∞∫
0

α(t)dt = ∞,

∞∫
0

g(t)dt <∞.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó Ñ.1 òåî-
ðåìè 1 åêñïîíåíöiéíî¨ ñòiéêîñòi ñèñòåìè (3),
îöiíêè Ñ.2 (òàì æå) äëÿ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà
θL(x)V (u), óìîâó Ëiïøèöÿ (óìîâà C.3), à òà-
êîæ ìîíîòîííiñòü òà îáìåæåíiñòü ôóíêöié
a(t), b(t) (óìîâà C.4), îòðèìà¹ìî íàâåäåíó
îöiíêó (21).

Ïî-äðóãå, âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä
çáóðåííÿ (20), à òàêîæ óìîâó Ñ.2 òåîðåìè 1,
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îòðèìà¹ìî îöiíêó çáóðåíî¨ ôóíêöi¨ Ëÿïóíî-
âà:

0 < −εa(t)δ(1 + V (u)) + V (u) < V ε(u;x) <

< εa(t)δ(1 + V (u)) + V (u) (22)

äëÿ âñiõ1 ε < ε0 (δ > c0 + c1 > 0).
Ïî-òðåò¹, âñòàíîâèìî, ùî ïðîöåñ

V ε
n = V ε(uεn;x

ε
n), n ≥ 0, (23)

¹ íåâiä'¹ìíèì ñóïåðìàðòèíãàëîì. Äëÿ öüî-
ãî çàóâàæèìî, ùî ðîçøèðåíèé ïðîöåñ ìàð-
êîâñüêîãî âiäíîâëåííÿ (2) ïîðîäæó¹ íà òåñò-
ôóíêöiÿõ φ(u; ·) ∈ C3(Rd), ìàðòèíãàë

µn+1 = φ(uεn+1, x
ε
n+1)− φ(u0; x0)−

−ε
n∑
k=0

θk+1L
ε
τεk
φ(uεk; x

ε
k), (24)

âiäíîñíî ïîòîêó σ-àëãåáð X ε
n =

σ{uεk, xεk, τ εk , k = 0, n}, n ≥ 0. Äiéñíî, â
ïîçíà÷åííi φεn = φ(uεn;x

ε
n) ìà¹ìî

E[µn+1 − µn|X ε
n ] =

= EX ε
n
[φεn+1 − φεn]− EX ε

n
[εθn+1L

ε
τεn
φεn]. (25)

Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ïîðîäæóþ÷îãî
îïåðàòîðà (ãåíåðàòîðà) (8), îá÷èñëèìî äðó-
ãèé äîäàíîê â (25):

EX ε
n
[εθn+1L

ε
τεn
φεn] = εg(xεn)L

ε
τεn
φεn =

= εg(xεn)ε
−1q(xεn)EX ε

n
[φεn+1 − φεn] =

= EX ε
n
[φεn+1 − φεn].

Òàêèì ÷èíîì, ç (25) ìà¹ìî ìàðòèíãàëüíó
âëàñòèâiñòü äëÿ (24):

E[µn+1 − µn|X ε
n ] = 0, n ≥ 0. (26)

Âèêîðèñòà¹ìî (26) äëÿ äîâåäåííÿ íàñòó-
ïíî¨ ëåìè.

Ðîçãëÿíåìî â (24) çàìiñòü äîâiëüíî¨ òåñò-
ôóíêöi¨ φ(u;x), u ∈ Rd, x ∈ X, çáóðåíó
ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà V ε(u; x).

Ëåìà 4. Ïðîöåñ (23) ¹ íåâiä'¹ìíèì ñóïåð-
ìàðòèíãàëîì.

1Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìîæíà ïîêëàñòè ε0 = 1
a(t)δ

V (u)
1+V (u)

.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ëåìè 4 ïðîâîäèòüñÿ
àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2 [13,
Ðîçäië 3 �3].

Ç (26) îòðèìó¹ìî E[µεn+1|X ε
n ] = µεn. Òî-

äi âèêîðèñòà¹ìî ìàðòèíãàëüíó õàðàêòåðèçà-
öiþ ïðîöåñó (23):

E[V ε
n+1|X ε

n ] = V ε
0 + εE

[ n∑
k=0

θk+1L
ε
τεk
V ε
k

]
+ µεn,

(27)
Ó (27) ïiäñòàâèìî (24) çàìiñòü µεn:

E[V ε
n+1|X ε

n ] = V ε
0 + εg(xεn)L

ε
τεn
V ε
n+

+ε[
n−1∑
k=0

θk+1L
ε
τεk
V ε
k ]+V

ε
n−V ε

0 −ε[
n−1∑
k=0

θk+1L
ε
τεk
V ε
k ].

Äàëi ìà¹ìî E[V ε
n+1|X ε

n ] = V ε
n +

εg(xεn)L
ε
τεn
V ε
n . À ðàçîì ç îñíîâíîþ íåðiâíiñòþ

(21) îòðèìó¹ìî E[V ε
n+1|X ε

n ] ≥ V ε
n , n ≥ 0.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âèêîíàíi óìîâè ìî-
äåëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè Êîðîëþêà [10,
Ïiäðîçäië 3.2, ñ. 51], à òàêîæ òåîðåìè 7.1
Íåâåëüñîíà-Õàñüìiíñüêîãî [2, Ãëàâà 2, �7],
ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ïðîöåñiâ çà ñêií-
÷åííîâèìiðíèìè ðîçïîäiëàìè

uε(t) ⇒ u(t), ε→ 0.

Âèêîðèñòàííÿ îöiíîê (21) òà (22), à òàêîæ
ëåìè 4 çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.

2. Çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî ïîðòôå-
ëÿ.

Âïåðøå ìîäåëü äâîêðèòåðiàëüíîãî ïîðò-
ôåëÿ ç êðèòåðiÿìè ïðèáóòêîâîñòi i ðèçèêó
áóëà çàïðîïîíîâàíà Ã. Ìàðêîâiöåì â 1951 ð.
ó íàñòóïíîìó ñïðîùåíîìó âèãëÿäi [14] 2:

r(u) =
d∑
i=1

riui → max,

C̃(u;x) =
d∑
i=1

d∑
j=1

Sij(x)uiuj → min,

Sij(x) = cijxixj,
d∑
i=1

aijui = bj, j = 1,m,

d∑
i=1

ui = 1, ui ≥ 0,

(28)

2Äåòàëüíiøå öÿ ìîäåëü ðîçãëÿíóòà ó ïðàöi [14], à òàêîæ ó
ìîíîãðàôiÿõ [15, 16].
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äå ri = ri(t) � ïðèáóòêîâiñòü i-ãî ñåêòîðà ií-
âåñòóâàííÿ (ñ.i.), xi = xi(t) � ðèçèê íåñïðè-
ÿòëèâî¨ çìiíè ðèíêîâèõ êîòèðóâàíü äëÿ i-ãî
ñ.i. Âií òàêîæ çàëåæèòü âiä äîâæèíè iíâå-
ñòèöiéíîãî ãîðèçîíòó, à â ÿêîñòi éîãî îöiíêè
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiä-
õèëåííÿ, îá÷èñëåíå çà iñòîðè÷íèìè ÷è çìî-
äåëüîâàíèìè äàíèìè ïðèáóòêîâîñòåé âêëà-
äiâ i âiäîáðàæà¹ àãðåãîâàíó îöiíêó âàëþ-
òíîãî, öiíîâîãî òà ïðîöåíòíîãî ðèçèêiâ [15].
cij = cij(t), i, j = 1, n � êîåôiöi¹íòè êî-
ðåëÿöi¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ïðèáóòêîâîñòåé
ñ.i. Âîíè âiäîáðàæàþòü ðèçèê äîäàâàííÿ äî
ïîðòôåëþ i-ãî j-ãî âèäó àêòèâó. Äîäàòêî-
âî íàêëàäàþòüñÿ ëiíiéíi îáìåæåííÿ íà äîëi
ðîçìiùåíèõ iíâåñòèöié i áåç çìåíøåííÿ çà-
ãàëüíîñòi ââàæà¹òüñÿ, ùî òàêi ëiíiéíi îáìå-
æåííÿ ìàþòü âèãëÿä ðiâíîñòåé.

Íåîáõiäíî çíàéòè äîëi (u1, . . . , ud) êàïi-
òàëó, ÿêèé ñëiä âêëàñòè ó d ìîæëèâèõ ñå-
êòîðiâ iíâåñòóâàííÿ, òàê, ùîá ìiíiìiçóâàòè
âàðiàöiþ C̃(u; x) åôåêòèâíîñòi ïîðòôåëÿ òà
ìàêñèìiçóâàòè éîãî ïðèáóòêîâiñòü r(u). Ãî-
ëîâíèé íåäîëiê ìîäåëi � âåëèêà êiëüêiñòü
âõiäíèõ äàíèõ Sij, ÿêi ñêëàäíî îòðèìàòè.

Îñêiëüêè íà ïëîùèíi r(u) × C̃(u;x) ìíî-
æèíà åôåêòèâíèõ ïîðòôåëiâ çàäà÷i (28) â
çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ íåïåðåðâíîþ îïóêëîþ
äîãîðè êðèâîþ [14], òî äëÿ îïèñó öi¹¨ ìíî-
æèíè âèêîðèñòîâóþòü ñiìåéñòâî äîòè÷íèõ,
çàëåæíèõ âiä äåÿêîãî ïàðàìåòðà µ, ÿêèé âè-
çíà÷à¹ êóò íàõèëó:

−µr(u) + C̃(u;x) = C(u;x), µ ∈ [0,∞).

Ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî äàíi ïðÿìi ïî-
âèííi áóòè äîòè÷íèìè äî îïóêëî¨ êðèâî¨, ìi-
íiìóì C̃(u; x) äëÿ êîíêðåòíîãî µ âèçíà÷à¹-
òüñÿ ç óìîâè:

−µ
d∑
i=1

riui +
d∑
i=1

d∑
j=1

Sij(x)uiuj → min
u∈U

, (29)

U =
{
u ∈ Rd :

d∑
i=1

aijui = bj,

j = 1,m, ui ≥ 0, i = 1, d
}
.

Çàäà÷à (29) ¹ ëiíiéíîþ çãîðòêîþ äâîêðè-
òåðiàëüíî¨ çàäà÷i (28) i íàëåæèòü äî êëà-

ñó çàäà÷ îïóêëîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàìó-
âàííÿ, îñêiëüêè êâàäðàòè÷íà ôîðìà (çàâ-
äÿêè âëàñòèâîñòÿì êîâàðiàöiéíî¨ ìàòðèöi)
¹ ñèìåòðè÷íîþ òà íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ.
Îñêiëüêè U � îïóêëà ìíîæèíà, òî çãiäíî
ç òåîðåìîþ Ãóðâiöà [14] ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ
çàäà÷i ïàðàìåòðè÷íîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðî-
ãðàìóâàííÿ (29) ñïiâïàäàòèìå ç ìíîæèíîþ
ïàðåòî-îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (28).

3. Ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ.
Äëÿ íàî÷íîñòi ðîçãëÿíåìî äâîâèìiðíèé

âèïàäîê, òîáòî ñèòóàöiþ, êîëè ¹ òiëüêè
äâà ñåêòîðè iíâåñòóâàííÿ (íåõàé öå áóäå
âàëþòíèé ðèíîê). Ïîòðiáíî çíàéòè âåêòîð
(u1, u2)

T , ùî çàáåçïå÷óâàòèìå ìiíiìóì ôóí-
êöiîíàëó C(u;x). Ó òàêîìó âèïàäêó Sij(x)
� êîåôiöi¹íò êîðåëÿöi¨ âàëþò i òà j âiäíîñíî
áàçîâî¨ çà îäíàêîâèé ïåðiîä ÷àñó. Óìîâè, ùî
íàêëàäàþòüñÿ:

• âèïàäêîâi âåëè÷èíè x = x(t) ìàþòü
ìàðêîâñüêó âëàñòèâiñòü;

• Ex2(t) < const, ðîçìàõ ¨õ êîëèâàíü ïðè-
éìà¹ çíà÷åííÿ ∆(x) = (0.4, 0.4);

• ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ðèçèêó ðiâíå
x = (0.5, 0.5);

• ïðè ìîäåëþâàííi ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ðè-
çèê x ìîæå ïåðåáóâàòè â îäíîìó ç òðüîõ
ñòàíiâ: (x + ∆(x), x − ∆(x), x) (ìàêñè-
ìàëüíà, ìiíiìàëüíà, âiäñóòíÿ çìiíà ðè-
çèêó).

0 50 100

7x103

1x104

2x104

 C(u, x
0
)

 C(u, x)

n

Ðèñ. 1: Ïðîåêöiÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ íà ïëîùèíó (u1, n)
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Äëÿ ïðèêëàäó âèáðàíî òàêó öiëüîâó ôóí-
êöiþ:

C(u; x) = −1.3u1−1.6u2+x1u
2
1+x1x2u1u2+x2u

2
2.

Íà ðèñ. 1 ïîäàíî ¨¨ ïðîåêöiþ íà ïëîùèíó
(u1, n) ïðè n = 1, 100 òà u2 = u1 çà óìîâè
âiäñóòíîñòi (C(u;x0)) òà íàÿâíîñòi çìiíè ðè-
çèêiâ (C(u; x)).

Âiäîìî [17, Ãëàâà 2, �3], ùî äëÿ òàêî¨ ôóí-
êöi¨ iñíó¹ ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà. Ëåãêî ïåðåâi-
ðèòè, ùî âèêîíàíi âñi óìîâè òåîðåìè 1. Òîá-
òî ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ÏÑÎ (1) äî
òî÷êè åêñòðåìóìó óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè (3).

0 100 200 300 900 1000

0.8

1.2

1.6

2.0

2.4

n

 u
1
(n)

 u
2
(n)

Ðèñ. 2: Ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ

Ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ ïîêàçàíî íà
ðèñ. 2, ÿêi â íîðìîâàíîìó âèãëÿäi ìàþòü
çíà÷åííÿ: ũ∗1 ≈ 40.2%, ũ∗2 ≈ 59.8%.

Òî÷êà ìiíiìóìó óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè:
u∗1 = 40%, u∗2 = 60%.

Âiäíîñíà ïîõèáêà ñòàíîâèòü: δu∗1 ≈
0.5%, δu∗2 ≈ 0.3%.

Âèñíîâêè. Äîñëiäæåíî áàãàòîâèìiðíó äèñ-
êðåòíó ïðîöåäóðó ñòîõàñòè÷íî¨ îïòèìiçàöi¨
ç ìàðêîâñüêèìè ïåðåìèêàííÿìè â ñõåìi ñå-
ðié.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ãåíåðàòîð äèñêðåòíî¨
ïðîöåäóðè äëÿ äâîêîìïîíåíòíîãî ìàðêîâ-
ñüêîãî ïðîöåñó òà éîãî àñèìïòîòè÷íå ïðåä-
ñòàâëåííÿ â ñõåìi óñåðåäíåííÿ, âñòàíîâëåíî
äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi ðîçãëÿíóòî¨ ïðî-
öåäóðè. Öi óìîâè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ äî-
ñëiäæåííÿ ¨¨ àñèìïòîòè÷íî¨ íîðìàëüíîñòi.

Òàêîæ îïèñàíó ïðîöåäóðó çàñòîñîâàíî äî
çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî iíâåñòèöiéíîãî
ïîðòôåëÿ. Äëÿ öüîãî ðîçðîáëåíî âiäïîâiä-
íó ïðîãðàìó â ñåðåäîâèùi Matlab. Ðåçóëüòà-

òè ìîäåëþâàííÿ ïiäòâåðäæóþòü õîðîøó çái-
æíiñòü ïðîöåäóðè äî òî÷êè åêñòðåìóìó u∗.
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