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ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÐÎÇÏÎÄIËÓ ÂÈÏÀÄÊÎÂÎ� ÍÅÏÎÂÍÎ� ÑÓÌÈ
ÇÁIÆÍÎÃÎ ÇÍÀÊÎÄÎÄÀÒÍÎÃÎ ÐßÄÓ, ×ËÅÍÈ ßÊÎÃÎ ÓÒÂÎÐÞÞÒÜ

ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÓ ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒÜ ÔIÁÎÍÀ××I

Ó ñòàòòi âèâ÷à¹òüñÿ Ëåáåãiâñüêà ñòðóêòóðà, òîïîëîãi÷íi, ìåòðè÷íi òà ôðàêòàëüíi âëàñòèâî-
ñòi ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ íåïîâíî¨ ñóìè çáiæíîãî ðÿäó, ÷ëåíè ÿêîãî ¹ åëåìåíòàìè óçàãàëüíåíî¨
ïîñëiäîâíîñòi Ôiáîíà÷÷i, à ñàìå, ïîñëiäîâíîñòi ÷ëåíè ÿêî¨ (ïî÷èíàþ÷è ç òðåòüîãî) âîëîäiþòü
âëàñòèâiñòþ un+2 = pun+1 + sun, äå u1, u2, p, s � ôiêñîâàíi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà.

In this paper we study Lebesque structure, topological, metric and fractal properties of the
distribution of random incomplete sum of the convergent series, whose terms are elements of a
Fibonacci generalized sequence, namely, the sequence whose terms satisfy the following condition
un+2 = pun+1 + sun, where u1, u2, p, s are �xed positive real numbers.

Âñòóï.
Ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë (un) , ÷ëåíè

ÿêî¨ (ïî÷èíàþ÷è ç òðåòüîãî) âîëîäiþòü âëà-
ñòèâiñòþ

un+2 = pun+1 + sun, (1)

äå u1, u2, p, s ∈ R, íàçèâàòèìåìî óçàãàëüíå-
íîþ ïîñëiäîâíiñòþ Ôiáîíà÷÷i.

Óçàãàëüíåíà ïîñëiäîâíiñòü Ôiáîíà÷÷i ¹
÷îòèðüîõïàðàìåòðè÷íèì îá'¹êòîì, áî ç (1)
çðîçóìiëî, ùî âèðàç ¨¨ çàãàëüíîãî ÷ëåíà çà-
ëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ u1, u2, p, s. Òðèâi-
àëüíèì ïðèêëàäîì óçàãàëüíåíî¨ ïîñëiäîâíî-
ñòi Ôiáîíà÷÷i ¹ (0) = (0, 0, 0, . . .) � íóëü-
ïîñëiäîâíiñòü. Î÷åâèäíî, ùî êîëè (un)

∞
n=1

� óçàãàëüíåíà ïîñëiäîâíiñòü Ôiáîíà÷÷i, òî
(un)

∞
n=m � òåæ óçàãàëüíåíà ïîñëiäîâíiñòü

Ôiáîíà÷÷i. Ïðèêëàäàìè óçàãàëüíåíèõ ïîñëi-
äîâíîñòåé Ôiáîíà÷÷i ¹ äîâiëüíi ãåîìåòðè÷íi
ïðîãðåñi¨, êëàñè÷íà ïîñëiäîâíiñòü Ôiáîíà÷-
÷i, ïîñëiäîâíiñòü Ëþêà, ïîñëiäîâíiñòü Ïåë-
ëÿ, ïîñëiäîâíiñòü ßêîáøòàëÿ òà iíøi.

Ìíîæèíà

F = {(un) : u1, u2 ∈ R, un+2 = pun+1 + sun}

óçàãàëüíåíèõ ïîñëiäîâíîñòåé Ôiáîíà÷÷i, ç
ôiêñîâàíèìè ïàðàìåòðàìè p òà s, óòâîðþ¹
äâîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið [8]. Íà ìíî-
æèíi òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé ìîæíà ïðèðî-
äíiì ñïîñîáîì ââåñòè ëiíiéíi îïåðàöi¨, ñêà-
ëÿðíèé äîáóòîê, íîðìó, ìåòðèêó.

1. Çíàêîäîäàòíèé ðÿä, ÷ëåíè ÿêîãî
óòâîðþþòü óçàãàëüíåíó ïîñëiäîâíîñòü
Ôiáîíà÷÷i.

Ðîçãëÿíåìî çíàêîäîäàòíié ðÿä

u1 + u2 +
∞∑
n=1

un+2, un+2 = pun+1 + sun, (2)

u1, u2, p, s ∈ R+, n ∈ N,

òîáòî ðÿä, ÷ëåíè ÿêîãî ¹ åëåìåíòàìè óçà-
ãàëüíåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi Ôiáîíà÷÷i ç äîäà-
òíèìè ïî÷àòêîâèìè ïàðàìåòðàìè u1, u2, p, s.
Òåîðåìà 1. (Ôîðìóëà òèïó Áiíå).

Äëÿ çàãàëüíîãî ÷ëåíà ðÿäó (2) ñïðàâåäëèâà
íàñòóïíà ðiâíiñòü

un+1 =
Φn (u2 − u1Ψ)−Ψn (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
, (3)

äå

Φ =
p+

√
p2 + 4s

2
,Ψ =

p−
√
p2 + 4s

2
.

Äîâåäåííÿ. Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ çà-
ãàëüíîãî ÷ëåíà ðÿäó (2) ðiâíîñèëüíà çàäà÷i
ðîçâ'ÿçàííÿ îäíîðiäíîãî ðiçíèöåâîãî ðiâíÿ-
ííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó (äèâ. [10])

y (x+ 2)− py (x+ 1)− sy (x) = 0. (4)

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äàíîãî ðiçíè-
öåâîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

λ2 − pλ− s = 0. (5)
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Îñêiëüêè, ïàðàìåòðè p òà s çà óìîâîþ ¹
äîäàòíèìè, òî êîðåíÿìè ðiâíÿííÿ (5) áóäóòü

äiéñíi ÷èñëà Φ =
p+
√
p2+4s

2
òà Ψ =

p−
√
p2+4s

2
,

ïðè÷îìó Φ ̸= Ψ. Êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íî-
ãî ðiâíÿííÿ çàäàþòü äâà ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ
(4): y1 (x) = Φx òà y2 (x) = Ψx. Îòæå, çàãàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çàïèñàòè ÿê ôóíêöiþ

y(x) = c1Φ
x−1+c2Ψ

x−1,

à âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâi óìîâè{
c1y1 (1) + c2y2 (1) = u1,
c1y1 (2) + c2y2 (2) = u2,

ìîæíà çíàéòè ñòàëi c1 òà c2. Ìàòèìåìî

c1 =
u2 − u1Ψ

Φ−Ψ
, c2 = −u2 − u1Φ

Φ−Ψ
.

Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ÷ëåí ðÿäó (2) áó-
äå ìàòè âèãëÿä

un =
Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
.

Íàñëiäîê 1. Äëÿ ÷ëåíiâ ðÿäó (2) ìà¹ ìi-
ñöå íàñòóïíà ðiâíiñòü

lim
n→∞

un+1

un
= Φ.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü
(3), øóêàíó ãðàíèöþ ìîæíà çàïèñàòè ÿê

lim
n→∞

un+1

un
=

= lim
n→∞

Φn(u2 − u1Ψ)−Ψn(u2 − u1Φ)

Φn−1(u2 − u1Ψ)−Ψn−1(u2 − u1Φ)
.

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî äëÿ ÷ëåíiâ ðÿäó (2)
ïî÷àòêîâi ïàðàìåòðè u1, u2, p, s ¹ äîäàòíi-
ìè, äëÿ ÷èñåë Φ òà Ψ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi
òâåðäæåííÿ

Φ =
p+

√
p2 + 4s

2
> 0,

Ψ =
p−

√
p2 + 4s

2
< 0,

|Φ| > |Ψ| , u2 − u1Ψ ̸= 0.

Âçÿâøè äî óâàãè îñòàííi íåðiâíîñòi, ìî-
æíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî

lim
n→∞

un+1

un
= Φ.

Íàñëiäîê 2. Äëÿ çáiæíîñòi ðÿäó (2) íå-
îáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ ñè-
ñòåìà íåðiâíîñòåé{

0 < p < 1,
0 < s < 1− p.

(6)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè, çàãàëüíèé ÷ëåí
ðÿäó (2) ìà¹ âèãëÿä (3), òî î÷åâèäíî, ùî äëÿ
çáiæíîñòi ðÿäó íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
âèêîíóâàëàñÿ õî÷à á îäíà ç òðüîõ ñèñòåì{

|Φ| < 1,
|Ψ| < 1,

{
|Φ| < 1,
u2 = u1Φ,

{
|Ψ| < 1,
u2 = u1Ψ.

Âðàõóâàâøè òå, ùî

|Φ| > |Ψ| , u2 − u1Ψ ̸= 0,

íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó çáiæíîñòi ðÿäó
ìîæíà çàïèñàòè ÿê ñèñòåìó íåðiâíîñòåé{

0 < Φ < 1,
−Φ < Ψ < 0,

⇒

 0 <
p+
√
p2+4s

2
< 1,

−1 <
p−
√
p2+4s

2
< 0.

Îñòàííþ ìîæíà ïåðåïèñàòè âiäíîñíî ïà-
ðàìåòðiâ p òà s ó âèãëÿäi{

0 < p < 1,
0 < s < 1− p.

Ëåìà 1. ßêùî ðÿä (2) çáiæíèé, òî
∞∑
n=1

un = r =
u1(1− p) + u2

1− p− s
. (7)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
ëåìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (3), ìîæíà
çàïèñàòè íàñòóïíå

r =
∞∑
n=1

un =

=
∞∑
n=1

Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
.

Îñêiëüêè, ðÿä (2) çà óìîâîþ çáiæíèé, òî
ç óìîâè (6) ñëiäó¹, ùî |Φ| < 1 òà |Ψ| < 1.
Òàêèì ÷èíîì, ñóìà ðÿäó (2) ¹ ñóìîþ äâîõ
çáiæíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ïðîãðåñié çi çíàìåí-
íèêàìè Φ òà Ψ âiäïîâiäíî, çâiäêè îòðèìó¹ìî
íàñòóïíå

r =
u2 − u1Ψ

(Φ−Ψ)(1− Φ)
− u2 − u1Φ

(Φ−Ψ)(1−Ψ)
=
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=
u1 − u1(Φ + Ψ) + u2
1− (Ψ + Φ) + ΦΨ

.

Âðàõóâàâøè ðiâíîñòi Φ · Ψ = −s òà Φ +
Ψ = p, îñòàííþ òîòîæíiñòü ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi

r =
u1(1− p) + u2

1− p− s
.

Ëåìó äîâåäåíî.
Ëåìà 2. ßêùî ðÿä (2) çáiæíèé, òî

∞∑
n=k+1

un = rk =
uk+1 + suk
1− p− s

. (8)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
ëåìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (3), ìîæíà
çàïèñàòè íàñòóïíå

rk =
∞∑

n=k+1

un =

=
∞∑

n=k+1

Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
.

Îñêiëüêè, ðÿä (2) çà óìîâîþ çáiæíèé, òî
|Φ| < 1 òà |Ψ| < 1. ×èñëî rk ¹ ñóìîþ çàëè-
øêiâ äâîõ çáiæíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ïðîãðåñié
çi çíàìåííèêàìè Φ òà Ψ âiäïîâiäíî, çâiäêè
îòðèìà¹ìî

rk =
∞∑

n=k+1

(u2 − u1Ψ)

Φ−Ψ
Φn−1−

−
∞∑

n=k+1

(u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
Ψn−1 =

=
(u2 − u1Ψ)Φk

(Φ−Ψ)(1− Φ)
− (u2 − u1Φ)Ψ

k

(Φ−Ψ)(1−Ψ)
=

=
uk+1 − ΦΨuk
(1−Ψ)(1− Φ)

.

Âðàõóâàâøè òîé ôàêò, ùî Φ · Ψ = −s òà
Φ+Ψ = p, îñòàííþ ðiâíiñòü ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi

rk =
uk+1 − ΦΨuk

1− (Ψ + Φ) + ΦΨ
) =

uk+1 + suk
1− p− s

.

Ëåìó äîâåäåíî.

2. Âëàñòèâîñòi ìíîæèíè íåïîâíèõ
ñóì ðÿäó.
Îçíà÷åííÿ. ßêùî M ∈ 2N , àáî iíøèìè

ñëîâàìè M ⊆ N (N � ìíîæèíà íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë), òî ÷èñëî

x = x (M) =
∑
n∈M

un =
∞∑
n=1

εnun, (9)

äå

εn =

{
1, n ∈M,
0, n /∈M,

íàçèâà¹òüñÿ íåïîâíîþ ñóìîþ ðÿäó.
Ç ðîáîòè I. E. Nyman òà R. A. Saenz [5]

âiäîìî, ùî ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì äîâiëü-
íîãî çáiæíîãî çíàêîäîäàòíîãî ðÿäó ¹ îäíi¹þ
ç òðüîõ òèïiâ: ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì âiä-
ðiçêiâ, ìíîæèíîþ êàíòîðiâñüêîãî òèïó àáî
êàíòîðâàëîì.
Îçíà÷åííÿ. Öèëiíäðîì k -îãî ðàíãó ç

îñíîâîþ c1c2 . . . ck, äå ci ∈ {0, 1}, íàçèâà¹-
òüñÿ ìíîæèíà ∆′

c1c2...ck
, ÿêà ìiñòèòü âñi íå-

ïîâíi ñóìè ðÿäó (2) âèäó

k∑
n=1

cnun +
∞∑

n=k+1

εnun, äå εn ∈ {0, 1} .

Îçíà÷åííÿ. Öèëiíäðè÷íèì âiäðiçêîì
ðàíãó k ç îñíîâîþ c1c2 . . . ck íàçèâà¹òüñÿ âiä-
ðiçîê

∆c1c2...ck =
[
inf ∆′

c1c2...ck
, sup∆′

c1c2...ck

]
=

=

[
k∑

n=1

cnun, rk +
k∑

n=1

cnun

]
.

Â çàëåæíîñòi âiä (un) i íàáîðó c1c2 . . . ck
ìîæëèâi âèïàäêè, êîëè ∆′

c1c2...ck
i ∆c1c2...ck

ñïiâïàäàþòü òà íå ñïiâïàäàþòü, àëå çàâæäè
∆′
c1c2...ck

⊂ ∆c1c2...ck . Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷å-
ííÿ âèïëèâàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi öèëií-
äðè÷íèõ ìíîæèí:
1. inf ∆c1c2...ck = inf ∆′

c1c2...ck
,

sup∆c1c2...ck = sup∆′
c1c2...ck

.

2. ∆c1c2...ck ⊃ ∆c1c2...ck0

∪
∆c1c2...ck1,

∆′
c1c2...ck

= ∆′
c1c2...ck0

∪
∆′
c1c2...ck1

.
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3. inf ∆c1c2...ck = inf ∆c1c2...ck0 < inf ∆c1c2...ck1,

sup∆c1c2...ck = sup∆c1c2...ck1 > sup∆c1c2...ck0.

4. |∆c1c2...ck | = rk → 0, ïðè k → ∞.

5.
∞∩
k=1

∆c1c2...ck =
∞∩
k=1

∆′
c1c2...ck

≡

≡ ∆c1c2...ck... = x ⊂
[
0 ,

u1(1− p) + u2
1− p− s

]
.

6.
|∆c1c2...ckck+1

|
|∆c1c2...ck |

=
rk+1

rk+1 + uk+1

=

=
1

δk+1 + 1
, äå δk+1 =

uk+1

rk+1

.

7. ∆c1c2...ck = ∆s1s2...sk ↔ ci = si, i = 1, k.
8.

∆c1c2...ck1

∩
∆c1c2...ck0 =

=

[
k∑

n=1

cnun + un+1,

k∑
n=1

cnun + rn

]
,

ÿêùî uk+1 < rk+1;

∆c1c2...ck1

∩
∆c1c2...ck0 =

= ∆c1c2...ck10...0..., ÿêùî uk+1 = rk+1;

∆c1c2...ck1

∩
∆c1c2...ck0 = ∅, ÿêùî uk+1 > rk+1.

9. ∣∣∣∆c1c2...ck1

∩
∆c1c2...ck0

∣∣∣ =
=

{
rk+1 − uk+1, ÿêùî uk+1 < rk+1,
0, ÿêùî uk+1 ≥ rk+1.

Òåîðåìà 2 ([1]).Ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì
∆′ çáiæíîãî çíàêîäîäàòíîãî ðÿäó ìà¹ íàñòó-
ïíi âëàñòèâîñòi:

1. âîíà ¹ äîñêîíàëîþ ìíîæèíîþ (çàìêíå-
íîþ áåç içîëüîâàíèõ òî÷îê);

2. ∆′ =
∪

c1c2...cm

△′
c1c2...cm äëÿ äîâiëüíîãî

m ∈ N , ïðè÷îìó âñi △′
c1c2...cm , ÿêi âõî-

äÿòü â îá'¹äíàííÿ, ¹ içîìåòðè÷íèìè;

3. âîíà ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñêií÷åííå îá'¹äíàííÿ
âiäðiçêiâ, ÿêùî íåðiâíiñòü rn < un âè-
êîíó¹òüñÿ ëèøå äëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà
n;

4. âîíà ¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ,
ÿêùî íåðiâíiñòü rn ≥ un âèêîíó¹òüñÿ
ëèøå äëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà n.

Òåîðåìà 3. ßêùî äëÿ ðÿäó (2) âèêîíó¹-
òüñÿ ñèñòåìà íåðiâíîñòåé{

0 < p < 1,
max{0, 1

4
− p

2
} ≤ s < 1− p,

(10)

òî ðÿä çáiãà¹òüñÿ, à ìíîæèíà éîãî íåïîâíèõ
ñóì ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñêií÷åííå îá'¹äíàííÿ âiä-
ðiçêiâ.
Äîâåäåííÿ. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

òåîðåìè, òî àâòîìàòè÷íî âèêîíó¹òüñÿ ñèñòå-
ìà (6), ÿêà ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìî-
âîþ çáiæíîñòi ðÿäó. Ñèñòåìó (10) âiäíîñíî
÷èñåë Φ òà Ψ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi{

1
2
< Φ < 1,

−Φ < Ψ < 0.

Äëÿ ðÿäó (2) ââåäåìî äî ðîçãëÿäó âåëè-
÷èíó

δn =
un
rn
,

äå un � n-èé ÷ëåí, à rn � âiäïîâiäíî n-èé
çàëèøîê ðÿäó. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (3)
òà (8), ìîæíà âñòàíîâèòè íàñòóïíå

δn =
Φn−1(u2 − u1Ψ)−Ψn−1(u2 − u1Φ)

(u2 − u1Ψ)Φn

1− Φ
− (u2 − u1Φ)Ψ

n

1−Ψ

.

Âðàõîâóþ÷è, ùî |Φ| > |Ψ| ïðè äîäàòíèõ
ïàðàìåòðàõ p òà s, ïðàâèëüíîþ áóäå ðiâíiñòü

δ = lim
n→∞

δn =
1− Φ

Φ
.

Îñêiëüêè, 1
2
< Φ < 1, òî ìîæíà çðîáè-

òè âèñíîâîê, ùî δ < 1, àáî iíøèìè ñëîâà-
ìè íåðiâíiñòü rn < un äëÿ ðÿäó (2) âèêîíó¹-
òüñÿ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ. Çâiäñè,
çà òåîðåìîþ 2, ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì ðÿ-
äó áóäå ÿâëÿòè ñîáîþ ñêií÷åííå îá'¹äíàííÿ
âiäðiçêiâ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàâåäåìî äàëi îçíà÷åííÿ α-ìiðíî¨ ìi-
ðè Ãàóñäîðôà òà ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîð-
ôà�Áåçèêîâè÷à (äåòàëüíiøå îïèñàííÿ â [7]),
ÿêi áóäóòü ïîòðiáíi äàëi.

Íåõàé E � äîâiëüíà îáìåæåíà ïiäìíîæè-
íà R1, d(E) � äiàìåòð ìíîæèíè E i Υ �
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ñiì'ÿ âñiõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó
R1. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ α > 0 i ε > 0 ìîæíà
îçíà÷èòè âåëè÷èíó

mε
α(E) = inf

d(Ej)≤ε

{∑
j

dα(Ej)

}
,

äå iíôiìóì áåðåòüñÿ ïî âñiõ íå áiëüø íiæ
ç÷èñëåííèõ ε-ïîêðèòòÿõ {Ej} ìíîæèíè E
ìíîæèíàìè Ej ∈ Υ. Âåëè÷èíà mε

α(E) íàçè-
âà¹òüñÿ íàáëèæàþ÷îþ ìiðîþ ïîðÿäêó ε.
Îçíà÷åííÿ. Íåâiä'¹ìíå ÷èñëî

Hα(E) = lim
ε→0

mε
α(E) = sup

ε>0
mε
α(E)

íàçèâà¹òüñÿ α-ìiðîþ Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à
ìíîæèíè E.

ßêùî Υ - ñiì'ÿ âñiõ âiäêðèòèõ ïiäìíî-
æèí ç R1 àáî ñiì'ÿ âñiõ çàìêíåíèõ ïiäìíî-
æèí ç R1, òî îòðèìó¹ìî òó æ ìiðó Ãàóñäîð-
ôà Hα(E), õî÷à íàáëèæàþ÷i ìiðè ïîðÿäêó ε
ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ îäíà âiä îäíî¨.
Îçíà÷åííÿ. Íåâiä'¹ìíå ÷èñëî

α0(E) = sup{α : Hα(E) = +∞} =

= inf{α : Hα(E) = 0}
íàçèâà¹òüñÿ ðîçìiðíiñòþ Ãàóñäîð-
ôà�Áåçèêîâè÷à ìíîæèíè E.
Òåîðåìà 4. ([7]). ßêùî ðÿä (2) çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó ak ≥ rk äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N
(öå åêâiâàëåíòî òîìó, ùî δk = ak

rk
≥ 1), òîäi

ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæè-
íè éîãî íåïîâíèõ ñóì îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîð-
ìóëîþ

α0 (A) =

[
lim
k→∞

(
1

k

k∑
i=1

log2 (δi + 1)

) ]−1

.

Íàñëiäîê 3. ßêùî äëÿ ðÿäó (2) âèêîíó-
þòüñÿ óìîâè òåîðåìè 4 òà limn→∞ δn = δ,
òî ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíî-
æèíè éîãî íåïîâíèõ ñóì îá÷èñëþ¹òüñÿ ÿê

α0 (A) = log2
−1 (δ + 1) .

Òåîðåìà 5. ßêùî äëÿ ðÿäó (2) âèêîíó¹-
òüñÿ ñèñòåìà íåðiâíîñòåé{

0 < p < 1
2
,

0 < s < 1
4
− p

2
,

(11)

òî ðÿä áóäå çáiãàòèñÿ, à ìíîæèíà éîãî íå-
ïîâíèõ ñóì áóäå:

1. äîñêîíàëîþ;
2. íiäå íå ùiëüíîþ;
3. íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà;
4. ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à

α0 = − logΦ 2.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
òåîðåìè, òî àâòîìàòè÷íî âèêîíó¹òüñÿ ñèñòå-
ìà (6), ÿêà ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìî-
âîþ çáiæíîñòi ðÿäó. Óìîâó (11) âiäíîñíî ÷è-
ñåë Φ òà Ψ ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷è-
íîì {

0 < Φ < 1
2
,

−Φ < Ψ < 0.

Ó òàêîìó âèïàäêó

δ = lim
n→∞

δn =
1− Φ

Φ
> 1.

Òîäi, çãiäíî òåîðåìè 2, ìíîæèíà íåïîâ-
íèõ ñóì ðÿäó áóäå äîñêîíàëîþ òà íiäå íå
ùiëüíîþ, îñêiëüêè íåðiâíiñòü rn ≥ un (δ > 1)
âèêîíó¹òüñÿ ëèøå äëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà n.

Ìiðà Ëåáåãà ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì ðÿäó
(2) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (â çàãàëüíî-
ìó âèïàäêó íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëà λ)

λ(∆′) = lim
n→∞

2nrn = lim
n→∞

2n
un+1 + sun
1− p− s

=

=
1

1− p− s

(
lim
n→∞

2nun+1 + s lim
n→∞

2nun

)
.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðè âèêîíàííi
óìîâè òåîðåìè

2nrn → 0 ïðè n→ ∞.

Öå i äîâîäèòü íóëüìiðíiñòü çà Ëåáåãîì ìíî-
æèíè íåïîâíèõ ñóì ðÿäó (2).

Çãiäíî ç íàñëiäêîì 3, ðîçìiðíiñòü
Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæèíè íåïîâíèõ
ñóì ðÿäó ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

α0 (A) = log2
−1 (δ + 1) =

= log2
−1

(
1

Φ

)
= − logΦ 2.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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3. Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ íåïîâíî¨ ñó-
ìè ðÿäó, ÷ëåíè ÿêîãî ¹ åëåìåíòàìè
óçàãàëüíåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi Ôiáîíà÷÷i.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ, ùî çà-
äà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

ξ =
∞∑
k=1

ξkuk, (12)

äå ξk � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêî-
âèõ âåëè÷èí ç ðîçïîäiëàìè: P{ξk = 0} =
p0k ≥ 0, P{ξk = 1} = p1k ≥ 0, p0k + p1k = 1,
à
∑∞

k=1 uk � çáiæíèé çíàêîäîäàòíié ðÿä (2),
÷ëåíè ÿêîãî óòâîðþþòü óçàãàëüíåíó ïîñëi-
äîâíiñòü Ôiáîíà÷÷i ç äîäàòíèìè ïî÷àòêîâè-
ìè ïàðàìåòðàìè.

Âëàñòèâîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ âè-
çíà÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòÿìè íåñêií÷åííî¨ ñòî-
õàñòè÷íî¨ ìàòðèöi ||pik|| òà âëàñòèâîñòÿìè
÷ëåíiâ ðÿäó (2), ïðè÷îìó íå çàëåæèòü âiä ñó-
ìè r ðÿäó (ââàæàþ÷è, ùî åêâiâàëåíòíi ðîç-
ïîäiëè ìàþòü îäíàêîâi âëàñòèâîñòi). Ç òåî-
ðåìè Äæåññåíà-Âiíòíåðà [2] âèïëèâà¹, ùî ξ
ìà¹ ÷èñòèé ðîçïîäië (÷èñòî äèñêðåòíèé, ÷è-
ñòî àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé, àáî ÷èñòî ñèí-
ãóëÿðíèé). Òåîðåìà Ï. Ëåâi [3] äà¹ íåîáõiäíi
i äîñòàòíi óìîâè äèñêðåòíîñòi: âèïàäêîâà âå-
ëè÷èíà ξ � äèñêðåòíà òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
ëè

M =
∞∏
k=1

max{p0k, p1k} > 0.

Îçíà÷åííÿ. Ñïåêòðîì Sξ ôóíêöi¨ ðîç-
ïîäiëó Fξ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹-
òüñÿ ìíîæèíà âñiõ òî÷îê ðîñòó ôóíêöi¨ ðîç-
ïîäiëó Fξ, òîáòî

Sξ = {x : Fξ(x+ ε)− Fξ(x− ε) > 0 ∀ ε > 0}

= {x : P{ξ ∈ (x− ε, x+ ε)} > 0 ∀ ε > 0}.

Ñïåêòð ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ
¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì ÷è-
ñëîâîãî ðÿäó (2).

Â çàëåæíîñòi âiä òîïîëîãî-ìåòðè÷íèõ
âëàñòèâîñòåé ñïåêòðà, ðîçðiçíÿþòü òðè ÷è-
ñòi òèïè ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ:

1. C−òèïó (êàíòîðiâñüêîãî òèïó), ÿêùî
ìiðà Ëåáåãà ñïåêòðà äîðiâíþ¹ íóëþ;

2. S−òèïó (ñàëåìiâñüêîãî òèïó), ÿêùî

Sξ ⊃
∪
i

[ai, bi] i µξ

(
Sξ\

∪
i

[ai, bi]

)
= 0,

äå µξ � ìiðà, ùî âiäïîâiäà¹ ðîçïîäiëó
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ;

3. P−òèïó (êâàçiêàíòîðiâñüêîãî òèïó),
ÿêùî Sξ ¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ
äîäàòíî¨ ìiðè Ëåáåãà.

Òåîðåìà 6. ßêùî M = 0, à äëÿ (un) âè-
êîíó¹òüñÿ ñèñòåìà íåðiâíîñòåé{

0 < p < 1
2
,

0 < s < 1
4
− p

2
,

òî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ÷èñòî ñèíãó-
ëÿðíèé ðîçïîäië êàíòîðiâñüêîãî òèïó.
Äîâåäåííÿ. Ïðè M = 0 âèïàäêîâà âå-

ëè÷èíà ξ çà òåîðåìîþ Ï. Ëåâi ìà¹ íåïåðåðâ-
íèé ðîçïîäië, òîáòî âií êîæíié îäíîòî÷êî-
âié ìíîæèíi ïðèïèñó¹ íóëüîâó éìîâiðíiñòü.
Ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì ðÿäó

∑∞
n=1 un, çãi-

äíî òåîðåìè 5, ¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ
íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà. Îñêiëüêè ñïåêòð âè-
ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Sξ ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíî-
æèíè íåïîâíèõ ñóì ðÿäó (2), òî éîãî ìiðà
Ëåáåãà òàêîæ äîðiâíþ¹ íóëþ. Îòæå, âèïàä-
êîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ñèíãóëÿðíèé ðîçïîäië
êàíòîðiâñüêîãî òèïó. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ôóíêöiþ ðîçïîäiëó Fξ(x) âèïàäêîâî¨ âå-
ëè÷èíè ξ äîñèòü âèçíà÷èòè â òî÷êàõ ñïåêòðà
ðîçïîäiëó Sξ, îñêiëüêè â iíøèõ òî÷êàõ âî-
íà äîâèçíà÷à¹òüñÿ çà íåïåðåðâíiñòþ òà ìî-
íîòîííiñòþ.
4. Ïîâåäiíêà ìîäóëÿ õàðàêòåðèñòè-

÷íî¨ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-
íè.

Ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê âèïàäêî-
âî¨ âåëè÷èíè ξ, ïðè íàñòóïíèõ çíà÷åííÿõ ïà-
ðàìåòðiâ: u1 = 2

9
, u2 = 10

81
, p = 2

9
, s = 1

27
òà

M = 0. Çãiäíî òåîðåìè 6, âèïàäêîâà âåëè-
÷èíà ξ, çà òàêèõ óìîâ, ìàòèìå ÷èñòî ñèí-
ãóëÿðíèé ðîçïîäië êàíòîðiâñüêîãî òèïó. Âè-
êîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (3), ìîæíà çàïèñàòè
íàñòóïíå

ξ =
∞∑
k=1

ξk

((
1

3

)k
+

(
−1

9

)k)
.
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Îçíà÷åííÿ. Õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóí-
êöi¹þ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹òüñÿ
ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-
íè eitξ, òîáòî

fξ(t) =Meitξ.

Ç [9] âiäîìî, ùî âåëè÷èíà

Lξ = lim
|t|→∞

sup |fξ(t)|

íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 1 ó âèïàäêó äèñêðåòíî-
ñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ òà çíà÷åííÿ 0 ó
âèïàäêó, êîëè ξ ìà¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâ-
íèé ðîçïîäië. Äëÿ ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ
Lξ ìîæå íàáóâàòè äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ ç âiä-
ðiçêó [0, 1].

Òàêèì ÷èíîì, õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ
äà¹ çìîãó äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi ñèíãóëÿð-
íîãî ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, ïî-
ðiâíÿòè éîãî áëèçüêiñòü çà âëàñòèâîñÿìè äî
äèñêðåòíèõ àáî àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ.
Ëåìà 3. Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âè-

ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ìà¹ âèãëÿä

fξ(t) =
∞∏
k=1

(
p0k + p1ke

(
( 1
3)

k
+(− 1

9)
k
)
ti

)
,

à ¨¨ ìîäóëü çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

|fξ(t)| =
∞∏
k=1

|fk(t)|,

äå
|fk(t)| =

=

√√√√1− 4p0kp1k sin
2

((
1

3

)k
+

(
−1

9

)k)
t

2
.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åí-
íÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ òà âëàñòèâîñòi
ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ, îòðèìó¹ìî

fξ(t) =Meitξ =M exp

(
it

∞∑
k=1

ukξk

)
=

=M
(
eitξ1u1 · eitξ2u2 · ... · eitξkuk · ...

)
=

=Meitξ1u1 ·Meitξ2u2 · ... ·Meitξkuk · ... =

=
∞∏
k=1

(
p0k + p1ke

(
( 1
3)

k
+(− 1

9)
k
)
ti

)
=

∞∏
k=1

fk(t),

|fk(t)| =
√
p20k + 2p0kp1k cos tuk + p21k =

=

√√√√1− 4p0kp1k sin
2 t

2

((
1

3

)k
+

(
−1

9

)k)
.

Ëåìó äîâåäåíî.
Òåîðåìà 8. Ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

Lξ = lim
|t|→∞

sup |fξ(t)| > 0, 39.

Äîâåäåííÿ. Çðîáèìî îöiíêè

|fξ(t)| =
∞∏
k=1

√
1− 4p0kp1k sin

2 t

2
uk ≥

≥
∞∏
k=1

√
1− sin2 t

2
uk =

∞∏
k=1

∣∣∣∣cos t2uk
∣∣∣∣ =

=
∞∏
k=1

∣∣∣∣∣cos t2
((

1

3

)k
+

(
−1

9

)k)∣∣∣∣∣ .
Ìàòèìåìî, ùî

Lξ ≥ lim
n→∞

|fξ(tn)| ≥ lim
n→∞

∞∏
k=1

|fk(t)| ≥

≥ lim
n→∞

∞∏
k=1

∣∣∣∣∣cos t2
((

1

3

)k
+

(
−1

9

)k)∣∣∣∣∣ .
Âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü t = tn = 2π9n.

Âèðàçèìî∣∣∣∣∣cos t2
((

1

3

)k
+

(
−1

9

)k)∣∣∣∣∣ =
=
∣∣cos (32n−kπ + (−1)k9n−kπ

)∣∣ =
=


1, ÿêùî k ≤ n,

cos
π

9k−n
, ÿêùî n < k ≤ 2n,

cos

(
π

3k−2n
+

(−1)kπ

9k−n

)
, ÿêùî k > 2n.

Òàêèì ÷èíîì,

∞∏
k=1

|fk(tn)| ≥
2n∏

k=n+1

cos
π

9k−n
·

·
∞∏

k=2n+1

cos

(
π

3k−2n
+

(−1)kπ

9k−n

)
.
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Äëÿ k > n ñïðàâåäëèâà îöiíêà

cos
π

9k−n
= 1− 2 sin2 π

2 · 9k−n
> 1− π2

2 · 81k−n
.

Äëÿ k > 2n ñïðàâåäëèâà îöiíêà

cos

(
π

3k−2n
+

(−1)kπ

9k−n

)
=

= 1− 2 sin2

(
π

2 · 3k−2n
+

(−1)kπ

2 · 9k−n

)
>

> 1− π2

2

(
1

3k−2n
+

(−1)k

9k−n

)2

>

> 1− π2

2

(
1

3k−2n
+

1

9k−n

)2

.

Îòæå,

∞∏
k=1

|fk(tn)| >
2n∏

k=n+1

(
1− π2

2 · 81k−n

)
·

·
∞∏

k=2n+1

(
1− π2

2

(
1

3k−2n
+

1

9k−n

)2
)
>

>
∞∏
i=1

(
1− π2

2 · 81i

)
·

·
∞∏
j=1

(
1− π2

2

(
1

3j
+

1

9j+2

)2
)
.

Çãiäíî ç îçíàêîþ çáiæíîñòi íåñêií÷åííîãî
äîáóòêó, îñòàííié ¹ çáiæíèì, îñêiëüêè ðÿäè

∞∑
i=1

π2

2 · 81i
òà

∞∑
j=1

π2

2

(
1

3j
+

1

9j+2

)2

¹ çáiæíèìè.
Âðàõîâóþ÷è îòðèìàíi òâåðäæåííÿ òà

îöiíêè, áóäå ñïðàâåäëèâîþ íàñòóïíà íåðiâ-
íiñòü

Lξ = lim
n→∞

sup |fξ(tn)| >
∞∏
i=1

(
1− π2

2 · 81i

)
·

·
∞∏
j=1

(
1− π2

2

(
1

3j
+

1

9j+2

)2
)

= c.

Ìàòèìåìî, ùî Lξ > c ≈ 0, 3909693738 > 0.

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê,
ùî ξ íå ¹ ìiðîþ Ðàéõìàíà [4], áî Lξ ̸= 0.
Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè çà ñâî¨ìè âëà-
ñòèâîñòÿìè íå ¹ áëèçüêèì äî àáñîëþòíî íå-
ïåðåðâíèõ ðîçïîäiëiâ.

Â çàãàëüíié ïîñòàíîâöi çàäà÷i âèïàäêîâà
íåïîâíà ñóìà ðÿäó (2) ìîæå ìàòè äèñêðå-
òíèé, àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé àáî ñèíãóëÿð-
íèé ðîçïîäië, â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ
u1, u2, p, s òà éìîâiðíîñòåé p0k, p1k.
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