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ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIß ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ
ÍÀ ÄÎÁÓÒÊÓ ÏÐßÌÈÕ ÇÎÐ�ÅÍÔÐÅß

Äîâîäèòüñÿ, ùî êîæíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : S → Y , âèçíà÷åíà íà ïðÿìié Çîð åíôðåÿ
S, íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà íà R, ÿêùî Y � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið. Êðiì
òîãî, ïðè n ≥ 1 âñòàíîâëåíî, ùî êîæíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : Sn → Y íàëåæèòü äî ïåðøîãî
êëàñó Áåðà íà Rn, ÿêùî Y � ìåòðèçîâíèé ëiíiéíî çâ'ÿçíèé i ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíèé ïðîñòið.

We prove that every continuous function f : S → Y , de�ned on the Sorgenfrey line S, belongs
to the �rst Baire class on R if Y is a topological vector space. Moreover, we show for n ≥ 1 that
every continuous function f : Sn → Y belongs to the �rst Baire class on Rn if Y is a metrizable
arcwise connected and locally arcwise connected space.

1. Âñòóï Ñóêóïíiñòü óñiõ íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðà-
ìè X òà Y ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç C(X,Y ).

Êàæóòü, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íà-
ëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêùî iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü (fn)

∞
n=1 âiäîáðàæåíü ç êëàñó

C(X, Y ), ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f íàX.
Ñóêóïíiñòü óñiõ âiäîáðàæåíü ïåðøîãî êëàñó
Áåðà ìiæ ïðîñòîðàìè X òà Y ïîçíà÷à¹òüñÿ
ñèìâîëîì B1(X, Y ).

Ïðÿìîþ Çîð åíôðåÿ S íàçèâà¹òüñÿ ÷è-
ñëîâà ïðÿìà, íàäiëåíà òîïîëîãi¹þ S, áàçó
Ux îêîëiâ òî÷êè x â ÿêié óòâîðþ¹ ñiì'ÿ ïðî-
ìiæêiâ Ux = ([x, x + ε) : ε > 0). Îñêiëüêè
òîïîëîãiÿ S ñèëüíiøà, íiæ åâêëiäîâà òîïî-
ëîãiÿ E íà ÷èñëîâié ïðÿìié, òî êîæíà íå-
ïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : R → Y çi çíà÷åí-
íÿìè â äîâiëüíîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði
Y íåïåðåðâíà i íà S. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ
íå âiðíå: íàïðèêëàä, õàðàêòåðèñòè÷íà ôóí-
êöiÿ ïðîìiæêó [0, 1) íåïåðåðâíà â òîïîëîãi¨
S, àëå ðîçðèâíà â òî÷êàõ x = 0 òà x = 1
â òîïîëîãi¨ E ; â òîé æå ÷àñ ëåãêî áà÷èòè,
ùî öÿ ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëà-
ñó Áåðà íà R. Òàêèì ÷èíîì, ïðèðîäíî âèíè-
êà¹ ïèòàííÿ, ÷è êîæíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
íà ïðÿìié Çîð åíôðåÿ íàëåæèòü äî ïåâíîãî
êëàñó Áåðà â òîïîëîãi¨ E? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî
âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ ïîçèòèâíà, à ñàìå,
ìè âñòàíîâëþ¹ìî ó ïóíêòi 2, ùî âêëþ÷åí-
íÿ C(S, Y ) ⊆ B1(R, Y ) âiðíå äëÿ äîâiëüíîãî

òîïîëîãi÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Y .
Ó ñòàòòi [4] Ó. Áåéä âñòàíîâèâ, ùî êîæíà

íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : S2 → R íàëåæèòü äî
ïåðøîãî êëàñó Áåðà íà R2. Êðiì òîãî, âií çà-
óâàæèâ, ïîñèëàþ÷èñü íà ïðåïðèíò Ñ. Ìðóâ-
êè [5], ùî âêëþ÷åííÿ C(Sn,R) ⊆ B1(Sn,R)
âiðíå äëÿ äîâiëüíîãî n.

Ó ïóíêòi 3, ðîçâèâàþ÷è ìåòîä ç [4], ìè äî-
âîäèìî âèùåçãàäàíå âêëþ÷åííÿ i ç éîãî äî-
ïîìîãîþ ïîêàçó¹ìî, ùî äîâiëüíà íåïåðåðâ-
íà ôóíêöiÿ f : Sn → Y íàëåæèòü äî êëà-
ñó B1(Rn, Y ) ó âèïàäêó, êîëè Y � äîâiëüíèé
ìåòðèçîâíèé ëiíiéíî çâ'ÿçíèé i ëîêàëüíî ëi-
íiéíî çâ'ÿçíèé ïðîñòið òà n ∈ N.
2. Íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà ïðÿìié

Çîð åíôðåÿ

Òåîðåìà 2. Íåõàé Y � òîïîëîãi÷íèé âå-
êòîðíèé ïðîñòið i f : S → Y � íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ. Òîäi f ∈ B1(R, Y ).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ âñiõ n ∈ N i k ∈ Z ïîçíà-
÷èìî

Bk,n =
[k
n
,
k + 1

n

)
i ðîçãëÿíåìî ïîêðèòòÿ An = (Bk,n : k ∈ Z)
÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R. Äëÿ âñiõ n ∈ N i k ∈
Z âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ fk,n : Bk,n → Y
ôîðìóëîþ

fk,n(x) = f
(
k+1
n

)
+ (nx−k)

(
f
(
k+2
n

)
− f

(
k+1
n

))
i çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ fk,n íåïåðåð-
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âíå íà Bk,n ç òîïîëîãi¹þ, iíäóêîâàíîþ ç R.
Òåïåð äëÿ êîæíîãî n ∈ N ïîêëàäåìî

fn(x) = fk,n(x),

ÿêùî x ∈ Bk,n äëÿ äåÿêîãî k ∈ Z. Îñêiëüêè

fk,n

(k + 1

n

)
= f

(k + 2

n

)
= fk+1,n

(k + 1

n

)
äëÿ âñiõ n ∈ N òà k ∈ Z, òî êîæíå âiäîáðà-
æåííÿ fn : R → Y íåïåðåðâíå.

Ïîêàæåìî, ùî fn(x) → f(x) ïîòî÷êîâî íà
R. Çàôiêñó¹ìî x ∈ R i îêië V òî÷êè y = f(x)
â ïðîñòîði Y . Âèáåðåìî çàîêðóãëåíèé îêië
íóëÿ U â Y , òàêèé, ùî U +U ⊆ V . Îñêiëüêè
âiäîáðàæåííÿ f : S → Y íåïåðåðâíå â òî÷öi
x, òî iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî

f(u)− f(x) ∈ U

äëÿ âñiõ u ∈ [x, x+ δ). Âèáåðåìî n0 ∈ N òàê,
ùî 2

n0
< δ. Íåõàé n ≥ n0 i k ∈ Z � òàêå ÷èñëî,

ùî x ∈ [ k
n
, k+1

n
). Òîäi

f
(k + 1

n

)
− f(x) ∈ U i f

(k + 2

n

)
− f(x) ∈ U

îñêiëüêè {k+1
n
, k+2

n
} ⊆ [x, x+ δ). Îñêiëüêè

fn(x)−f(x)=(k + 1−nx)(f
(k + 1

n

)
−f(x))+

+(nx− k)(f
(k + 2

n

)
− f(x)),

òî

fn(x)− f(x) ∈ (k + 1− nx)U + (nx− k)U ⊆
⊆ U + U ⊆ V.

Îòæå, lim
n→∞

fn(x) = f(x) äëÿ êîæíîãî x ∈ R.
Òàêèì ÷èíîì, f ∈ B1(R, Y ).

3. Íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà äîáóòêó
ïðÿìèõ Çîð åíôðåÿ

Ââåäåìî ñïî÷àòêó äåÿêi ïîçíà÷åííÿ. Íå-
õàé a = (a1, ..., am) ∈ Rm i r > 0 . Ïîçíà÷èìî

B[a, r) =
m∏
i=1

[ai, ai + r),

B[a, r] =
m∏
i=1

[
ai −

r

2
, ai +

r

2

]
.

Îçíà÷åííÿ 1. Ïîñëiäîâíiñòü (En)
∞
n=1 âè-

ìiðíèõ ïiäìíîæèí Rm çáiãà¹òüñÿ ðåãóëÿð-
íî äî òî÷êè x0 ∈ Rm (äèâ. [6, c. 366]), ÿêùî
iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (Bn)

∞
n=1 m−âèìiðíèõ êó-

áiâ Bn = B[x0, rn] ç öåíòðîì â òî÷öi x0 ðàäi-
óñà rn > 0, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1) En ⊆ Bn äëÿ êîæíîãî n ∈ N;

2) lim
n→∞

rn = 0.

Îçíà÷åííÿ 2. Ñèñòåìà F ïiäìíîæèí Rm

ïîêðèâà¹ ìíîæèíó E ⊆ Rm â ñåíñi Âiòà-
ëi [6, ñ. 366], ÿêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ E iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü (Fn)

∞
n=1 ìíîæèí ç F , ÿêà ðå-

ãóëÿðíî çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè x.

Íàì áóäå ïîòðiáíèé íàñòóïíèé âàæëèâèé
ðåçóëüòàò (äèâ. [6, òåîðåìà 70.2]).

Òåîðåìà 3 (òåîðåìà Âiòàëi ïðî ïîêðèòòÿ).
Íåõàé E � âèìiðíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó
Rm i F � ñèñòåìà çàìêíåíèõ ìíîæèí, ÿêà
ïîêðèâà¹ ìíîæèíó E â ñåíñi Âiòàëi. Òîäi
iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (Fn)

∞
n=1 ïîïàðíî íåïåðå-

òèííèõ ìíîæèí ç F , òàêà, ùî

µ(E\
∞∪
n=1

Fn) = 0.

Ëåìà 5. Íåõàé f : Rm → R � iíòåãðîâíà çà
Ëåáå îì ôóíêöiÿ, r > 0 i

A = {p ∈ Rm : |f(p)| ≤ r}.

Òîäi ôóíêöiÿ h : Rm → R, âèçíà÷åíà çà ïðà-
âèëîì

h(p) =
∫

B[p,r)

f(q)χ
A
(q)dµ

íåïåðåðâíà íà Rm.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî p0 ∈ Rm i ε > 0. Ïî-
êëàäåìî δ =

√
ε
2r
i çàóâàæèìî, ùî

µ(B[p, r) △ B[p0, r)) <
ε

r
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äëÿ âñiõ p ∈ B[p0, δ]. Òîäi

|h(p)− h(p0)| =

= |
∫

B[p,r)

f(q)χA(q)dµ−
∫

B[p0,r)

f(q)χA(q)dµ| ≤

≤
∫

B[p,r)△B[p0,r)

|f(q)χA(q)|dµ ≤

≤
∫

B[p,r)△B[p0,r)

|f(q)|dµ ≤ rµ(B[p, r) △ B[p0, r)).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|h(p)− h(p0)| ≤ ε

äëÿ âñiõ p ∈ B[p0, δ]. Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ
h íåïåðåðâíà â òî÷öi p0.

Òåîðåìà 4. Êîæíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f : Sm → R ïðè m ∈ N íàëåæèòü äî êëàñó
B1(Rm,R).

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i ïîáóäó¹ìî
ñèñòåìó Fε çàìêíåíèõ ìíîæèí â Rm, ÿêà ïî-
êðèâà¹ ïðîñòið Rm â ñåíñi Âiòàëi. Äëÿ êî-
æíîãî n ∈ N òà k1, ..., km ∈ Z ïîêëàäåìî

Γnk1,...,km =
k∏
i=1

[ki
n
,
ki + 1

n

]
.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f : Sm → R íåïåðåðâíà,
òî äëÿ êîæíîãî p ∈ Sm iñíó¹ δεp > 0, òàêå, ùî
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|h(p)− h(p0)| ≤ ε

äëÿ âñiõ q ∈ B[p, δεp]. Ïîçíà÷èìî

Aε = {B[p, δεp] : p ∈ Sm}.

Ïîêëàäåìî

Fn,ε = (Γnk1,...,km ∩B[p, δεp] : p ∈ Sm, ki ∈ Z)

i

Fε =
∞∪
n=1

Fn,ε.

Çàóâàæèìî, ùî diamF ≤
√
2
n

äëÿ äîâiëü-
íî¨ ìíîæèíè F ∈ Fn,ε. Äîâåäåìî, ùî ñiì'ÿ
Fε ïîêðèâà¹ Rm â ñåíñi Âiòàëi. Çàôiêñó¹ìî

p0 ∈ Rm. Äëÿ äîâiëüíîãî íîìåðà n iñíóþòü
÷èñëà kn1 , . . . , k

n
m ∈ Z, òàêi, ùî p0 ∈ Γnkn1 ,...,knm .

Ïîçíà÷èìî

Fn = Γnkn1 ,...,knm ∩B[p0, δp0 ] =
m∏
i=1

[ai, bi].

Òîäi Fn ∈ Fε. Çàóâàæèìî, ùî

Fn ⊆ Bn =
m∏
i=1

[2ai − bi, bi]

i

diamBn ≤ 2
√
2

n
−→ 0.

Çâiäñè i îäåðæó¹ìî, ùî Fε ïîêðèâà¹ Rm â
ñåíñi Âiòàëi.

Îòæå, çà òåîðåìîþ Âiòàëi, iñíó¹ ïîñëi-
äîâíiñòü (Cε

n)
∞
n=1 m�âèìiðíèõ êóáiâ Cε

n =
m∏
i=1

[aεi,n, b
ε
i,n] ç ñèñòåìè Fε, òàêà, ùî

µ(Sn\
∞∪
n=1

Cε
n) = 0.

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ gε : Rm → R íàñòóï-
íèì ÷èíîì:

gε(p) =
{ f((aε1,n, ..., a

ε
m,n)), p ∈ Cε

n,
0, iíàêøå.

Çãiäíî ç [3, c. 10] ôóíêöiÿ gε âèìiðíà çà
Ëåáå îì íà Rm. Ïiäñòàâëÿþ÷è ε = 1

n
, ìè

îäåðæèìî ïîñëiäîâíiñòü âèìiðíèõ ôóíêöié
g 1

n
: Rn → R, ÿêà ìàéæå ñêðiçü ðiâíîìið-

íî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f íà Rn, îñêiëüêè
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

|g 1
n
(p)− f(p)| < 1

n

äëÿ âñiõ p ∈
∞∪
n=1

Cε
n. Òîìó, çà òåîðåìîþ 1 ç [3,

c. 29], ôóíêöiÿ f òåæ âèìiðíà çà Ëåáå îì.
Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ïîçíà÷èìî

An = {p ∈ Rm : |f(p)| ≤ n}

i âèçíà÷èìî ôóíêöiþ hn : Rm → R ôîðìó-
ëîþ:

hn(p) = nm
∫

B[p, 1
n
)

f(q)χAn(q)dµ.
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Çàñòîñóâàâøè ëåìó 5, ìè îòðèìà¹ìî, ùî êî-
æíà ôóíêöiÿ hn íåïåðåðâíà íà Rm.

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî

lim
n→∞

hn(p) = f(p)

äëÿ âñiõ p ∈ Rm. Çàôiêñó¹ìî òî÷êó p ∈ Rm

òà ε > 0. Ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f ó òî÷öi
p íà Sm âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêå n0 ∈ N, ùî

|f(q)− f(p)| < ε

äëÿ âñiõ q ∈ B[p, 1
n0
). Òîäi äëÿ âñiõ n ≥ n0

ìà¹ìî

|hn(p)− f(p)| ≤ nm
∫

B[p, 1
n
)

|f(q)− f(p)|dµ <

< nm · ε · µ(B[p,
1

n
)) = ε.

Òàêèì ÷èíîì, f ∈ B1(Rm,R).

4. Êëàñèôiêàöiÿ ôóíêöié çi çíà÷åí-
íÿìè â ìåòðèçîâíèõ çâ'ÿçíèõ ïðîñòî-
ðàõ

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y
íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî çâ'ÿçíèì, ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíèõ x, y ∈ Y iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
γ : [0, 1] → Y , òàêà, ùî γ(0) = x i γ(1) = y.

Ïðîñòið Y íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ëiíiéíî
çâ'ÿçíèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ Y i äîâiëü-
íîãî îêîëó V òî÷êè x iñíó¹ îêië U öi¹¨ òî÷êè,
òàêèé, ùî äëÿ êîæíîãî y ∈ U iñíó¹ íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ γ : [0, 1] → V ç âëàñòèâiñòþ
γ(0) = x i γ(1) = y.

Òåîðåìà 5. Íåõàé Y � ìåòðèçîâíèé ëiíié-
íî çâ'ÿçíèé i ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíèé ïðî-
ñòið. Òîäi

C(Sm, Y ) ⊆ B1(Sm, Y )

äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ N.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé m ∈ N, f : Sm → Y �
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ i d � ìåòðèêà íà
ïðîñòîði Y , ÿêà ïîðîäæó¹ éîãî òîïîëîãi÷íó
ñòðóêòóðó.

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè ïðîñòið Sm ñå-
ïàðàáåëüíèé, à âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå,
òî îáðàç Z = f(Sm) ñåïàðàáåëüíèé. Ïåðåâi-
ðèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f íàëåæèòü äî ïåð-
øîãî êëàñó Ëåáå à íà Rm, òîáòî, ùî ïðî-
îáðàç äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè V â Z

¹ ìíîæèíîþ òèïó Fσ â Rm. Îñêiëüêè Z çà-
äîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, òî äî-
ñèòü äîâåñòè, ùî ïðîîáðàç êîæíî¨ êóëi ¹ Fσ-
ìíîæèíîþ. Îòæå, çàôiêñó¹ìî y0 ∈ Z i r > 0.
Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ g : Z →
[0,+∞),

g(y) = d(y, y0).

Çàóâàæèìî, ùî

B = {y ∈ Z : d(y, y0) < r} = g−1([0, r)).

Ïîêëàäåìî h = g ◦ f . Òîäi

h ∈ C(Sm,R) ⊆ B1(Rm,R)

çà òåîðåìîþ 4. Òîìó h íàëåæèòü äî ïåðøî-
ãî êëàñó Ëåáå à íà Rm çà òåîðåìîþ Ëåáå à-
Ãàóñäîðôà [2]. Îñêiëüêè

f−1(B) = h−1([0, r)),

òî ìíîæèíà f−1(B) ¹ òèïó Fσ â Rm, çâiä-
êè âèïëèâà¹, ùî f : Rm → Z íàëåæèòü äî
ïåðøîãî êëàñó Ëåáå à. Òîäi f ∈ B1(Rm, Y )
çãiäíî ç [1, Òåîðåìà 1].
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