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ÏÐÎ ÌÅÐÎÌÎÐÔÍI ÐÎÇÂ'ßÇÊÈ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ç
ÇÀÄÀÍÈÌÈ ÏÎËÞÑÀÌÈ

Äëÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë Λ ïîáóäîâàíî ðiâíÿííÿ f (n) + Afm = 0,
m, n ∈ N (f ′′ + Af = 0), äå A � öiëà (ìåðîìîðôíà â C) ôóíêöiÿ, ÿêi ìàþòü ìåðîìîðôíi
ðîçâ'ÿçêè ç ïîëþñàìè â òî÷êàõ Λ. Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò äëÿ ðiâíÿííÿ f ′′+Af = 0 óçàãàëüíåíî
äëÿ âèïàäêó äâîõ ïîñëiäîâíîñòåé.

For a given sequence of complex numbers Λ the equations f (n)+Afm = 0, m, n ∈ N (f ′′+
Af = 0) were constructed, where A is an entire (meromorphic in C) function. This equations
have meromorphic solutions with poles at the points of Λ. The result obtained for the equation
f ′′ +Af = 0 is generalized for the case of two sequences.

Ìè äîñëiäæó¹ìî ìåðîìîðôíi ðîçâ'ÿçêè
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

f (n) + Afm = 0, m, n ∈ N, (1)

i çîêðåìà
f ′′ + Af = 0, (2)

çà óìîâè, ùî ïîñëiäîâíiñòþ ¨õ ïîëþñiâ ¹ ïî-
ñëiäîâíiñòü Λ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë λk êðàòíî-
ñòi pk ∈ N áåç òî÷îê ñêóï÷åííÿ â C, òîá-
òî âiäîáðàæåííÿ N → C × N, äå êîæíîìó
íàòóðàëüíîìó ÷èñëó k ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiä-
íiñòü (λk, pk). Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ ðiâ-
íÿííÿ (2) ïîøèðåíî íà âèïàäîê äâîõ ïîñëi-
äîâíîñòåé Λ i M, ÿêi ìîæóòü áóòè ïîñëiäîâ-
íîñòÿìè íóëiâ i ïîëþñiâ, äå M � ïîñëiäîâ-
íiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë µk êðàòíîñòi qk ∈ N
áåç òî÷îê ñêóï÷åííÿ â C, òîáòî âiäîáðàæå-
ííÿ N → C × N, äå êîæíîìó íàòóðàëüíîìó
÷èñëó k ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü (µk, qk).

×è íå âïåðøå ïèòàííÿ, çà ÿêèõ óìîâ çà-
äàíà ïîñëiäîâíiñòü Λ, äå pk = 1 ìîæå áóòè
ïîñëiäîâíiñòþ íóëiâ öiëîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿ-
ííÿ (2), äå A � öiëà ôóíêöiÿ, ðîçãëÿäàëîñü ó
ïðàöÿõ [1] i [2]. Öi ðåçóëüòàòè áóëè óçàãàëü-
íåíi ó ïðàöÿõ [1], [3] íà âèïàäîê äâîõ ïîñëi-
äîâíîñòåé Λ i M ç ïîïàðíî-ðiçíèìè åëåìåí-
òàìè çà óìîâè pk = qk = 1, ÿêi ìîæóòü áóòè
ïîñëiäîâíîñòÿìè íóëiâ äâîõ ëiíiéíî íåçàëå-
æíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2), äå A � öiëà
ôóíêöiÿ. Îãëÿä öèõ ðåçóëüòàòiâ ìîæíà çíà-
éòè â [4].

Âëàñòèâîñòi íóëiâ ôóíêöié f1f2 i (f1/f2)′

òà ïîëþñiâ ôóíêöié f1f2 i f1/f2, äå {f1, f2} �
ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿí-
íÿ (2), â ÿêîìó êîåôiöi¹íò A � ìåðîìîðôíà
ôóíêöiÿ, äîñëiäæóâàëèñü ó [5].

Çàçíà÷èìî, ùî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1) ìî-
æóòü ìàòè ðóõîìi îñîáëèâi òî÷êè, ùî çíà÷íî
óñêëàäíþ¹ ¨õí¹ äîñëiäæåííÿ. Ó äàíié ðîáîòi
àíàëîãi÷íî, ÿê ó ïðàöÿõ [6], [7], äå ðîçãëÿäà-
þòüñÿ i¹ðàðõi¨ ðiâíÿíü Ïåíëåâå, áóäåìî ðîç-
ãëÿäàòè i¹ðàðõi¨ ðiâíÿíü (1), ÿêi óòâîðåíi ç
ðiâíÿíü, ùî äëÿ ôiêñîâàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi Λ
ìàþòü ìåðîìîðôíi ðîçâ'ÿçêè áåç íóëiâ ç ïî-
ëþñàìè ó öèõ òî÷êàõ, òàêi, ùî ôóíêöiÿ A ¹
öiëîþ.

Äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ íàì
çíàäîáèòüñÿ ëåìà.
Ëåìà. Íåõàé ôóíêöiÿ f ìà¹ ïîëþñ â òî-

÷öi λ êðàòíîñòi p. Òîäi (f (k))m ìà¹ ïîëþñ â
òî÷öi λ êðàòíîñòi (p+ k)m.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó ìåòî-
äîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ùî, ÿêùî äëÿ
âñiõ k ∈ N ôóíêöiÿ f ìà¹ ïîëþñ êðàòíîñòi
p â òî÷öi z = λ, òî f (k) ìà¹ ïîëþñ êðàòíîñòi
(p+ k) â òî÷öi z = λ.

Çà òåîðåìîþ [8, c. 117-118] â îêîëi ïîëþñà
p-ãî ïîðÿäêó f(z) = (z − λ)−pΨ(z), äå Ψ �
àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè
λ, òàêà ùî Ψ(λ) ̸= 0.

Ïîêàæåìî, ùî òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ
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ïðè k = 1. Ñïðàâäi

f ′(z) =
Ψ′(z)(z − λ)− pΨ(z)

(z − λ)p+1
.

Ôóíêöiÿ Ψ1(z) = Ψ′(z)(z − λ)− pΨ(z) ¹ àíà-
ëiòè÷íîþ â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè λ, äëÿ ÿêî¨
Ψ1(λ) = −pΨ(λ) ̸= 0. Îòæå, òî÷êà λ äëÿ
ôóíêöi¨ f ′ ¹ ïîëþñîì êðàòíîñòi (p+ 1).

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ
ïðè n = k − 1, òîáòî ôóíêöiÿ g = f (k−1) ìà¹
ïîëþñ êðàòíîñòi (p+k−1). Òîäi, çà òåîðåìîþ
[8, c. 117-118],

g(z) =
Ψk−1(z)

(z − λ)p+k−1
, g′(z) =

Ψk(z)

(z − λ)p+k
,

äå Ψk(z) = Ψ′
k−1(z)(z−λ)−(p+k−1)Ψk−1(z)

� àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè
λ òàêà, ùî Ψk(λ) = −(p+ k− 1)Ψk−1(λ) ̸= 0.
Îòæå, ôóíêöiÿ g′ = f (k) ìà¹ ïîëþñ â òî÷öi
z = λ êðàòíîñòi (p + k). Òàêèì ÷èíîì, ìè
îäåðæàëè, ùî

(f (k)(z))m =
Ψm

k (z)

(z − λ)(p+k)m
,

òîáòî (f (k))m ìà¹ ïîëþñ â òî÷öi z = λ êðà-
òíîñòi (p+ k)m.

Äîñëiäæóþ÷è ìåðîìîðôíi ðîçâ'ÿçêè ðiâ-
íÿííÿ (2), ìîæíà îòðèìàòè íàñòóïíèé ðå-
çóëüòàò.
Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

Λ iñíó¹ ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ A ç ïîëþñàìè
â òî÷êàõ λk êðàòíîñòi 2, òàêà, ùî ðiâíÿ-
ííÿ (2) ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí ìåðîìîðôíèé
ðîçâ'ÿçîê f áåç íóëiâ ç ïîëþñàìè â òî÷êàõ
λk êðàòíîñòi pk.
Äîâåäåííÿ. Äëÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

Λ çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà iñíó¹ öiëà ôóí-
êöiÿ F ç íóëÿìè â òî÷êàõ λk êðàòíîñòi pk i
ëèøå â íèõ. Òîäi ôóíêöiÿ f = 1/F ìà¹ ïî-
ëþñè â òî÷êàõ λk êðàòíîñòi pk i íå ìà¹ íóëiâ.
Çà ëåìîþ ôóíêöiÿ f ′′ ìà¹ ïîëþñè â òî÷êàõ
λk êðàòíîñòi (pk+2). Êðiì öüîãî, ÿêùî f çà-
äîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2), òî A = −f ′′/f. Îò-
æå, êîåôiöi¹íò A ¹ ìåðîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ
ç ïîëþñàìè â òî÷êàõ λk êðàòíîñòi 2.

Ïðÿìèì óçàãàëüíåííÿì ðiâíÿííÿ (2) ¹
ðiâíÿííÿ (1), äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ íàñòó-
ïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ùîá iñíóâàëà öiëà
ôóíêöiÿ A, òàêà, ùî ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ ìå-
ðîìîðôíèé ðîçâ'ÿçîê áåç íóëiâ ç ïîëþñàìè
Λ íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá

m > 1, n ≤ pk(m− 1), k ∈ N. (3)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé iñíó¹ öiëà ôóíêöiÿ
A, òàêà, ùî ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ ìåðîìîðôíèé
ðîçâ'ÿçîê f áåç íóëiâ ç ïîëþñàìè â òî÷êàõ
λk êðàòíîñòi pk. Òîäi, çãiäíî ç ëåìîþ, f (n)

ìà¹ ïîëþñ (pk + n)-î¨ êðàòíîñòi, fm ìà¹
ïîëþñ êðàòíîñòi mpk â òî÷öi λk. Îñêiëü-
êè A = −f (n)/fm i ôóíêöiÿ A ¹ öiëîþ, òî
pk +n−mpk ≤ 0. Òîìó 1+n/pk ≤ m i, îòæå,
âèêîíó¹òüñÿ (3).

Íåõàé òåïåð âèêîíó¹òüñÿ (3) i ðiâíÿííÿ
(1) ìà¹ ìåðîìîðôíèé ðîçâ'ÿçîê áåç íóëiâ. Çà
òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà iñíó¹ öiëà ôóíêöiÿ
F ç íóëÿìè â òî÷êàõ λk êðàòíîñòi pk i ëè-
øå â íèõ. Òîäi ôóíêöiÿ f = 1/F ìà¹ ïîëþñè
â òî÷êàõ λk êðàòíîñòi pk i íå ìà¹ íóëiâ. Çà
ëåìîþ, f (n) ìà¹ ïîëþñ êðàòíîñòi (pk + n), à
fm ìà¹ ïîëþñ êðàòíîñòi mpk â òî÷öi λk. Ïî-
êëàäåìî A = −f (n)/fm. Òîäi ôóíêöiÿ A ¹
öiëîþ, îñêiëüêè ïàðà íåðiâíîñòåé (3) ðiâíî-
ñèëüíà íåðiâíîñòi pk + n−mpk ≤ 0.

Çàóâàæåííÿ 1. Çàçíà÷åíà âèùå óìîâà
n ≤ pk(m − 1), k ∈ N ðiâíîñèëüíà óìîâi
n ≤ p(m− 1), äå p = max

k∈N
pk.

Çàóâàæåííÿ 2. Ìåðîìîðôíi ðîçâ'ÿçêè
ðiâíÿííÿ f (n) − fm = 0, äå m íå îáîâ'ÿçêîâî
íàòóðàëüíå ÷èñëî, äîñëiäæóâàëèñü ó ïðàöi
[9].
Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

Λ = (πk, 1). Òîäi ôóíêöiÿ f(z) = sin−1 z ¹
ìåðîìîðôíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

f ′′′ + (5 sin2 z cos z + sin2 z cos3 z)f 6 = 0,

äå êîåôiöi¹íò A ¹ öiëîþ ôóíêöi¹þ.
Òåîðåìà 3. Äëÿ äîâiëüíèõ ïîñëiäîâíî-

ñòåé Λ i M, äå pn = 1 i λn ̸= µk äëÿ âñiõ
n, k ∈ N iñíó¹ ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ A ç ïî-
ëþñàìè â òî÷êàõ µk êðàòíîñòi 2 i ïðîñòè-
ìè ïîëþñàìè àáî òî÷êàìè ãîëîìîðôíîñòi
λk, òàêà, ùî ðiâíÿííÿ (2) ìà¹ ìåðîìîðôíèé
ðîçâ'ÿçîê f ç ïðîñòèìè íóëÿìè â òî÷êàõ λk
i ïîëþñàìè â òî÷êàõ µk êðàòíîñòi qk.
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Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñ-
ñà iñíó¹ öiëà ôóíêöiÿ g ç íóëÿìè â òî÷êàõ
µk êðàòíîñòi qk i ëèøå â íèõ òà iñíó¹ öiëà
ôóíêöiÿ h ç ïðîñòèìè íóëÿìè â òî÷êàõ λk
i ëèøå â íèõ. Íåõàé f = h/g. Çãiäíî ç ëå-
ìîþ f ′′ ìà¹ ïîëþñè â òî÷êàõ µk êðàòíîñòi
(qk + 2). Òîäi ç ðiâíîñòi A = −f ′′/f âèïëè-
âà¹, ùî ôóíêöiÿ A ìà¹ ïîëþñè â òî÷êàõ µk

êðàòíîñòi 2. Îñêiëüêè f(z) = (z−λk)φ(z), äå
φ(z) � àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ â äåÿêîìó îêîëi
òî÷êè λk, òàêà ùî φ(λk) ̸= 0, òî ç ðiâíîñòi

f ′′(z)

f(z)
=

2φ′(z)

(z − λk)φ(z)
+
φ′′(z)

φ(z)

ìà¹ìî, ùî òî÷êè λk ¹ ïðîñòèìè ïîëþñàìè
àáî òî÷êàìè ãîëîìîðôíîñòi ôóíêöi¨ A.

Íàâåäåìî äåÿêi ïðèêëàäè, ùîá ïîêàçàòè,
ùî îáèäâà âèïàäêè (λk ¹ ïîëþñàìè àáî òî-
÷êàìè ãîëîìîðôíîñòi ôóíêöi¨ A) ðåàëiçóþ-
òüñÿ.
Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíîñòi

Λ = (1/2 + k, 1) i M = (k, 1), k ∈ Z. Òîäi
ôóíêöiÿ f(z) = cot πz ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿí-
íÿ (2), äå A(z) = −2π2 csc2 πz � ìåðîìîðôíà
ôóíêöiÿ ç ïîëþñàìè â òî÷êàõ µk = k êðà-
òíîñòi 2, äëÿ ÿêî¨ λk = 1/2 + k ¹ òî÷êàìè
ãîëîìîðôíîñòi.
Ïðèêëàä 3. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíîñòi

Λ = ((1/2 + k)2, 1) i M = (k, 1), k ∈ Z. Òîäi
ôóíêöiÿ f(z) = cos π

√
z/ sinπz ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ (2), äå

A(z) =
π2

4z
− π

4z
√
z
tanπ

√
z−

− π2

√
z
cot πz tanπ

√
z − 2π2 cot2 πz − π2

� ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ ç ïîëþñàìè â òî÷êàõ
µk = k êðàòíîñòi 2 i ïðîñòèìè ïîëþñàìè â
òî÷êàõ λk = (1/2 + k)2.
Ïðèêëàä 4. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíîñòi

Λ = (1/2+k, 1) iM = (k, 1), k ∈ Z. Òîäi ôóí-
êöiÿ f(z) = ez cotπz ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ
(2), äå A(z) = −1− 2π2 csc2 πz + 4π csc 2πz �
ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ ç ïîëþñàìè â òî÷êàõ
µk = k êðàòíîñòi 2 i ïðîñòèìè ïîëþñàìè â
òî÷êàõ λk = 1/2 + k.
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