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ÇÀÄÀ×À ÊÎØI ÄËß ÐIÂÍßÍÍß ÔÐÀÊÒÀËÜÍÎ� ÄÈÔÓÇI� Ç
ÂIÄÕÈËÅÍÍßÌ ÀÐÃÓÌÅÍÒÀ

Äëÿ îäíîãî êâàçiëiíiéíîãî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà
÷àñîâîþ çìiííîþ t ïîðÿäêó α ∈ (0, 1), äðóãîþ ïîõiäíîþ çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ x i ç âiäõè-
ëåííÿì àðãóìåíòà ìåòîäîì êðîêiâ äîâîäèòüñÿ ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi.

We prove the solvability of the Cauchy problem for a quasilinear pseudodi�erential equation
with fractal derivative with respect to time t of order α ∈ (0, 1), second derivative with respect to
spatial argument x and deviation time variable using the step by step method.

Çàäà÷àì äëÿ ðiâíÿíü ç îïåðàòîðîì äðîáî-
âîãî iíòåãðóâàííÿ òà äèôåðåíöiþâàííÿ ïðè-
ñâÿ÷åíî ðÿä ïóáëiêàöié âiò÷èçíÿíèõ i çà-
ðóáiæíèì ìàòåìàòèêiâ. Çàäà÷åþ Êîøi äëÿ
ðiâíÿííÿ ç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè çà ÷àñî-
âîþ çìiííîþ îïèñó¹òüñÿ ñïåöiàëüíà äèôó-
çiÿ, ùî íàçèâà¹òüñÿ äèôóçi¹þ äðîáîâîãî ïî-
ðÿäêó àáî ôðàêòàëüíîþ äèôóçi¹þ. Òàêà çà-
äà÷à äîñèòü ïîâíî i ãëèáîêî ïðîàíàëiçîâàíà
ó ïðàöÿõ À.Í. Êî÷óáåÿ, Ñ.Ä. Åéäåëüìàíà [1�
3] i ¨õ áàãàòüîõ ïiçíiøèõ ïðàöÿõ. Ó ïðàöi [4]
âèâ÷àþòüñÿ çàäà÷i ç îïåðàòîðîì äðîáîâîãî
äèôåðåíöiþâàííÿ äëÿ B-ïàðàáîëi÷íîãî ðiâ-
íÿííÿ íà ïîâåðõíi iç êëàñó Äiíi, íåëîêàëüíi
çàäà÷i ôðàêòàëüíî¨ äèôóçi¨.

Â äàíié ïðàöi âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëü-
òàòè ïðàöü [1�4] äëÿ îäíîãî êâàçiëiíiéíîãî
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáî-
âîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ t ïîðÿä-
êó α ∈ (0, 1) i äðóãîþ ïîõiäíîþ çà ïðîñòî-
ðîâîþ çìiííîþ x i ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòà
ìåòîäîì êðîêiâ äîâîäèòüñÿ ðîçâ'ÿçíiñòü çà-
äà÷i Êîøi.

Ðåçóëüòàòè äàíî¨ ïðàöi àíîíñîâàíi â [5].
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî çà-

äà÷ó Êîøi

Dα
t u(t, x) = a2

∂2u(t, x)

∂x2
+ f(t, x, u(t− h, x)),

t > h, x ∈ R, (1)

u(t, x)|0≤t≤h = u0(t, x), x ∈ R, (2)

äå Dα
t u(t, x) ≡ 1

Γ(1−α)

[
d
dt

t∫
h

u(τ,x)dτ
(t−τ)α

− (t −

h)−αu0(h, x)
]
� ðåãóëÿðèçîâàíà äðîáîâà ïî-

õiäíà Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ ïîðÿäêó α ∈ (0, 1),
t > h, x ∈ R, h � ÷èñëî.

Ìåòîäîì êðîêiâ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâî-
ðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà çíà-
õîäèìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2). Ïiä ðîçâ'ÿç-
êîì çàäà÷i (1), (2) ðîçóìi¹ìî ôóíêöiþ u(t, x)
ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

1) u ∈ C2
x(Π), Π = (0, T )× R, T >> h;

2) ôðàêòàëüíèé iíòåãðàë

I1−α
t u =

1

Γ(1− α)

t∫
0

u(τ, x)

(t− τ)α
dτ

íàëåæèòü äî êëàñó C1,2
t,x (Π);

3) ôóíêöiÿ u(t, x) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ
(1) i óìîâó (2) (äèâ. [3, ñòîð. 326]).

Ôóíêöi¨ f , u0 ¹ âiäîìèìè i ïðèïóñêà¹ìî
ñïî÷àòêó, ùî âîíè íàëåæàòü êëàñó L1(R).
2. Ìåòîä êðîêiâ. Íåõàé h ≤ t ≤ 2h, x ∈

R. Ìåòîäîì êðîêiâ çâîäèìî çàäà÷ó (1), (2)
äî çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ áåç âiäõèëåííÿ
àðãóìåíòà. Ñïðàâäi, ïðè h ≤ t ≤ 2h u(t −
h, x) = u0(t, x). Òîäi çàäà÷à (1), (2) íàáóäå
âèãëÿäó

Dα
t u(t, x) = a2

∂2u(t, x)

∂x2
+ f(t, x, u0(t− h, x)),

(3)
t < t ≤ 2h, x ∈ R,
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u(t, x)|t=h = u0(h, x), x ∈ R. (4)

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ f òà u0 íàëåæàòü äî
êëàñó L1(R), òî ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ ïåðåòâî-
ðåííÿ Ôóð'¹ iç (3), (4) îòðèìà¹ìî çàäà÷ó

Dα
t ũ(t, σ) = −a2σ2ũ(t, σ) + F̃ (t, σ, h), (5)

h < t < 2h, σ ∈ R,
ũ(t, σ)|t=h = ũ0(h, σ), σ ∈ R, (6)

äå

F̃ (t, σ, h) ≡ 1

Γ(1− α)
(t− h)−αũ0(h, σ)+

+f̃(t, σ, h), h < t < 2h, σ ∈ R,

F (u) ≡ ũ(t, σ) =

∫
R

exp{−iσx}u(t, x)dx,

h < t < 2h, σ ∈ R,

f̃(t, σ) =

∫
R

exp{−iσx}f(t, x, u0(t− h, x))dx,

h < t < 2h, σ ∈ R.
Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (5), (6) øóêà¹ìî ó

âèãëÿäi

ũ(t, σ) ≡ I
(α)
t v(t, σ) =

1

Γ(α)

t∫
h

v(t, σ)

(t− τ)1−α
dτ,

h < t < 2h, σ ∈ R. (7)

Ïiäñòàâèâøè (7) ó (5), îòðèìà¹ìî iíòå-
ãðàëüíå ðiâíÿííÿ

v(t, σ) = F̃ (t, σ, h)+

+

t∫
h

(−a2σ2)

Γ(α)(t− τ)1−α
v(t, σ)dτ, (8)

h < t < 2h, σ ∈ R, äå ôóíêöiÿ K1(t, σ) ≡
−a2σ2

Γ(α)t1−α ¹ éîãî ÿäðîì, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî
áóäóþòüñÿ ïîâòîðíi ÿäðà i ðåçîëüâåíòà:

Kn(t, σ) =
(−1)n(aσ)2n

Γ(nα)t1−nα
, n ∈ N, (9)

R(t, σ) =
∞∑
n=1

(−a2σ2)n

Γ(nα)
tnα−1. (10)

Çà îçíà÷åííÿì ôóíêöiÿ

Eα,β(t) =
∞∑
k=0

tk

Γ(αk + β)
,

t > 0, α > 0, β > 0,

¹ ôóíêöi¹þÌiòòàã-Ëåôôëåðà, òî ðåçîëüâåí-
òà (10) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

R(t, σ) = t−1γEα,α(γ),

äå γ = −a2σ2tα, t > 0.
Ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (8) íà-

áóâà¹ âèãëÿäó

v(t, σ) = F̃ (t, σ, h)+

t∫
h

R(t−τ, σ, h)F̃ (τ, σ, h)dτ ≡

≡ F̃ (t, σ, h) + (R ∗ F̃ )(t, σ, h), (11)

t > h, σ ∈ R. Îñêiëüêè ðiâíiñòü

d

dt
Eα,1(−a2σ2tα) =

∞∑
k=0

αk(−a2σ2tα)k−1tα−1

Γ(αk + 1)
=

=
∞∑
n=1

(−a2σ2)n

Γ(nα)
tnα−1 ≡ R(t, σ)

¹ âiðíîþ ïiñëÿ ïî÷ëåííîãî äèôåðåíöiþâàííÿ
ðÿäó äëÿ Eα,1(−a2σ2tα), òî ôóíêöiþ v(t, σ)
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

v(t, σ) =

t∫
h

d

dt
Eα,1(−a2σ2(t−τ)α)F̃ (τ, σ, h)dτ+

+F̃ (t, σ, h).

Ïîäiÿâøè íà (11) îïåðàòîðîì Iαt îòðèìà-
¹ìî ũ(t, σ). Ñïðàâäi,

Iαt (R ∗ F̃ ) = 1

Γ(α)

t∫
h

dτ

(t− τ)1−α
×

×
τ∫

h

∞∑
n=1

(−a2σ2)nF̃ (β, σ, h)

Γ(nα)(τ − β)1−n−α
dβ =

=
1

Γ(α)

t∫
h

( ∞∑
n=1

(−a2σ2)n

Γ(nα)
×
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×
t∫

β

1

(t− τ)1−α
· 1

(τ − β)1−nα
dτ
)
F̃ (β, σ, h)dβ.

Ó âíóòðiøíüîìó iíòåãðàëi ïî çìiííié τ
ïðîâåäåìî çàìiíó çìiííî¨ τ íà µ çà ôîðìó-
ëîþ t− τ = µ(t− β). Òîäi

t∫
β

dτ

(t− τ)1−α(τ − β)1−nα
=

1

(t− β)1−nα−α
×

×
1∫

0

dµ

µ1−α(1− µ)1−nα
= (t− β)(n+1)α−1×

×B(α, nα) =
Γ(α)Γ(nα)

Γ((n+ 1)α)
(t− β)(n+1)α−1.

Îòæå,

Iαt (R ∗ F̃ ) =
t∫

h

∞∑
n=1

(−a2σ2)n(t− β)nα

Γ(nα+ α)(t− β)1−α
×

×F̃ (β, σ, h)dβ.
ßêùî äîäàòè ñþäè Iαt F̃ (t, σ, h) i âðàõóâà-

òè, ùî Iαt v(t, σ) ≡ ũ(t, σ), òî îòðèìà¹ìî ôîð-
ìóëó

ũ(t, σ) =

t∫
h

1

(t− τ)1−α

[ 1

Γ(α)
+

+
∞∑
n=1

(−a2σ2)n(t− τ)nα

Γ(nα+ α)

]
F̃ (τ, σ, h)dτ ≡

≡
t∫

h

Eα,α(−a2σ2(t− τ)α)

(t− τ)1−α
F̃ (τ, σ, h)dτ, (12)

t > h, σ ∈ R.
ßêùî âðàõóâàòè, ùî

F̃ (t, σ, h) ≡ 1

Γ(1− α)
(t− h)−αũ0(h, σ)+

+f̃(t, σ, h), t > h, σ ∈ R,
òî iç (12) îòðèìà¹ìî, ùî

ũ(t, σ) =

t∫
h

Eα,α(−a2σ2(t− τ)α)

Γ(1− α)(t− τ)1−α(τ − h)α
dτ×

×ũ0(h, σ)+
t∫

h

Eα,α(−a2σ2(t− τ)α)

(t− τ)1−α
f̃(τ, σ, h)dτ ≡

≡ Q1(t, σ, α, h)ũ0(h, σ)+

+

t∫
h

Q2(t− τ, σ)f̃(τ, σ, h)dτ. (13)

Äëÿ ôóíêöi¨ Q1(t, σ, α, h) iç (13) âèðàçèâ-
øè Eα,α(−a2σ2(t − τ)α) ÷åðåç ðÿä i ïîìi-
íÿâøè ïîðÿäîê ñóìóâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ,
îòðèìà¹ìî, ùî

Q1(t, σ, α, h) =
1

Γ(α)Γ(1− α)
×

×
t∫

h

dτ

(t− τ)1−α(τ − h)α
+

+
∞∑
n=1

(−a2σ2)n

Γ(1− α)Γ(nα+ α)

t∫
h

(t− τ)nαdτ

(t− τ)1−α(τ − h)α
.

Îñêiëüêè
t∫

h

dτ

(t− τ)1−a(τ − h)1−b
=

B(a, b)

(t− h)1−a−b
=

= (t− h)a+b−1Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
,

òî ïðè a = α, b = 1 − α òà ïðè a = nα + α,
b = 1 − α îòðèìà¹ìî, ùî ïåðøèé i äðóãèé
iíòåãðàëè âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü Γ(α)Γ(1−
α) i (t− h)nα Γ(nα+α)Γ(1−α)

Γ(nα+1)
. Òîäi

Q1(t, σ, α, h) = 1 +
∞∑
n=1

(−a2σ2)n(t− h)nα

Γ(nα + α)Γ(1− α)
×

×Γ(nα + α)Γ(1− α)

Γ(nα+ 1)
=

= 1 +
∞∑
n=1

(−a2σ2(t− h)α)n

Γ(nα+ 1)
=

= Eα,1(−a2σ2(t− h)α), (14)

t > h, σ ∈ R. Äðóãèé äîäàíîê ó ôîðìóëi (13)
âèðàæà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ìiòòàã-
Ëåôôëåðà Eα,1 iç (14) çà ôîðìóëîþ

Q2(t, σ, α, h) = D1−α
t Eα(−a2σ2tα) =
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=
1

Γ(α)

d

dt

t∫
h

Eα,1(−a2σ2τα)

(t− τ)α
dτ. (15)

Îòæå, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (5), (6) íà-
áóâà¹ âèãëÿäó (13), äå ôóíêöi¨ Q1 i Q2 âè-
çíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (14) i (15) âiäïîâiäíî.

Â ïðàöi [2] äîâîäèòüñÿ, ùî ôóíêöiÿ
Eα(−a2σ2t2) ìà¹ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, òîìó
iñíóþòü ôóíêöi¨

Gi(t, x, α, h) = F−1
σ→x[Qi(t, σ, α, h)] =

=
1

2π

∞∫
−∞

eiσxQi(t, σ, α, h)dσ, (16)

i = 1, 2, ïðè÷îìó âiðíèìè ¹ òàêi îöiíêè [2,
ëåìè 1, 2]:

|Dm
x G1(t, x, α, h)| ≤

≤ Ct−
α(1+m)

2 exp{−cρ(t, x)},m ≤ 3, (17)

|Dα
t G1(t, x, α, h)| ≤

≤ Ct−
3
2
α exp{−cρ(t, x)}, (18)

|Dm
x G2(t, x, α, h)| ≤

≤ Ct−
α(1+m)

2
−1+α exp{−cρ(t, x)},m ≤ 3, (19)

|Dα
t G2(t, x, α, h)| ≤

≤ Ct−
α
2
−1 exp{−cρ(t, x)}, (20)

äå ρ(t, x) =
(
|x|t−α

2

) 2
2−α

, t > 0, x ∈ R.
Iç ðiâíîñòi (13) ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ îáåð-

íåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ i òåîðåìè ïðî ïå-
ðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ äîáóòêó îòðèìó¹ìî ôîð-
ìóëó äëÿ ðîçâ'ÿçêó u(t, x) çàäà÷i Êîøi (3),
(4) ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ çãîðòîê

u(t, x) =

∞∫
−∞

G1(t, x− ξ, α, h)u0(h, ξ)dξ+

+

t∫
h

dτ

∞∫
−∞

G2(t− τ, x− ξ, α, h)f(τ, ξ, h)dξ,

(21)
h ≤ t ≤ 2h, x ∈ R.

Âåêòîð-ôóíêöiÿ (G1, G2) íàçèâà¹òüñÿ
ôóíêöi¹þ Ãðiíà çàäà÷i Êîøi (3), (4), ïðè-
÷îìó G2(t, x, α, h) = D1−α

t G1(t, x, α, h) i äëÿ

êîìïîíåíò Gi(t, x, α, h) âiðíèìè ¹ îöiíêè
(17) � (20).

Äîâîäèòüñÿ (àíàëîãi÷íî ÿê â [4], ñòîð.
189�191), ùî ôóíêöiÿ u(t, x), âèçíà÷åíà (21),
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3) i ïî÷àòêîâó óìîâó
(4).
3. Îñíîâíi òåîðåìè. Ó ï. 2 äîâåäåíà òà-

êà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3), (4)

iñíó¹ i âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (21).
Íàñòóïíèì êðîêîì ¹ ïðîäîâæåííÿ

ðîçâ'ÿçêó íà iíòåðâàë kh ≤ t < (k + 1)h,
x ∈ R, òîáòî ïîáóäîâà ôóíêöié
u0(kh, ξ), f(τ, ξ, kh), G1(t, x − ξ, α, kh),
G2(t − τ, x − ξ, α, kh), òàêèõ, ùîá íà öüîìó
iíòåðâàëi ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîøi
çàïèñóâàâñÿ ó âèãëÿäi (21) ç ïîáóäîâàíèìè
êîìïîíåíòàìè. Îòæå, âiðíîþ ¹ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2)

iñíó¹ i çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè çãîð-
òîê

u(t, x) =

∞∫
−∞

G1(t, x− ξ, α, kh)u0(kh, ξ)dξ+

+

t∫
kh

dτ

∞∫
−∞

G2(t− τ, x− ξ, α, kh)f(τ, ξ, kh)dξ,

kh ≤ t ≤ (k + 1)h, x ∈ R.
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