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ПРО ХАРАКТЕРИЗАЦIЮ РОЗВ’ЯЗКIВ ОДНОГО
ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ ЗI ЗРОСТАЮЧИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

В ГРУПI МОЛОДШИХ ЧЛЕНIВ

Для виродженого параболiчного рiвняння типу Колмогорова другого порядку з коефiцiєн-
тами сталими в групi старших i зростаючими в групi молодших його членiв реалiзовано запо-
чаткований С. Д.Ейдельманом пiдхiд, який дозволяє отримати точнi результати про коректну
розв’язнiсть задачi Кошi та iнтегральне зображення розв’язкiв i повнiстю охарактеризувати
вiдповiднi класи розв’язкiв.

The approach initiated by S.D. Eidelman that allows to get accurate results about the correct
solvability of the Cauchy problem and the integral representation of the solutions that enables to
characterize the relevant classes of solutions completely is realized for the second order degenerate
parabolic equation of Kolmogorov type with the constant coefficients in a group of its highest terms
and with the growing coefficients in a group of its lowest terms.

Вступ
У працях з теорiї параболiчних за

Петровським систем (наприклад, [1, 2])
С.Д. Ейдельман запропонував пiдхiд, згiдно
з яким еволюцiя по часу t розв’язкiв зада-
чi Кошi характеризується їх належнiстю до
сiмейства банахових просторiв (при кожно-
му t до свого простору). Такий пiдхiд дає
можливiсть одержати точнi результати про
коректну розв’язнiсть задачi Кошi та зобра-
ження розв’язкiв, визначених у вiдкритому
шарi Π(0,T ] := (0, T ] × Rn, через їх гранич-
нi значення на гiперплощинi {t = 0} для
параболiчних рiвнянь рiзної структури. За-
пропонований С.Д.Ейдельманом пiдхiд да-
лi розвивався i багатократно реалiзовувався
у працях першого автора та його учнiв [3, 4].
У [4] цей пiдхiд називається “пiдходом Е–I”.

При реалiзацiї пiдходу E–I для досить
широких класiв U розв’язкiв параболiчних
рiвнянь вирiшуються такi питання: за яких
умов iснує i є єдиним розв’язок iз класу U ,
якими є множини початкових значень (при
t = 0) розв’язку i в якому сенсi розв’я-
зок задовольняє початкову умову, за яких
умов є правильним iнтегральне зображення

розв’язку через його початковi значення.
Зазначимо, що пiдхiд E–I реалiзується

для тих параболiчних рiвнянь, для яких
вiдома детальна iнформацiя про фунда-
ментальний розв’язок задачi Кошi (якщо
розв’язки визначенi в шарi Π(0,T ]) або матри-
цю Грiна крайової задачi (якщо розв’язки
визначенi в цилiндричнiй областi (0, T ]×Ω,
де T > 0, Ω – необмежена область в Rn).

У цiй статтi наведемо найостаннiшi ре-
зультати авторiв стосовно реалiзацiї пiдходу
E–I для одного виродженого параболiчного
рiвняння типу Колмогорова зi зростаючими
коефiцiєнтами в групi молодших членiв.

1. Про загальну схему пiдходу E–I
Розглянемо параболiчне, не уточнюючи в

якому сенсi, рiвняння

(∂t − A(t, x, ∂x))u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ],
(1)

з початковою умовою

u
∣∣∣
t=0

= φ. (2)

Нехай Φ – простiр початкових даних та-
ких, що для кожного φ ∈ Φ iснує єдиний
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класичний розв’язок u рiвняння (1), який
належить до певного класу U та задоволь-
няє початкову умову (2) у залежному вiд ви-
бору Φ сенсi.

Якщо Φ – простiр експоненцiально зрос-
таючих при |x| → +∞ функцiй, а (1) – па-
раболiчне за Петровським рiвняння [3], то
вiдповiдний простiр U складається iз функ-
цiй, якi для кожного фiксованого t ∈ (0, T ]
як функцiї x експоненцiально зростають при
|x| → +∞. Тип зростання при цьому, вза-
галi кажучи, залежить вiд t, тобто розв’я-
зок u(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], як функцiя x при
кожному фiксованому t ∈ (0, T ] належить
до деякого банахового простору Ut. Це озна-
чає, що еволюцiя по часу розв’язкiв задачi
(1), (2) може описуватися їх належнiстю до
вiдповiдних просторiв Ut, t ∈ (0, T ]. Прос-
тiр U можна означити як простiр класичних
розв’язкiв рiвняння (1), якi мають такi влас-
тивостi:

∀ t ∈ (0, T ] : u(t, ·) ∈ Ut;

sup
t∈(0,T ]

∥u(t, ·) ∥Ut < +∞.

Так означений простiр U збiгається з мно-
жиною значень оператора Пуассона P , ви-
значеного на просторi Φ формулами

(Pφ)(t, x) :=

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)×

×
{
φ(ξ) dξ, якщоφ− функцiя,
dφ(ξ), якщоφ− узагальнена мiра,

(t, x) ∈ Π(0,T ],

де G – фундаментальний розв’язок задачi
Кошi (ФРЗК) для рiвняння (1). При цьому
оператор P : Φ → U є iзоморфiзмом.

Наведемо загальнi твердження з [3], якi
лежать в основi пiдходу E–I у випадку пiд-
ходящого вибору простору Φ i знаходження
сiмейства банахових просторiв Ut, t ∈ (0, T ].

Метатеорема А. Для будь-якого φ ∈ Φ
iснує єдиний класичний розв’язок u рiвнян-
ня (1) iз простору U , який задовольняє по-
чаткову умову (2). Цей розв’язок визнача-
ється формулою

u = Pφ, (3)

а характер задоволення початкової умови
(2) залежить вiд вибору простору Φ.

Метатеорема В. Для будь-якого класи-
чного розв’язку u рiвняння (1) iз просто-
ру U iснує єдиний елемент φ ∈ Φ такий,
що виконується (у вiдповiдному сенсi) по-
чаткова умова (2). При цьому є правиль-
ним зображення (3).

Отже, питання про правильнiсть мета-
теорем А i В зводиться до вибору пiдходя-
щих просторiв Φ i знаходження вiдповiдних
сiмейств банахових просторiв Ut, t ∈ (0, T ].

Досить широкi сiмейства просторiв Φ i Ut,
t ∈ (0, T ], описано в монографiї [2] для па-
раболiчних за Петровським систем та в [3,
4] для

−→
2b-параболiчних у сенсi Ейдельмана

систем, деяких класiв параболiчних рiвнянь
з виродженнями та особливостями (парабо-
лiчних за Петровським рiвнянь з операто-
ром Бесселя, параболiчних за Петровським
та

−→
2b-параболiчних систем зi слабким виро-

дженням на початковiй гiперплощинi, дея-
ких параболiчних рiвнянь зi зростаючими
коефiцiєнтами), класiв вироджених парабо-
лiчних рiвнянь типу Колмогорова та деяких
параболiчних крайових задач.

2. Реалiзацiя пiдходу E–I для одного
виродженого рiвняння

Наведемо означення просторiв Φ i Ut, t ∈
(0, T ], для одного ультрапараболiчного рiв-
няння типу класичного рiвняння дифузiї з
iнерцiєю А.М. Колмогорова з коефiцiєнта-
ми, сталими в групi старших i зростаючими
в групi молодших його членiв.

Нехай n1, n2, n3 – заданi натуральнi числа
такi, що n3 ≤ n2 ≤ n1; n := n1+n2+n3; змiн-
на x ∈ Rn складається з трьох груп змiн-
них xl := (xl1, . . . , xlnl

) ∈ Rnl , l ∈ {1, 2, 3},
так що x := (x1, x2, x3); x1 := (x′1, x

′′
1, x

′′′
1 ),

x̂1 := (x′1, x
′′
1), де x′1 := (x11, ..., x1n3), x′′1 :=

(x1(n3+1), ..., x1n2), x′′′1 := (x1(n2+1), ..., x1n1);
x2 := (x′2, x

′′
2), де x′2 := (x21, ..., x2n3), x′′2 :=

(x2(n3+1), ..., x2n2).
У шарi Π(0,T ] скiнченної товщини T > 0
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розглядатимемо рiвняння

(
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j
−

−
n1∑

j,s=1

ajs∂x1j
∂x1s − b

n1∑
j=1

x1j∂x1j

)
u(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (4)

де ajs i b – дiйснi сталi, причому ajs = asj,
{j, s} ⊂ {1, ..., n1}, i виконується умова па-
раболiчностi

∃ δ > 0 ∀σ1 := (σ11, ..., σ1n1) ∈ Rn1 :
n1∑

j,s=1

ajsσ1jσ1s ≥ δ|σ1|2.

Нехай G(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂
Rn, – ФРЗК для рiвняння (4). Для нього
справджуються, зокрема, оцiнки [5]

|∂k1x1
∂k2x2

∂k3x3
∂m1
ξ1
∂m2
ξ2
∂m3
ξ3
G(t, x; τ, ξ)| ≤

≤ Ck1k2k3m1m2m3

3∏
l=1

(pl(t− τ))−(nl+|kl|+|ml|)/2×

×Ec(t− τ, x, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (5)

де kl i ml – довiльнi мультиiндекси розмiр-
ностi nl, l ∈ {1, 2, 3}, Ck1k2k3m1m2m3 i c – до-
датнi сталi, якi залежать лише вiд коефiцi-
єнтiв ajl, b, n1, n2 i n3, а також вiд T тiльки
у випадку, коли b > 0;

Ec(t, x, ξ) := exp

{
− c

( |ebtX1(t)− ξ1|2

p1(t)
+

+
3∑

l=2

|Xl(t)− ξl|2

pl(t)

)}
,

X1(t) := x1, X2(t) := x2 + αb(t)x̂1,

X3(t) := x3 + tx′2 +
αb(t)− t

b
x′1,

де для t > 0

αb(t) :=


ebt − 1

b
, b ̸= 0,

t, b = 0,

p1(t) :=


e2bt − 1

2b
b ̸= 0,

t, b = 0,
,

p2(t) :=

12
( t

b2
− 2(ebt − 1)

b3(ebt + 1)

)
, b ̸= 0,

t3, b = 0,

p3(t) :=

=

720
( t

b4
+

t3

12b2
− t2(ebt + 1)

2b3(ebt − 1)

)
, b ̸= 0,

t5, b = 0.

Щоб означити простори необхiднi функ-
цiй та узагальнених мiр, уведемо такi набо-
ри визначених для t ∈ [0, T ] функцiй:

k⃗(t, a⃗) := (k1(t, a1), k2(t, a2), k3(t, a3)),

k1(t, a1) :=
c0a1e

2bt

c0 − a1p1(t)
,

kl(t, al) :=
c0al

c0 − alpl(t)
, l ∈ {2, 3};

s⃗(t) := (s1(t), s2(t), s3(t)),

s⃗l(t) := (sl1(t), . . . , slnl
(t)), l ∈ {1, 2, 3},

s1j(t) := k1(t, a1) + 2θ(n2 − j)(αb(t))
2×

×k2(t, a2) + 4
(αb(t)− t

b

)2

θ(n3 − j)k3(t, a3),

j ∈ {1, . . . , n1},
s2j(t) := 2k2(t, a2) + 4t2θ(n3 − j)k3(t, a3),

j ∈ {1, . . . , n2},
s3j(t) := 4k3(t, a3), j ∈ {1, . . . , n3},

де c0 ∈ (0, c), c – стала з оцiнок (5), a⃗ :=
(a1, a2, a3) – набiр таких невiд’ємних чисел,
що pl(T ) < c0/al, l ∈ {1, 2, 3}, θ(τ) = 1 для
τ ≥ 0 i θ(τ) = 0 для τ < 0, а також ваговi
функцiї

Φν(t, x) := exp
{
ν

3∑
l=1

kl(t, al)|Xl(t)|2
}
,

Ψν(t, x) := exp
{
ν

3∑
l=1

nl∑
j=1

slj(t) |xlj|2
}
,
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(t, x) ∈ Π[0,T ], ν ∈ R.

i норми

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)p := ∥u(t, ·)Φ−1(t, ·)∥Lp(Rn),

∥u(t, ·)∥s⃗(t)p := ∥u(t, ·)Ψ−1(t, ·)∥Lp(Rn),

t ∈ [0, T ], p ∈ [1,∞].

Використовуватимемо такi простори:
L
k⃗(t,⃗a)
p – простiр вимiрних за Лебегом фун-

кцiй φ : Rn → C зi скiнченною нормою
∥φ∥k⃗(t,⃗a)p , La⃗

p := L
k⃗(0,⃗a)
p ; M a⃗ – простiр узагаль-

нених борелiвських мiр µ : B −→ C таких,
що

∥µ∥a⃗ :=
∫
Rn

Φ−1(0, x) d|µ|(x) < +∞,

де B – σ-алгебра борелiвських множин про-
стору Rn i |µ| – повна варiацiя µ; L−s⃗(T )

1 –
простiр вимiрних функцiй ψ : Rn → C
зi скiнченною нормою ∥ψ(·)Ψ1(T, ·)}∥L1(Rn);
C

−s⃗(T )
0 – простiр непрервних функцiй ψ :

Rn → C таких, що

|ψ(x)|Ψ1(T, x) −→
|x|→+∞

0.

ФРЗК G породжує iнтеграли Пуассона
вiдповiдно функцiї φ та узагальненої мiри
µ за формулами

u(t, x) =

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)φ(ξ) dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ],

(6)
та

u(t, x) =

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ) dµ(ξ), (t, x) ∈ Π(0,T ].

(7)
Наведемо теореми про коректну розв’я-

знiсть та iнтегральне зображення розв’язкiв
задачi Кошi для рiвняння (4).

Теорема 1. Для довiльної функцiї φ ∈
La⃗
p, p ∈ [1,∞], та узагальненої мiри µ ∈

M a⃗ формули (6) та (7) визначають єдинi
розв’язки рiвняння (4) в шарi Π(0,T ], якi ма-
ють такi властивостi: iснує не залежна

вiд φ i µ стала C > 0 така, що справджу-
ються вiдповiдно нерiвностi

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)p ≤ C∥φ∥a⃗p, t ∈ (0, T ], (8)

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)1 ≤ C∥µ∥a⃗, t ∈ (0, T ]; (9)

при p ∈ [1,∞) виконується спiввiдношення

lim
t→0+

∥u(t, ·)− φ(·)∥s⃗(t)p = 0, (10)

a при p = ∞ u(t, ·) сл−→
t→0+

φ, i для функцiї (7)

u(t, ·) сл−→
t→0+

µ, тобто справджуються спiв-
вiдношення

∀ψ ∈ L
−s⃗(T )
1 :

lim
t→0+

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)φ(x)dx, (11)

∀ψ ∈ C
−s⃗(T )
0 :

lim
t→0+

∫
Rn

ψ(x)u(t, x) dx =

∫
Rn

ψ(x) dµ(x). (12)

Теорема 2. Нехай φ ∈ La⃗
p, p ∈ [1,∞], i

µ ∈M a⃗. Тодi правильнi такi твердження:
1) розв’язок u рiвняння (4), який задо-

вольняє умови

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] : ∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)p ≤ C,
(13)

при 1 ≤ p < ∞ виконується спiввiднонен-
ня (10) i при p = ∞ – спiввiднонення (11),
зображується у виглядi (6);

2) для розв’язку u рiвняння (4), для яко-
го виконується нерiвнiсть (13) з p = 1 i
спiввiдношення (12), правильне зображення
(7).

Наступна теорема є в певному розумiннi
оберненою до попереднiх теорем.

Теорема 3. Нехай u – розв’язок рiвняння
(4) в шарi Π(0,T ], який задовольняє умову

∃C > 0 ∃ p ∈ [1,∞] ∀ t ∈ (0, T ] :

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)p ≤ C.
(14)

Тодi при 1 < p ≤ ∞ iснує єдина функцiя
φ ∈ La⃗

p, а при p = 1 – єдина узагальнена мiра
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µ ∈M a⃗ такi, що розв’язок u зображується
вiдповiдно у виглядi (6) i (7).

Детальне доведення теорем 1 – 3 є в пра-
цях [6, 7]. Наведемо важливi наслiдки з цих
теорем.

1) Якщо φ ∈ La⃗
p, p ∈ (1,∞], i µ ∈ M a⃗, то

розв’язки (6) i (7) при кожному фiксованому
t ∈ (0, T ] належать вiдповiдно до просторiв
L
k⃗(t,⃗a)
p i Lk⃗(t,⃗a)

1 .
2) Простори La⃗

p, p ∈ (1,∞], i M a⃗ є мно-
жинами початкових значень розв’язкiв рiв-
няння (4) тодi й тiльки тодi, коли розв’яз-
ки задовольняють умову (14) вiдповiдно з
p ∈ (1,∞] i p = 1. Ця умова є необхiдною i
достатньою для зображення розв’язку у виг-
лядi (6) i (7).

3) Задача про знаходження умов на ви-
значенi в областi розв’язки рiвняння, якi га-
рантують iснування граничних значень цих
розв’язкiв на межi областi, є важливою кла-
сичною задачею теорiї аналiтичних i гармо-
нiчних функцiй. Тут ця задача розв’язана
для розв’язкiв рiвняння (4), якi визначенi в
шарi Π(0,T ] i належать для кожного t ∈ (0, T ]

до вагових просторiв Lk⃗(t,⃗a)
p . Цим самим для

рiвняння (4) реалiзовано пiдхiд Е–I, який
дав можливiсть отримати точнi результати
про коректну розв’язнiсть та iнтегральне зо-
браження розв’язкiв задачi Кошi, при цьому
повнiстю охарактеризувати вiдповiднi класи
розв’язкiв.
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