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ПРО СЛАБКI РЕТРАКТИ ДАРБУ

Доводиться, що довiльна зв’язна континуальна пiдмножина F зв’язного простору X, яка
є прообразом нуля при деякому вiдображеннi Дарбу простору X у вiдрiзок [0, 1], є ретрактом
Дарбу цього простору. Показано також, що кожна зв’язна пiдмножина метризовного сепара-
бельного простору, доповнення до якої не має iзольованих точок, є слабким ретрактом Дарбу
цього простору.

We prove that any connected subset F of a connected space X with |F | = c is a Darboux
retract of X if there exists a Darboux function f : X → [0, 1] such that F = f−1(0). We also show
that any connected subset E of a metrizable separable space X is a weak Darboux retract of X if
the complement X \ E has no isolated points.

1. Вступ
Сукупнiсть усiх вiдображень мiж то-

пологiчними просторами X i Y , якi ма-
ють властивiсть P , ми позначаємо через
P (X,Y ). Символом C ми позначаємо вла-
стивiсть неперервностi.

Пiдмножину E топологiчного простору
X назвемо P -ретрактом простору X, якщо
iснує вiдображення r ∈ P (X,E), таке, що
r(x) = x для всiх x ∈ E. При цьому вiдобра-
ження r називається P -ретракцiєю просто-
ру X на E.

Зауважимо, що у випадку, коли вiдобра-
ження r неперервне, то E називається про-
сто ретрактом простору X.

Ми кажемо, що вiдображення f : X → Y
мiж топологiчними просторами X та Y має
(слабку) властивiсть Дарбу, якщо образ
довiльної зв’язної (i вiдкритої) пiдмножини
простору X є зв’язною множиною в Y .

Клас усiх вiдображень з X в Y , якi мають
(слабку) властивiсть Дарбу ми позначаємо
через D(X,Y ) (wD(X, Y )).

Ретракти топологiчних просторiв з вла-
стивостями типу Дарбу вивчались у пра-
цях [3–9]. Слiд зазначити, що у всiх згада-
них роботах, крiм [8], розглядалися пiдмно-
жини метризовних сепарабельних просто-
рiв. Так, у [9] автори довели, що довiльний
зв’язний компакт у метризовному сепара-
бельному просторi є ретрактом Дарбу цього
простору. Ми узагальнюємо результати з [9]

i [8] на випадок, коли пiдмножина топологi-
чного простору не обов’язково функцiональ-
но замкнена в цьому просторi. Крiм того, ми
вводимо поняття слабкого ретракту Дарбу
i доводимо, що кожна зв’язна пiдмножина
метризовного сепарабельного простору, до-
повнення до якої не має iзольованих точок,
є слабким ретрактом Дарбу.

2. Ретракти Дарбу
Нехай X – топологiчний простiр. Множи-

на A ⊆ X називається P -нулем простору X,
якщо iснує вiдображення f ∈ P (X, [0, 1]), та-
ке, що

A = f−1(0).

Твердження 1. Якщо зв’язна пiдмножина
A топологiчного простору X є D-нулем в
X, то вона замкнена в X.

Доведення. Нехай f : X → [0, 1] – така
функцiя Дарбу, що A = f−1(0). Припустимо,
що iснує x ∈ A \ A i зазначимо, що множи-
на C = A ∪ {x} зв’язна. Тодi, з одного боку,
множина f(C) зв’язна, а з iншого боку вико-
нується рiвнiсть f(C) = {0}⊔ {f(x)}, звiдки
випливає суперечнiсть.

Зрозумiло, що довiльна функцiонально
замкнена пiдмножина (тобто, множина, яка
є C-нулем) топологiчного простору є i D-
нулем цього простору. Твердження 2 по-
казує, що ця умова не є необхiдною. Пе-
ред формулюванням цього твердження на-
гадаємо, що подвiйним колом Александро-
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ва (див. [1, c. 205]) називається множина
X ⊆ R2, яка є об’єднанням двох концентри-
чних кiл C1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}
i C2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 2} з топо-
логiєю τ , що вводиться наступним чином.
Позначимо через π вiдображення проекту-
вання кола C1 на коло C2 з точки (0, 0), а
через Vn – вiдкриту дугу довжини 1/n ко-
ла C1 з серединою в точцi p. Покладемо
B(p) = {Vn ∪ π(Vn \ {p}) : n ∈ N} при p ∈ C1

i B(p) = {{p}} при p ∈ C2. Тодi топологiя
τ на множинi X породжується сiм’єю око-
лiв (B(p))p∈X . Множину X з топологiєю τ ми
будемо позначати символом A. Добре вiдо-
мо, що подвiйне коло Александрова є неме-
тризовним компактним гаусдорфовим про-
стором, який не є досконало нормальним.

Твердження 2. В просторi A довiльна за-
мкнена зв’язна пiдмножина є D-нулем цьо-
го простору.

Доведення. Нехай F ⊆ A – замкне-
на зв’язна множина. Тодi F ⊆ C1 або F –
одноточкова пiдмножина C2. Справдi, якщо
F ∩ C2 ̸= ∅, то F = {p} ⊔ (F \ {p}), де p –
довiльна точка з C2 ∩ F . Оскiльки одното-
чкова множина {p} вiдкрито-замкнена в A,
а множина F зв’язна, то F = {p}.

У випадку F ⊆ C1 ми, використовую-
чи замкненiсть множини F у метризовному
просторi C1, виберемо таку неперервну фун-
кцiю φ : C1 → [0, 1], що F = φ−1(0) i для всiх
p ∈ A покладемо

f(p) =

{
φ(p), p ∈ C1,
1, p ∈ C2.

Тодi з вищедоведеного випливає, що фун-
кцiя f : A → [0, 1] має властивiсть Дарбу.
Крiм того, F = f−1(0).

У випадку F = {p} ⊆ C2 покладемо f =
1 − χF i зауважимо, що функцiя f : A →
[0, 1] неперервна, адже множина F вiдкрито-
замкнена.

Таким чином, множина F є D-нулем про-
стору A.

Теорема 3. Нехай X – топологiчний про-
стiр i F ⊂ X – зв’язний D-нуль простору
X, такий, що

(i) |F | = c;

(ii) F є власною пiдмножиною деякої ком-
поненти зв’язностi K простору X.

Тодi F – ретракт Дарбу простору X.

Доведення. Нехай F = {xs : s ∈ S},
де |S| = c, i f : X → [0, 1] – така функцiя
Дарбу, що F = f−1(0). Розглянемо розбит-
тя (Ys : s ∈ S) промiжку (0, 1] на континуум
всюди щiльних множин Ys i позначимо Xs =
f−1(Ys) при s ∈ S. Зауважимо, що Xs ̸= ∅
для кожного s ∈ S. Справдi, якщо якась з
множин Xs порожня, то f(K) ⊆ [0, 1] \ Ys.
Оскiльки F ⊂ K i функцiя f має власти-
вiсть Дарбу, то int f(K) ̸= ∅. З щiльностi
множини Ys випливає, що Ys ∩ f(K) ̸= ∅, су-
перечнiсть.

Визначимо ретракцiю r : X → F насту-
пним чином:

r(x) =

{
x, x ∈ F,
xs, x ∈ Xs.

Покажемо, що r має властивiсть Дарбу.
Нехай C ⊆ X – довiльна зв’язна множина.
Якщо C ⊆ F , то r(C) = C. Нехай C \F ̸= ∅.
Якщо f(C) = {y} при y ̸= 0, то iснує єдине
s ∈ S, таке, що y ∈ Ys. У цьому випадку
C ⊆ Xs i множина r(C) одноточкова. Якщо
ж intf(C) ̸= ∅, то f(C) ∩ Ys ̸= ∅ для всiх
s ∈ S. У цьому випадку r(C) = F . Таким
чином, множина r(C) зв’язна.

З теореми 3 безпосередньо випливає

Наслiдок 1. Нехай X – зв’язний простiр
i F ⊆ X – континуальний зв’язний D-нуль
простору X. Тодi F – ретракт Дарбу про-
стору X.

Зауважимо, що з теореми 3 випливає та-
кож, що кожна власна замкнена дуга C кола
C1 є ретрактом Дарбу простору A. При цьо-
му множина C не є функцiонально замкне-
ною в A.

У твердженнi 5 ми покажемо, що поту-
жнiсть множини F у наслiдку 1 не можна
збiльшити.

3. Слабкi ретракти Дарбу
З означення негайно випливає, що ко-

жна функцiя Дарбу має i слабку властивiсть
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Дарбу. Обернене твердження не вiрне, що
ми проiлюструємо в наступному прикладi.

Приклад 1. Розглянемо канторову множи-
ну C на вiдрiзку [0, 1] i нехай (In)

∞
n=1 – послi-

довнiсть сумiжних iнтервалiв In = (an, bn)
до канторової множини. Нехай функцiя f :
[0, 1] → [0, 1) дiє за правилом

f(x) =


x−an
bn−an

, x ∈ [an, bn),

1
2
, x ∈ [0, 1] \

∞∪
n=1

In.

Тодi f має слабку властивiсть Дарбу i не має
властивостi Дарбу.

Доведення. Оскiльки образ {1
2
}∪[13

20
, 1)

множини [11
20
, 2
3
] при вiдображеннi f не зв’я-

зний, то f не є функцiєю Дарбу.
Тепер доведемо, що f має слабку власти-

вiсть Дарбу. Нехай U = (a, b) ⊆ [0, 1], при-
чому a < b. Тодi або U ⊆ In, або U ⊇ In
для деякого n. В першому випадку f(U) =
(f(a), f(b)), а в другому f(U) = [0, 1). Отже,
множина f(U) зв’язна.

Нехай κ > 1 – деякий кардинал. Тополо-
гiчний простiр X називається κ-розкладним,
якщо iснує розбиття (Xs : s ∈ S) цього про-
стору на всюди щiльнi пiдпростори Xs, при-
чому |S| = κ.

Теорема 4. Нехай X – топологiчний про-
стiр, E ⊆ X – зв’язна множина поту-
жностi κ, така, що простiр X \ E є κ-
розкладним. Тодi E – слабкий ретракт Дар-
бу простору X.

Доведення. Нехай E = {xs : s ∈ S},
де |S| = κ. Крiм того, нехай (Xs : s ∈ S) –
розбиття доповнення X \E на всюди щiльнi
множини Xs. Побудуємо вiдображення r :
X → E наступним чином:

r(x) =

{
x, якщо x ∈ E,
xs, якщо x ∈ Xs.

Доведемо, що вiдображення r має слаб-
ку властивiсть Дарбу. Для цього розгляне-
мо вiдкриту зв’язну множину U ⊆ X. Якщо
U ⊆ E, то r(U) = U . Нехай U \ E ̸= ∅.
Оскiльки множина U \ E вiдкрита в X \ E,
а множина Xs щiльна в X \ E, то

(U \ E) ∩Xs ̸= ∅

для кожного s ∈ S. Тодi

r(U) = r(U \ E) ∪ r(U ∩ E) =

= (
∪
s∈S

r((U \ E) ∩Xs)) ∪ (U ∩ E) =

= (
∪
s∈S

{xs}) ∪ (U ∩ E) = E ∪ (U ∩ E) = E.

Отже, в будь-якому з випадкiв множина
r(U) зв’язна.

Для топологiчного простору X позначи-
мо

∆(X) = min{|G| : G ∈ τ+(X)},

де τ+(X) – сукупнiсть усiх вiдкритих непо-
рожнiх пiдмножин простору X. Нагадаємо,
що топологiчний простiр X називається ма-
ксимально розкладним, якщо iснує розбиття
(Xs : s ∈ S) цього простору на всюди щiльнi
пiдпростори, де |S| = ∆(X). Зауважимо, що
довiльний метризовний простiр без iзольо-
ваних точок є максимально розкладним [2].

Наслiдок 2. Нехай X – метризовний се-
парабельний простiр i E ⊂ X – зв’язна пiд-
множина, доповнення до якої не має iзо-
льованих точок. Тодi E – слабкий ретракт
Дарбу простору X.

Доведення. Зауважимо, що |X| =
|E| = c. Крiм того, ∆(X \ E) = c. Залиши-
лось застосувати теорему 4.

Нагадаємо, що елемент x зв’язного про-
стору X називається розбиваючою точкою,
якщо множина X \ {x} не зв’язна. У про-
тилежному випадку, точка x називається
нерозбиваючою. Пiд дугою ми розумiємо
зв’язний компактний гаусдорфовий простiр,
який має рiвно двi нерозбиваючi точки. Се-
парабельна дуга гомеоморфна вiдрiзку [0, 1]
(див., наприклад, [1, c. 549]). Несепарабель-
на дуга називається довгою дугою.

Твердження 5. Iснує зв’язний функцiо-
нально замкнений пiдпростiр F гаусдорфо-
вого компактного зв’язного простору X,
який не є слабким ретрактом Дарбу цього
простору.

Доведення. Нехай λ – довiльний орди-
нал потужностi строго бiльшої, нiж c, i не-
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хай F – це добуток λ × [0, 1) ∪ {(λ, 0)}, на-
дiлений топологiю, породженою лексикогра-
фiчним порядком на множинi F . Зауважи-
мо, що F – це довга дуга. Розглянемо про-
стiр X, який є склейкою простору F з вiд-
рiзком I = [0, 1], при якiй ототожнюються
точки (0, 0) з 0 та (λ, 0) з 1. Так побудова-
ний простiр X зв’язний, компактний i гаус-
дорфовий.

Нехай φ : [0, 1] → [0, 1] – довiльна непе-
рервна функцiя, така, що {0, 1} = φ−1(0).
Тодi функцiя f : X → [0, 1], яка дiє за пра-
вилом f(x) = φ(x) при x ∈ I i f(x) = 0 при
x ∈ X \ I, неперервна i F = f−1(0). Отже,
множина F функцiонально замкнена в X.

Припустимо, що iснує ретракцiя r : X →
F , яка має слабку властивiсть Дарбу. То-
дi множина F0 = r((0, 1)) зв’язна. Припу-
стимо, що inf F0 = x = (α, t) ̸= (0, 0) i
вiзьмемо довiльне y = (β, s) ∈ F , таке,
що (0, 0) ̸= (β, s) < (α, t). Оскiльки G =
(0, 1) ∪ [0, y) – вiдкрита зв’язна пiдмножина
простору X, то r(G) – теж зв’язна множи-
на. Але r(G) ⊆ F \ {y}, суперечнiсть. Отже,
inf F0 = (0, 0). Аналогiчно, supF0 = (λ, 0).
Тодi |r((0, 1))| = |F0| = c, звiдки випливає,
що наше припущення не вiрне. Таким чи-
ном, F не є слабким ретрактом Дарбу про-
стору X.
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