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БIФУРКАЦIЯ ЦИКЛIВ ПАРАБОЛIЧНИХ СИСТЕМ IЗ МАЛОЮ
ДИФУЗIЄЮ

Доведено iснування перiодичних розв’язкiв автономної параболiчної системи диференцi-
альних рiвнянь з малою дифузiєю на колi. Вивчено питання iснування та стiйкостi бiжучих
хвиль рiвняння спiнового горiння та рiвняння Хатчiнсона.

We prove the existence of periodic solutions in autonomous parabolic system of differential
equations with small diffusion on the circle. We consider the problem of the existence and stability
of traveling waves in the equation of spin combustion and Hutchinson equation.

Питання стiйкостi та бiфуркацiї розв’яз-
кiв диференцiально-функцiональних рiв-
нянь, параболiчних та гiперболiчних систем
з перетвореним аргументом розглядалися,
зокрема, в [1 – 5]. У цiй статтi дослiджено
iснування та стiйкiсть як завгодно великого
скiнченного числа циклiв параболiчної си-
стеми iз малою дифузiєю, рiвняння спiново-
го горiння та рiвняння Хатчiнсона. Подiбнi
задачi для диференцiальних рiвнянь з ча-
стинними похiдними вивчалися у працях [6
– 9] та iн.

1. Бiжучi хвилi параболiчних рiв-
нянь iз малою дифузiєю. Розглянемо си-
стему

∂u1

∂t
= εd

∂2u1

∂x2
+ u2 + ε(αu1 − βu2) + (d0u1−

−c0u2)(u
2
1 + u2

2),
∂u2

∂t
= εd

∂2u2

∂x2
− u1+ (1)

+ε(αu2 + βu1) + (d0u2 + c0u1)(u
2
1 + u2

2)

з перiодичною умовою

u1(t, x+ 2π) = u1(t, x),

u2(t, x+ 2π) = u2(t, x), (2)

де ε – малий додатний параметр, d > 0, d0 ∈
R.

Перейшовши до комплексних змiнних
u = u1 + iu2, ū = u1 − iu2, одержимо рiв-
няння
∂u

∂t
= εd

∂2u

∂x2
− iu+ ε(α+ iβ)u+ (d0 + ic0)u

2ū.

(3)

Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильо-
вих розв’язкiв задачi (1), (2). Розв’язок рiв-
няння (3) будемо шукати у виглядi бiжучої
хвилi u = θ(y), y = σt + x, де функцiя θ(y)
має перiод 2π. Тодi одержимо рiвняння

σ
dθ

dy
= εd

d2θ

dy2
− iθ+ ε(α+ iβ)θ+(d0+ ic0)θ

2θ̄.

Це рiвняння замiною
dθ

dy
= θ1 зведемо до ви-

гляду

dθ

dy
= θ1, σθ1 = εd

dθ1
dy

− iθ + ε(α+ iβ)θ+

+(d0 + ic0)θ
2θ̄. (4)

Iнтегральний многовид системи (4) мо-
жна зобразити у виглядi

θ1 = −εd

σ3
θ− i

σ
θ+

ε

σ
(α+iβ)θ+

d0 + ic0
σ

θ2θ̄+. . . .

Тут у лiнiйних доданках збережено члени
порядку O(ε), а в нелiнiйних – O(1). Рiвня-
ння на цьому многовидi набере вигляду

dθ

dy
= −εd

σ3
θ− i

σ
θ+

ε

σ
(α+iβ)θ+

d0 + ic0
σ

θ2θ̄+. . .

(5)
Перейшовши у рiвняннi (5) до полярних

координат, w = r exp(iφ), одержимо рiвнян-
ня

dr

dy
= ε

(
α

σ
− d

σ3

)
r +

d0
σ
r3. (6)

Нехай d0 < 0 i виконується нерiвнiсть

α >
d

σ2
. Тодi рiвняння (6) має стацiонарний
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розв’язок

r =
√
εR0, R0 =

√
(α− d

σ2
))|d0|−1,

отже, перiодичний розв’язок рiвняння (5)

має вигляд θ =
√
εR0 exp

(
− i

σ
y

)
+ O(ε).

Враховуючи, що функцiя θ повинна мати

перiод 2π, одержуємо σ = − 1

n
+ O(ε), n =

±1,±2, . . ., отже, перiодичний розв’язок рiв-
няння (3) має вигляд

un = un(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+nx)), (7)

де rn =
√

(α− dn2)|d0|−1, χn(ε) = −1 + εβ +
εc0r

2
n, n ∈ Z. Тодi перiодичний розв’язок за-

дачi (1), (2) має вигляд

u1 =
√
εrn cos(χn(ε)t+ nx),

u2 =
√
εrn sin(χn(ε)t+ nx), n ∈ Z. (8)

Тому правильне наступне твердження.
Теорема 1. Нехай d0 < 0 i для деякого

цiлого n виконується нерiвнiсть α > dn2.
Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 <
ε < ε0 задача (1), (2) має перiодичнi вiдно-
сно t розв’язки (8).

2. Стiйкiсть перiодичних розв’язкiв.
Рiвняння у варiацiях в околi розв’язку (7)
рiвняння (3) має вигляд

∂v

∂t
= εd

∂2v

∂x2
− iv + ε(α + iβ)v+

+ε(d0 + ic0)(2r
2
nv + w2

nv̄), (9)

де wn = rn exp(i(χn(ε)t+ nx)), χn(ε) = −1 +
εβ + εc0r

2
n. Зробивши в рiвняннi (9) замiну

v = w exp(iχn(ε)t), одержимо

∂w

∂t
= ε(d

∂2w

∂x2
+ (α + d0r

2
n)w+

+(d0 + ic0)r
2
n(w + w exp(2inx))). (10)

Розв’язок рiвняння (10) будемо шукати у
вигляду ряду Фур’є в комплекснiй формi

w(t, x) =
∞∑

k=−∞

yk(t) exp(ikx),

w(t, x) =
∞∑

k=−∞

vk(t) exp(ikx). (11)

Пiдставляючи (11) в (10) i зрiвнюючи кое-
фiцiєнти при exp(ikx), одержимо рiвняння
вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n

dt
= ε[(α + d0r

2
n)yk+n − d(k + n)2yk+n+

+(d0 + ic0)r
2
n(yk+n + vk−n)]. (12)

Аналогiчно пiдставляючи (11) у спряже-
не до (10) рiвняння, одержимо

dvk−n

dt
= ε[(α + d0r

2
n)vk−n − d(k − n)2vk−n+

+(d0 − ic0)r
2
n(vk−n + yk+n)]. (13)

Стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (1),
(2) визначається стiйкiстю системи (12), (13)
з параметром k ∈ Z. Позначимо через εA
матрицю системи (12), (13) з елементами
εa11, εa12, εa21, εa22. Матриця A має ну-
льове власне значення при k = 0. Оскiль-
ки сума дiагональних елеменетiв матрицi A
вiд’ємна, a = a11 + a22 < 0, то для орбi-
тальної експоненцiальної стiйкостi хвильо-
вого розв’язку un(t, x) необхiдно i досить,
щоб при k ̸= 0 виконувалась умова a2c > f 2,
де c = Re(det(A)), f = Im(det(A)), f =
4dknc0r

2
n, тобто

(dk2+α− dn2)2(dk2 +2α− 6dn2) > 4dn2c20r
4
n,

(14)
де r2n = (dn2 − α)/d0.

Теорема 2. Бiжучi хвилi un(t, x) задачi
(1), (2) експоненцiально орбiтально стiйкi
тодi i тiльки тодi, коли виконується умо-
ва (14) при всiх k ∈ Z, k ̸= 0.

Як приклад розглянемо рiвняння (1),
в якому β = 0, c0 = 0, Тодi з те-
ореми 1 випливає, що при d0 < 0,
dn2 < α iснує перiодичний розв’язок un =√

ε(α− dn2)|d0|−1

(
cos(−t+ nx)
sin(−t+ nx)

)
. Згiдно

з теоремою 2 бiжучi хвилi un(t, x) експонен-
цiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi,

коли n2 <
1

6d
(d+ 2α).
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3. Перiодичнi режими рiвняння спi-
нового горiння. Розглянемо задачу

∂2ξ

∂t2
+ ξ = (15)

= 2ε

[
∂ξ

∂t

(
1− 4

3

(
∂ξ

∂t

)2
)

+
1

ϱ2
∂3ξ

∂t∂x2

]
,

ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x), (16)

де ε – малий додатний параметр, ϱ > 0.
Задача (15), (16) еквiвалентна системi

∂ξ

∂t
= p,

∂p

∂t
+ ξ =

= 2ε

[
p

(
1− 4

3
p2
)
+

1

ϱ2
∂2p

∂x2

]
, (17)

ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x), p(t, x+ 2π) = p(t, x).

Розв’язок системи (17) будемо шукати у
виглядi бiжучої хвилi ξ = θ1(y), p = θ2(y),
y = σt + x, де функцiї θ1(y), θ2(y) мають
перiод 2π. Тодi одержимо систему

σ
dθ1
dy

= θ2, σ
dθ2
dy

+ θ1 =

= 2ε

[
θ2

(
1− 4

3
θ22

)
+

1

ϱ2
d2θ2
dy2

]
.

Цю систему замiною
dθ2
dy

= θ3 зведемо до
вигляду

σ
dθ1
dy

= θ2,
dθ2
dy

= θ3, σθ3 + θ1 =

= 2ε

[
θ2

(
1− 4

3
θ22

)
+

1

ϱ2
dθ3
dy

]
. (18)

Iнтегральний многовид системи (18) мо-
жна зобразити у виглядi

θ3 = − 1

σ
θ1 +

2ε

σ

[
θ2

(
1− 4

3
θ22

)
+

1

σ2ϱ2
θ2

]
+

+O(ε2).

Система рiвнянь на цьому многовидi набере
вигляду

σ
dθ1
dy

= θ2,
dθ2
dy

= − 1

σ
θ1+

+
2ε

σ

[
θ2

(
1− 4

3
θ22

)
+

1

σ2ϱ2
θ2

]
+O(ε2). (19)

Перейшовши до комплексних змiнних
u = θ1+ iθ2, ū = θ1− iθ2, одержимо рiвняння

du

dy
= − i

σ
u+

ε

σ
[u− ū+

1

3
(u− ū)2−

− 1

σ2ϱ2
(u− ū)] +O(ε2). (20)

Зробивши у рiвняннi (20) замiну u = w+

εi

[
1

2

(
1− 1

σ2ϱ2

)
w̄ +

1

6
w3 − 1

2
ww̄2 +

1

12
w̄3

]
,

одержимо

dw

dy
= − i

σ
w+

ε

σ

[
w − w2w̄ − 1

σ2ϱ2
w

]
+O(ε2).

(21)
Перейшовши у рiвняннi (21) до полярних

координат w = r exp(iφ), отримаємо рiвнян-
ня

dr

dy
=

ε

σ

[
r − 1

σ2ϱ2
r − r3

]
+O(ε2). (22)

Нехай виконується нерiвнiсть σ2ϱ2 > 1. Тодi
рiвняння (22) має стацiонарний розв’язок

R0 =

√
1− 1

σ2ϱ2
,

отже, перiодичний розв’язок рiвняння (20)

має вигляд u = R0 exp

(
− i

σ
y

)
+ O(ε). Звiд-

си знаходимо перiодичний розв’язок θ1 =

R0 cos
(y
σ

)
+ O(ε), θ2 = −R0 sin

(y
σ

)
+ O(ε)

системи (19). Враховуючи, що функцiї θ1
та θ2 повиннi мати перiод 2π, одержуємо

σ = − 1

n
+O(ε), n = ±1,±2, . . ., отже, перiо-

дичний розв’язок рiвняння (15) має вигляд

ξn =

√
1− n2

ϱ2
cos(−t+ nx) +O(ε), (23)

де n ∈ Z. Тому правильне наступне твер-
дження.

Теорема 3. Нехай для деякого цiлого n
виконується нерiвнiсть n2 < ϱ2. Тодi зна-
йдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0
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задача (15), (16) має перiодичнi вiдносно t
розв’язки (23), де n ∈ Z.

4. Стiйкiсть перiодичних режимiв
рiвняння спiнового горiння. Система
рiвнянь у варiацiях в околi перiодичного

розв’язку ξn = ξn(t, x), pn =
∂ξn(t, x)

∂t
систе-

ми (17) має вигляд

∂v1
∂t

= v2,
∂v2
∂t

+ v1 =

= 2ε

[
v2 − 4p2nv2 +

1

ϱ2
∂2v2
∂x2

]
.

Перейшовши до комплексних змiнних
v = v1 + iv2, одержимо рiвняння

∂v

∂t
= −iv + ε[v − v̄ − 4p2n(v − v̄)+

+
1

ϱ2
∂2(v − v̄)

∂x2
].

Зробивши замiну v = w exp(−it) i усере-
днивши одержане рiвняння вiдносно t, одер-
жимо рiвняння

∂w

∂t
= ε[w − 2r2nw − r2n exp(2inx)w̄+

+
1

ϱ2
∂2w

∂x2
], (24)

де rn =

√
1− n2

ϱ2
.

Розв’язок рiвняння (24) будемо шукати
у вигляду ряду Фур’є (11). Пiдставляючи
(11) в (24) i зрiвнюючи коефiцiєнти при
exp(ikx), одержимо рiвняння вiдносно кое-
фiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n

dt
= ε[yk+n − 2r2nyk+n − r2nvk−n−

−(k + n)2

ϱ2
yk+n]. (25)

Аналогiчно пiдставляючи (11) у спряже-
не до (24) рiвняння, одержимо

dvk−n

dt
= ε[vk−n − 2r2nvk−n − r2nyk+n−

−(k − n)2

ϱ2
vk−n]. (26)

Стiйкiсть перiодичних розв’язкiв рiвня-
ння спiнового горiння визначається стiйкi-
стю системи (25), (26) з параметром k ∈ Z.
Позначимо через εA матрицю системи (25),
(26) з елементами εa11, εa12, εa21, εa22. Ма-
триця A має нульове власне значення при
k = 0. Оскiльки сума дiагональних елемене-
тiв матрицi A вiд’ємна, a = a11 + a22 < 0,
то для орбiтальної експоненцiальної стiйко-
стi перiодичного розв’язку ξn(t, x) необхiдно
i досить, щоб при k ̸= 0 виконувалась умова
det(A) > 0, тобто k2 (k2 + 2ϱ2 − 6n2) /ϱ4 > 0.
Ця умова рiвносильна умовi

n2 <
1

6
(2ϱ2 + 1). (27)

Теорема 4. Бiжучi хвилi ξn(t, x) задачi
(15), (16) експоненцiально орбiтально стiй-
кi тодi i тiльки тодi, коли виконується
умова (27).

5. Перiодичнi режими рiвняння Ха-
тчiнсона. Розглянемо рiвняння Хатчiнсона
з дифузiєю

∂u

∂t
= εD

∂2u

∂x2
−
(π
2
+ ε
)
u(t−1, x)(1+u) (28)

та перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (29)

що використовується в математичнiй еколо-
гiї [8]. Тут ε – малий додатний параметр,
D > 0.

Аналогiчно [11] запишемо рiвняння на
многовидi

∂v

∂t
= εDΨ(0)

∂2v1
∂x2

+

(
0 π/2 + 8εα

−π/2 4πεα

)
v+

+
π

2
Ψ(0)[v1v2 + kv31 − (m+ l)v21v2−

−2kv1v
2
2 +mv32],

де Ψ(0) = 4α

(
2
π

)
, α =

1

π2 + 4
, v =(

v1
v2

)
, k = 1/5 − 4πα/3, l = 1/5 + 8α/3,

m = 8α/3 − 1/5. Перейшовши до компле-
ксних змiнних w = v1 + iv2, w̄ = v1 − iv2,
одержимо рiвняння

∂w

∂t
= 2εα(2 + πi)D

∂2(w + w̄)

∂x2
− π

2
iw + 2εα×
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×(π − 2i)(w − w̄) + 2πα(2 + πi)[
i

4
(w̄2 −w2)+

+
k

8
(w + w̄)3 − (m+ l)i

8
(w + w̄)(w̄2 − w2)−

−2k

8
(w − w̄)(w̄2 − w2) +

mi

8
(w − w̄)3]. (30)

Перетворимо рiвняння (30) за допомогою
пiдстановки

w = s+ α(2 + πi)(s2 + s̄2/3) + V3(s, s̄), (31)

де V3 – форма третього порядку. Перетворе-
ння (31) можна пiдiбрати так, що рiвняння
для s набуде вигляду

∂s

∂t
= −π

2
is+ ε[(γ + iδ)

∂2(s+ s)

∂x2
+

+(α1 + iβ)(s− s)] + (d0 + ic0)s
2s, (32)

де γ = 4αD, δ = 2παD, α1 = 2πα, β = −4α,
d0 = πα(2− 3π)/20, c0 = πα(π + 6)/20.

Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильо-
вих розв’язкiв задачi (28), (29). Розв’язок
рiвняння (32) будемо шукати у виглядi бi-
жучої хвилi s = θ(y), y = σt+ x, де функцiя
θ(y) має перiод 2π. Тодi одержимо рiвняння

σ
dθ

dy
= −π

2
iθ + ε[(γ + iδ)

d2(θ + θ)

dy2
+

+(α1 + iβ)(θ − θ)] + (d0 + ic0)θ
2θ.

Це рiвняння замiною
dθ

dy
= θ1 зведемо до ви-

гляду

dθ

dy
= θ1, σθ1 = −π

2
iθ+ε[(γ+iδ)

d(θ1 + θ1)

dy
+

+(α1 + iβ)(θ − θ)] + (d0 + ic0)θ
2θ. (33)

Iнтегральний многовид системи (33) мо-
жна зобразити у виглядi

θ1 = − π

2σ
iθ +

ε

σ
[− π2

4σ2
(γ + iδ)(θ + θ)+

+(α1 + iβ)(θ − θ)] +
d0 + ic0

σ
θ2θ + . . . .

Тут в лiнiйних доданках збережено члени
порядку O(ε), а в нелiнiйних – O(1). Рiвня-
ння на цьому многовидi набере вигляду

dθ

dy
= − π

2σ
iθ +

ε

σ
[− π2

4σ2
(γ + iδ)(θ + θ)+

+(α1 + iβ)(θ − θ)] +
d0 + ic0

σ
θ2θ + . . . .

У цьому рiвняннi зробимо замiну θ =

p exp(− π

2σ
iy) i усереднимо одержане рiвнян-

ня вiдносно y [10]. Тодi одержимо автономне
рiвняння вигляду

dp

dy
=

ε

σ

[
− π2

4σ2
(γ + iδ)p+ (α1 + iβ)p

]
+

+
d0 + ic0

σ
p2p. (34)

Перейшовши у рiвняннi (34) до полярних
координат p = r exp(iφ), отримаємо рiвня-
ння

dr

dy
= −ε

π2γ

4σ3
r + ε

α1

σ
r +

d0
σ
r3. (35)

Нехай виконується нерiвнiсть 2σ2 > πD.
Тодi рiвняння (35) має стацiонарний розв’я-
зок

r =
√
εR0, R0 =

√
40

3π − 2

(
1− πD

2σ2

)
,

отже, перiодичний розв’язок системи (33)

має вигляд θ =
√
εR0 exp

(
− πi

2σ
y

)
+ O(ε),

θ1 =
dθ

dy
. Враховуючи, що функцiя θ повинна

мати перiод 2π, одержуємо σ = − π

2n
+O(ε),

n = ±1,±2, . . ., отже, перiодичний розв’язок
рiвняння (32) має вигляд

sn = sn(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)),

(36)

де rn =

√
40

3π − 2

(
1− 2Dn2

π

)
, χn(ε) = −π

2
+

εβ + εc0r
2
n − εδn2. Звiдси одержимо перiоди-

чний розв’язок задачi (28), (29)

un = un(t, x) =
√
εrn cos(χn(ε)t+ nx). (37)

Рiвняння у варiацiях в околi розв’язку
(36) рiвняння (32) має вигляд

∂v

∂t
= −π

2
iv + ε[(γ + iδ)

∂2(v + v)

∂x2
+ (α1+

+iβ)(v − v)] + (d0 + ic0)(2εr
2
nv + s2nv).
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Зробивши замiну v = w exp(iχn(ε)t) i усере-
днивши одержане рiвняння вiдносно t, одер-
жимо рiвняння

∂w

∂t
= ε[(γ + iδ)

∂2w

∂x2
+ (α1 + iδn2 + d0r

2
n)w+

+(d0 + ic0)r
2
n(w + w exp(2inx))]. (38)

Розв’язок рiвняння (38) будемо шукати у
вигляду ряду Фур’є (11) в комплекснiй фор-
мi. Пiдставляючи (11) в (38) i зрiвнюючи ко-
ефiцiєнти при exp(ikx), одержимо рiвняння
вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є

dyk+n

dt
= ε[(α1+ iδn2+d0r

2
n)yk+n− (γ+ iδ)(k+

+n)2yk+n + (d0 + ic0)r
2
n(yk+n + vk−n)]. (39)

Аналогiчно пiдставляючи (11) у спряжене
до (38) рiвняння, одержимо

dvk−n

dt
= ε[(α1− iδn2+d0r

2
n)vk−n−(γ− iδ)(k−

−n)2vk−n + (d0 − ic0)r
2
n(vk−n + yk+n)]. (40)

Стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi
(28), (29) визначається стiйкiстю системи
(39), (40) з параметром k ∈ Z. У си-
стемi (39), (40) зробимо замiну yk+n =
zk+n exp(2iδkn), vk−n = wk−n exp(2iδkn). То-
дi одержимо лiнiйну систему з матрицею

εA =

(
εa11 εa12
εa21 εa22

)
. Оскiльки α1 − γn2 =

−d0r
2
n, то матриця A має нульове власне зна-

чення при k = 0. Оскiльки сума дiагональ-
них елеменетiв матрицi A вiд’ємна, a = a11+
a22 < 0, то для орбiтальної експоненцiаль-
ної стiйкостi хвильового розв’язку un(t, x)
необхiдно i досить, щоб при k ̸= 0 викону-
валась умова a2c > f 2, де c = Re(det(A)),
f = Im(det(A)), f = 4γkn(c0r

2
n − δk2), тобто

(d0r
2
n − γk2)2(γ2k2 + δ2k2 − 2γd0r

2
n − 4γ2n2−

−2δc0r
2
n) > 4γ2n2(c0r

2
n − δk2)2. (41)

Тому правильне наступне твердження.
Теорема 5. Нехай для деякого цiлого n

виконується нерiвнiсть 2Dn2 < π. Тодi
знайдеться таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0
задача (28), (29) має перiодичнi вiдносно t

розв’язки (37), де n ∈ Z. Цi розв’язки експо-
ненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки
тодi, коли виконується умова (41) при всiх
k ∈ Z, k ̸= 0.
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