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АНАЛОГИ НЕРIВНОСТI ВIМАНА I ЕФЕКТ ЛЕВI ДЛЯ АНАЛIТИЧНИХ
ФУНКЦIЙ У БIКРУЗI

Доведено аналог нерiвностi Вiмана для випадкових функцiй аналiтичних в бiкрузi D2 =
{z ∈ C2 : |z1| < 1, |z2| < 1}. Отриманi нерiвностi точнi.
Ключовi слова: максимум модуля, максимальний член, аналiтична функцiя в бiкрузi, нерiв-
нiсть типу Вiмана, випадкова аналiтична функцiя.

In this paper we prove some analogue of Wiman’s type inequality for random analytic functi-
ons in the bidisc D2 = {z ∈ C2 : |z1| < 1, |z2| < 1}. The obtained inequality is sharp.
Key words: maximum modulus, maximal term, analytic functions in the bidisc, Wiman’s type
inequality, random analytic function.

1. Вступ. Нехай A1 — клас аналiтичних в
одиничному крузi D = {z : |z| < 1} функцiй
f , предсталених степеневим рядом вигляду

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n (1)

з радiусом збiжностi R(f) = 1.
Для r ∈ [0; 1) i f ∈ A1 позначи-
мо Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r},
µf (r) = max{|an|rn : n ≥ 0}. Для будь-якої
аналiтичної функцiї f ∈ A1 i кожного δ > 0
iснує множина Ef (δ) ⊂ (0, 1) скiнченної
логарифмiчної мiри на (0, 1), тобто∫

Ef (δ)

dr

1− r
< +∞,

така, що для всiх r ∈ (0, 1)\Ef (δ) виконуєть-
ся нерiвнiсть (1, 2])

Mf (r) ≤
µf (r)

(1− r)1+δ
ln1/2+δ µf (r)

1− r
. (2)

Подiбнi нерiвностi можна знайти в [3–8].
В [2] зазначено, що для функцiї g(z) =∑+∞

n=1 exp{nε}zn, ε ∈ (0, 1) виконується не-
рiвнiсть

lim
r→1−0

Mg(r)
µg(r)

1−r ln1/2 µg(r)

1−r

≥ C > 0. (3)

У [9 – 17] доведено рiзнi аналоги нерi-
вностi Вiмана для цiлих та випадкових цi-
лих функцiй вiд декiлькох змiнних, а в [18]

для аналiтичних в областi D × C функцiй
вiд двох змiнних. Нерiвнiсть типу Вiмана в
класi A2 аналiтичних в одиничному бiкрузi
D2 = {z ∈ C2 : |z1| < 1, |z2| < 1} функцiй
вигляду

f(z) = f(z1, z2) =
+∞∑

n+m=0

anmz
n
1 z

m
2

розглянуто в [19].
Для r = (r1, r2) ∈ [0, 1)2 i функцiї f ∈ A2

позначимо

△r = {t ∈ [0, 1)2 : t1 ≥ r1, t2 ≥ r2},
Mf (r) = max{|f(z1, z2)| : |z1| ≤ r1, |z2| ≤ r2},

µf (r) = max{|anm|rn1 rm2 : (n,m) ∈ Z2
+},

Mf (r) =
+∞∑

n+m=0

|anm|rn1 rm2 .

Казатимемо, що E ⊂ [0, 1)2 є множи-
ною асимптотично скiнченної логарифмi-
чної мiри на [0, 1)2, якщо iснує r0 ∈ [0, 1)2

таке, що

νln(E ∩△r0):=

∫∫
E∩△r0

dr1dr2
(1− r1)(1− r2)

< +∞,

тобто множина E ∩△r0 є множиною скiнче-
нної логарифмiчної мiри на [0, 1)2. Позначи-
мо клас таких множин через E .

Для f ∈ A2 в [19] доведено таке твердже-
ння.
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Теорема 1. Нехай f ∈ A2. Для кожного δ >
0 iснує множина E = E(f, δ) ⊂ [0, 1)2, E ∈ E
така, що для всiх r ∈ [0, 1)2\E маємо

Mf (r) ≤ Mf (r) ≤ µf (r)

(
1

(1− r1)(1− r2)
×

× ln
( µf (r)

(1− r1)(1− r2)

))1+δ

. (4)

У статтi [19] також доведено, що степiнь
1+ δ у нерiвностi (4) не можна замiнити чи-
слом меншим за 1. Це випливає з такої тео-
реми.
Теорема 2. Iснує функцiя f ∈ A2, стала
C > 0 i множина E ⊂ [0, 1)2, E ̸∈ E такi, що
для всiх r ∈ E маємо

Mf (r) ≥ C
µf (r)

(1− r1)(1− r2)
×

× ln
( µf (r)

(1− r1)(1− r2)

)
.

Основною метою цiєї статтi є доведен-
ня точної нерiвностi Вiмана для випадко-
вих аналiтичних функцiй у бiкрузi, як ви-
явиться, м.н. степiнь 1 + δ у нерiвностi (4)
можна замiнити числом 1/2 + δ. При цьому
цей степiнь м.н. не можна замiнити числом
меншим за 1/2. Але розпочинаємо з двох те-
орем в класi випадкових аналiтичних фун-
кцiй в одиничному крузi, друга з яких мi-
стить одну просту iдею, якою ми наприкiнцi
статтi скористаємось у доведеннi теореми 6.
2. Нерiвнiсть Вiмана для випадкових
аналiтичних функцiй в одиничному
крузi. Нехай Ω = [0, 1] i P — мiра Лебега на
R. Розглянемо ймовiрнiсний простiр Штейн-
гауза (Ω,A, P ), де A — σ-алгебра вимiрних
за Лебегом пiдмножин Ω. НехайX = (Xn(t))
— деяка послiдовнiсть випадкових величин,
визначена на цьому просторi. Для аналiти-
чної в одиничному крузi D функцiї f(z) =∑+∞

n=0 anz
n через K(f,X) позначимо клас ви-

падкових аналiтичних функцiй

f(z, t) =
+∞∑
n=0

anXn(t)z
n. (5)

Вираз “майже напевно” використовувати-
меться в сенсi, що вiдповiдна властивiсть ви-
конується майже скрiзь за мiрою Лебега P

на Ω = [0, 1]. Казатимемо, що деяке спiввiд-
ношення виконується майже напевно у класi
K(f,X), якщо воно виконується кожної ана-
лiтичної функцiї f(z, t) вигляду (5) майже
напевно по t.

Припустимо, що X = (Xn(t)) — мульти-
плiкативна система (МС) рiвномiрно обме-
жена 1. Тобто, для всiх n ∈ N i t ∈ [0, 1]
маємо |Xn(t)| ≤ 1 для майже всiх t ∈ [0; 1] i

∀(i1, i2, . . . , ik) ∈ Nk, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik :

M(Xi1Xi2 · · ·Xik) = 0,

де Mξ — математичне сподiвання випадко-
вої величини ξ.

Подiбно, як i у статтi [3], доводиться таке
твердження.

Теорема 3. Нехай f(z, t) — випадкова ана-
лiтична функцiя вигляду (5), X ∈ МС i
|Xn| ≤ 1 для майже всiх t ∈ [0; 1]. То-
дi майже напевно у K(f,X) для кожного
δ > 0 iснує множина E = E(f, t, δ) ⊂ [0, 1)
асимптотично скiнченної логарифмiчної мi-
ри на [0; 1) (

∫
E

dr
1−r < +∞) така, що для всiх

r ∈ [0, 1)\E маємо

Mf (r, t) ≤ µf (r)

(
1

(1− r)2
· ln µf (r)

1− r

)1/4+δ

. (6)

Точнiсть нерiвностi (6) випливає з такого
твердження.

Теорема 4. Нехай X довiльна послiдов-
нiсть випадкових величин таких, що |Xn| ≥
1 для майже всiх t ∈ [0; 1]. Тодi iснують ана-
лiтична в одиничному крузi D функцiя f(z)
i сталi C > 0, 0 < r0 < 1 такi, що майже
напевно у K(f,X) для всiх r ∈ (r0, 1) вико-
нується нерiвнiсть

Mf (r, t) > Cµf (r)

(
1

(1− r)2
· ln µf (r)

1− r

)1/4

. (7)

Доведення. Розглянемо

g(z) =
+∞∑
n=1

exp{
√
n}zn,

f(z) =
+∞∑
n=1

exp{
√
n/2}zn,
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f(z, t) =
+∞∑
n=1

Xn(t) exp{
√
n/2}zn.

Зауважимо, що для всiх 0 < r < 1

µg(r
2) = max{e

√
nr2n : n ≥ 1} =

= max{(e
√
n/2rn)2 : n ≥ 1} = (µf (r))

2,

тому, використовуючи рiвнiсть Парсеваля,
отримуємо, що майже напевно для всiх 0 <
r < 1 виконується нерiвнiсть

Mg(r
2) ≤

+∞∑
n=1

|Xn(t)|2 exp{
√
n}r2n =

=
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ, t)|2dθ ≤ (Mf (r, t))
2.

Отже, використавши (3), при r → 1−0 отри-
маємо

(Mf (r, t))
2 ≥Mg(r

2) ≥

≥ C
µg(r

2)

1− r2
· ln1/2 µg(r

2)

1− r2
≥

≥ C

2

µ2
f (r)

1− r
· ln1/2

µ2
f (r)

1− r
,

тобто,

Mf (r, t) ≥
√
C

3

µf (r)√
1− r

· ln1/4 µf (r)

1− r
.

3. Нерiвнiсть Вiмана для випадкових
аналiтичних функцiй у бiкрузi. Нехай
Z = (Znm(t)) — комплексна послiдовнiсть
випадкових величин Znm(t) = Xnm(t) +
iYnm(t) така, що обидвi послiдовностi X =
(Xnm(t)) i Y = (Ynm(t)) — дiйснi мультиплi-
кативнi системи, K2(f, Z) — клас випадко-
вих аналiтичних функцiй вигляду

f(z, t) =
+∞∑

n+m=0

anmZnm(t)z
n
1 z

m
2 .

Для таких функцiй доведемо таку теорему.

Теорема 5. Нехай f ∈ A2, Z — МС рiв-
номiрно обмежена числом 1, δ > 0. То-
дi майже напевно у K2(f, Z) iснує множи-
на E = E(f, t, δ), E ∈ E така, що для всiх
r ∈ [0, 1)2\E

Mf (r, t) ≤ µf (r)

(
1

(1− r1)(1− r2)
×

× ln
( µf (r)

(1− r1)(1− r2)

))1/2+δ

. (8)

Лема 1. ([12, 15]). Нехай X = (Xnm(t)) —
МС рiвномiрно обмежена числом 1. Тодi для
кожного β > 0 iснує стала Aβ > 0, яка зале-
жить тiльки вiд β така, що для всiх N ≥ 4π
i {cnm : n+m ≤ N} ⊂ C виконується

P

{
t : max

{∣∣∣ N∑
n+m=0

cnmXnm(t)e
inψ1eimψ2

∣∣∣ :
ψ ∈ [0, 2π]2

}
≥ AβSN ln

1
2 N

}
≤ 1

Nβ
, (9)

де S2
N =

∑N
n+m=0 |cnm|2.

Лема 2. ([19]). Нехай δ > 0. Тодi iснує мно-
жина E ⊂ [0, 1)2, E ∈ E така, що для всiх
r ∈ [0, 1)2\E виконуються нерiвностi

∂

∂r1
lnMf (r) ≤

≤ (lnMf (r))
1+δ · 1

1− r1
·
( 1

1− r2

)δ
,

∂

∂r2
lnMf (r) ≤

≤ (lnMf (r))
1+δ · 1

1− r2
·
( 1

1− r1

)δ
.

Доведення теореми 5. Не зменшуючи за-
гальностi, можемо припустити, що Z = X =
(Xnm(t)) є МС (див. [12, 15, 16]).

Для k ∈ Z+ i l ∈ Z таких, що k > −l
позначимо

Gkl =
{
r = (r1, r2) ∈ [0; 1)2 :

k ≤ ln
1

(1− r1)(1− r2)
≤ k + 1,

l ≤ lnµf (r) ≤ l + 1
}
,

G+
kl =

+∞∪
i=l

+∞∪
j=l

Gij.

Зауважимо, що множина

E0 =
{
r ∈ [0; 1)2 :

ln
1

(1− r1)(1− r2)
+ lnµf (r) < 1

}
=
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=
{
r ∈ [0; 1)2 :

µf (r)

(1− r1)(1− r2)
< e
}
∈ E ,

бо ∃r0 : E0 ∩ [r0; 1)
2 = ∅.

За лемою 2 iснує множина E1 ⊃ E0, E1 ∈
E така, що для всiх r ∈ [0; 1)2\E1 маємо

+∞∑
n+m=0

(n+m) · |an|rn ≤ Mf (r)(lnMf (r))
1+δ×

×
( 1

1− r1

( 1

1− r2

)δ
+

1

1− r2

( 1

1− r1

)δ)
≤

≤ µf (r)

(
1

(1− r1)(1− r2)
×

× ln

{
µf (r)

(1− r1)(1− r2)

})1+δ

×

×
(
lnµf (r) + (1 + δ)

( 2∑
j=1

ln
1

1− rj
+

+ ln
(
lnµf (r) +

2∑
j=1

ln
1

1− rj

)))1+δ
×

×
( 1

1− r1

( 1

1− r2

)δ
+

1

1− r2

( 1

1− r1

)δ)
≤

≤ µf (r)
( 1

(1− r1)(1− r2)

)2+2δ

×

× ln2+2δ

{
µf (r)

(1− r1)(1− r2)

}
.

Отож, ∑
n+m≥d

|anm|rn1 rm2 ≤

≤
∑

n+m≥d

n+m

d
|anm|rn1 rm2 ≤

≤ 1

d

+∞∑
n+m=0

(n+m)|an|rn ≤

≤ 1

d
µf (r)

( 1

(1− r1)(1− r2)

)2+2δ

×

× ln2+2δ

{
µf (r)

(1− r1)(1− r2)

}
≤ µf (r), (10)

де

d = d(r) =
( 1

(1− r1)(1− r2)

)2+3δ

×

× ln2+2δ

{
µf (r)

(1− r1)(1− r2)

}
.

Позначимо G∗
kl = Gkl \ E2, I =

{(i; j) : G∗
ij ̸= ∅},

E2 = E1 ∪

( ∪
(i,j)̸∈I

Gij

)
.

Тодi #I = +∞. Для (k, l) ∈ I виберемо
послiдовнiсть r(k,l) ∈ G∗

kl так, що µf (r(k,l)) =
min
r∈G∗

kl

µf (r). Тодi для всiх r ∈ G∗
kl отримаємо

µf (r
(k,l)) ≤ µf (r) ≤ eµf (r

(k,l)), (11)
1

e

1

(1− r
(k,l)
1 )(1− r

(k,l)
2 )

≤

≤ 1

(1− r1)(1− r2)
≤

≤ e
1

(1− r
(k,l)
1 )(1− r

(k,l)
2 )

, (12)

1

e2
µf (r

(k,l))

(1− r
(k,l)
1 )(1− r

(k,l)
2 )

≤

≤ µf (r)

(1− r1)(1− r2)
≤

≤ e2
µf (r

(k,l))

(1− r
(k,l)
1 )(1− r

(k,l)
2 )

(13)

i також ∪
(k,l)∈I

G∗
kl =

∪
(k,l)∈I

Gkl \ E1 =

=
+∞∪
k,l=1

Gkl \ E1 = [0; 1)2 \ E1.

Позначимо Nkl = [2d1(r
(k,l))], де

d1(r) = e
( 1

(1− r1)(1− r2)

)2+3δ

×

× ln2+2δ

{
e2

µf (r)

(1− r1)(1− r2)

}
.

Для r ∈ G∗
kl приймемо

WNkl
(r, t) = max

{∣∣∣ ∑
n+m≤Nkl

anmr
n
1 r

m
2 ×
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×einψ1+in2ψ2Xnm(t)
∣∣∣ : ψ ∈ [0, 2π]2

}
.

Для вимiрних за Лебегом множин G ⊂ G∗
kl i

для (k, l) ∈ I позначимо

νkl(G) =
meas2(G)

meas2(G∗
kl)
,

де meas2 — мiра Лебега на R2.
Зауважимо, що νkl є ймовiрнiсною мiрою

визначеною на сiм’ї вимiрних за Лебегом
пiдмножин G∗

k ([12]). Нехай Ω =
∪

(k,l)∈I G
∗
kl

i

ki, li,j : (ki, li,j) ∈ I,

ki < ki+1, li,j < li,j+1, ∀i, j ∈ Z+.

Для вимiрних за Лебегом пiдмножин G, якi
належать Ω позначимо

ν(G) = 2k0
+∞∑
i=0

(
1

2ki

(
1−

(1
2

)ki+1−ki)
×

×
Ni∑
j=0

2li,0

2li,j
(1− (1

2
)li,j+1−li,j)

1− (1
2
)liNi

×

×νki+1li+1,j+1
(G ∩G∗

kj+1li+1,j+1
)

)
, (14)

де Ni = max{j : (ki, lij) ∈ I}. Зауважимо, що
νkj+1lj+1

(G∗
kj+1lj+1

) = ν(Ω) = 1.
Тодi ν є ймовiрнiсною мiрою визначеною

на вимiрних пiдмножинах Ω. На [0, 1] × Ω
визначимо ймовiрнiсну мiру P0 = P ⊗ ν, яка
є прямим добутком ймовiрнiсних мiр P i ν.
Тепер для (k; l) ∈ I визначимо

Fkl = {(t, r) ∈ [0, 1]× Ω:

WNkl
(r, t) > ASNkl

(r) ln1/2Nkl},
Fkl(r) = {t ∈ [0, 1] :

WNkl
(r, t) > ASNkl

(r) ln1/2Nkl},

де S2
Nkl

(r) =
∑Nkl

n+m=0 |an|2r2n i A — стала з
леми 1 з β = 1. За теоремою Фубiнi i лемою 1
з cn = anr

n and β = 1, ми отримаємо для
(k, l) ∈ I

P0(Fkl) =

∫
Ω

( ∫
Fkl(r)

dP

)
dν =

=

∫
Ω

P (Fkl(r))dν ≤ 1

Nkl

ν(Ω) =
1

Nkl

.

Зауважимо, що

Nkl >
( 1

(1− r1)(1− r2)

)2
×

× ln2+2δ

{
µf (r)

(1− r1)(1− r2)

}
≥ ek(l + k)2+2δ.

Тому

∑
(k,l)∈I

P0(Fkl) ≤
+∞∑
k=1

+∞∑
l=−k+1

1

ek(l + k)2+2δ
< +∞.

За лемою Бореля-Кантелi нескiнченна
кiлькiсть подiй {Fkl : (k, l) ∈ I} може вiдбу-
ватися лише з ймовiрнiстю нуль. Отож,

P0(F ) = 1, F =
+∞∪
s=1

+∞∪
m=1

∩
k≥s, l≥m
(k,l)∈I

Fkl ⊂ [0, 1]×Ω.

Тодi для кожної точки (t, r) ∈ F iснують
k0 = k0(t, r) i l0 = l0(t, r) такi, що для всiх
k ≥ k0, l ≥ l0, (k, l) ∈ I маємо

WNkl
(r, t) ≤ ASNkl

(r) ln1/2Nkl.

Тодi ν(F∧(t)) = 1 (див. [10]).
Для кожного t ∈ F1([10]) i (k, l) ∈ I вибе-

ремо точку r(k,l)0 (t) ∈ G∗
kl так, що

WNkl
(r

(k,l)
0 (t), t) ≥ 3

4
Mkl(t),

Mkl(t)
def
= sup{WNkl

(r, t) : r ∈ G∗
kl}.

Тодi з νkl(F∧(t)∩G∗
kl) = 1 для всiх (k, l) ∈

I випливає iснування точки r(k,l)(t) ∈ G∗
kl ∩

F∧(t) такої, що

|WNkl
(r

(k,l)
0 (t), t)−WNkl

(r(k,l)(t), t)| < 1

4
Mkl(t)

або

3

4
Mkl(t) ≤ WNkl

(r
(k,l)
0 (t), t) ≤

≤ WNkl
(r(k,l)(t), t) +

1

4
Mkl(t).
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Оскiльки (t, r(k,l)(t)) ∈ F, то з нерiвностi (14)
випливає, що

1

2
Mkl(t) ≤ WNkl

(r(k,l)(t), t) ≤

≤ ASNkl
(r(k,l)(t)) ln1/2Nkl.

З r(k,l) = r(k,l)(t) отримаємо

S2
Nkl

(r(k,l)) ≤ µf (r
(k,l))Mf (r

(k,l)) ≤

≤ µ2
f (r

(k,l))

(
1

(1− r
(k,l)
1 )(1− r

(k,l)
2 )

×

× ln

{
µf (r

(k,l))

(1− r
(k,l)
1 )(1− r

(k,l)
2 )

})1+δ
.

Отож, для t ∈ F1 i всiх k ≥ k0(t), l ≥ l0(t),
одержимо

SN(r
(k,l)) ≤ µf (r

(k,l))

(
1

(1− r
(k,l)
1 )(1− r

(k,l)
2 )

×

× ln

{
µf (r

(k,l))

(1− r
(k,l)
1 )(1− r

(k,l)
2 )

})1/2+δ/2
. (15)

З (11)–(13) випливає, що d1(r(k,l)) ≥ d(r)
для r ∈ G∗

kl. Тодi для t ∈ F1, r ∈ F∧(t)∩G∗
kl,

(k, l) ∈ I, k ≥ k0(t), l ≥ l0(t) одержимо

Mf (r, t) ≤
∑

n+m≥2d1(r(k,l))

|anm|rn1 rm2 +WNkl
(r, t) ≤

≤
∑

n+m≥2d(r)

|anm|rn1 rm2 +Mkl(t).

Для t ∈ F1, r ∈ F∧(t) ∩ G∗
kl, l ≥ l0(t) i

k ≥ k0(t) правильна нерiвнiсть

Mf (r
(k,l), t) ≤ µf (r

(k,l))+

+2ASNkl
(r(k,l)) ln1/2Nkl ≤ µf (r

(k,l))+

+2Aµf (r
(k,l))

(
1

(1− r
(k,l)
1 )(1− r

(k,l)
2 )

×

× ln

{
µf (r

(k,l))

(1− r
(k,l)
1 )(1− r

(k,l)
2 )

})1/2+δ/2

×

× ln

(
6

2∏
j=1

1

(1− r
(k,l)
j )2+3δ

×

× ln3/2+2δ

{
e2µf (r

(k,l))

(1− r
(k,l)
1 )(1− r

(k,l)
2 )

})
.

Отже, для t ∈ F1, r ∈ F∧(t) ∩ G∗
kl, k ≥ k0(t)

i l ≥ l0(t)

Mf (r, t) ≤ µf (r)

(
2∏
j=1

1

(1− r1)(1− r2)
×

× ln

{
µf (r)

(1− r1)(1− r2)

})1/2+δ

. (16)

Нерiвнiсть (16) виконується майже напе-
вно для (t ∈ F1, P (F1) = 1) i всiх

r ∈
( ∪
(k,l)∈I

(G∗
kl ∩ F∧(t)) ∩G+

kl

)
\E∗ =

= ([0; 1)2 ∩G+
kl) \ (E

∗ ∪G∗ ∪ E1) =

= [0; 1)2 \ E2,

де

G+
kl =

+∞∪
i=k

+∞∪
j=l

Gkl,

E2 = E1 ∪G∗ ∪ E∗, G∗ =
∪

(k,l)∈I

(G∗
kl \ F∧(t)).

Залишається зауважити, що для
ν(G∗) правильна рiвнiсть ν(G∗) =∑

(k,l)∈I(νkl(G
∗
kl) − νkl(F

∧(t))) = 0. Тодi
для всiх (k, l) ∈ I отримаємо

νkl(G
∗
kl \ F∧(t)) =

meas2(G
∗
kl \ F∧(t))

meas2(G∗
kl)

= 0,

meas2(G
∗
kl \ F∧(t)) =

=

∫∫
G∗

kl\F∧(t)

dr1dr2
(1− r1)(1− r2)

= 0.

Теорему 5 доведено.
4. Точнiсть теореми 5. Доведемо що сте-
пiнь 1/2 + δ у нерiвностi (8) не можна замi-
нити меншим числом нiж 1/2.

Теорема 6. Нехай Z послiдовнiсть випад-
кових величин таких, що |Znm| ≥ 1 для
майже всiх t ∈ [0; 1]. Тодi iснує аналiтич-
на функцiя f ∈ A2, стала C > 0 i множина
E = E(f, t, δ) ⊂ [0, 1)2, E ̸∈ E такi, що май-
же напевно в K2(f, Z) для r ∈ E виконується
нерiвнiсть

Mf (r, t) ≥ C
µf (r)√

(1− r1)(1− r2)
×
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× ln1/2

{
µf (r)

(1− r1)(1− r2)

}
. (17)

Доведення Розглянемо функцiю

f(z) = f0(z1)f0(z2), z = (z1, z2) ∈ D2,

f0(τ) =
+∞∑
k=1

e
√
k/2τ k, τ ∈ D.

g(t) = ln
µf0 (t)

1−t — додатна неперервна зроста-
юча на (1/2; 1) функцiя, limt→1−0 g(t) = +∞.
Тому iснує обернена функцiя g−1 : R+ →
(1/2; 1).

Для f(z) i r ∈ [0; 1)2 маємо

Mf (r) =Mf0(r1)Mf0(r2),

µf (r) = µf0(r1)µf0(r2).

З теореми 4 випливає iснування t′ ∈ (0; 1)
i сталої C > 0 таких, що для t ∈ (t′, 1) вико-
нується нерiвнiсть

Mf0(t) ≥ C1
µf0(t)√
1− t

ln1/4 µf0(t)

1− t
. (18)

Спочатку доведемо нерiвнiсть

g−1(3g(t))− g−1
(g(t)

3

)
> 1− g−1(3g(t)),

t→ 1− 0. (19)

Для фiксованого t ∈ (0; 1) розглянемо
функцiю l(x) = 1

2

√
x−x ln 1

t
. xmax =

1
16 ln2 1

t

—
єдина точка максимуму функцiї l(x). Тому

max{l(x) : x > 0} = lmax =
1

16 ln 1
t

,

g(t) = ln
µf0(t)

1− t
∼ lnµf0(t) ∼

1

16 ln 1
t

∼

∼ 1

16(1− t)
, t→ 1− 0.

Тодi g(t) < 3g(2t− 1), t→ 1− 0. Отже,

g(2t− 1) >
g(t)

3
, 2t− 1 > g−1

(g(t)
3

)
,

t− g−1
(g(t)

3

)
> 1− t.

Використавши g−1(3g(t)) > g−1(g(t)) = t ми
отримаємо при t→ 1− 0

g−1(3g(t))− g−1
(g(t)

3

)
> t− g−1

(g(t)
3

)
>

> 1− t > 1− g−1(3g(t)).

Таким чином нерiвнiсть (19) доведена.
Iснує стала C1 ∈ (0, 1) i r∗ ∈ (r′, 1), такi

що для всiх z ∈ {z : t∗ < |zk| < 1, k ∈ {1, 2}}
маємо

Mf0(rk) ≥ C1
µf0(rk)√
1− rk

ln1/4 µf0(rk)

1− rk
, (20)

g−1
(g(t∗)

3

)
> r0.

Для всiх z ∈ {z : r∗ < |zj| < 1, j ∈ {1, 2}}
правильне спiввiдношення

Mf0(r1)Mf0(r2) ≥

≥
2∏
i=1

(
C1

µf0(ri)√
1− ri

ln1/4 µf0(ri)

1− ri

)
,

Mf (r) ≥ C2
1µf (r)×

×
2∏
i=1

1√
1− ri

(
2∏
i=1

ln
µf0(ri)

1− ri

)1/4

. (21)

Для r1 ∈ (t∗, 1) визначимо x i y:

x = x(r1) = g−1
(g(r1)

3

)
,

y = y(r1) = g−1(3g(r1)).

Нехай

E∗ = {r ∈ [0, 1)2 : r1 ∈ (t∗, 1), r2 ∈ (x, y)}.

Зафiксуємо r1 ∈ (r∗, 1). Тодi x i y також
фiксованi i

g(x) = g(r1)/3, g(y) = 3g(r1),

g(y) = 9g(x), r2 ∈ (x, y).

Тодi використавши r1 > x отримаємо для
всiх r ∈ E∗

g(r1)g(r2) ≥ g2(x) =
g2(y)

81
=

=
1

324
(g(y) + g(y))2 ≥ 1

324
(g(r1) + g(r2))

2.

Отож, для всiх r ∈ E∗

Mf (r) ≥
C2

1

324

µf (r)√
(1− r1)(1− r2)

×
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×

(
2∑
i=1

ln
µf0(ri)

1− ri

)1/2

=

=
C2µf (r)√

(1− r1)(1− r2)
ln1/2

(
µf (r)

(1− r1)(1− r2)

)
.

Залишається довести, що множина E∗ є
множиною асимптотично нескiнченної лога-
рифмiчної мiри. Оскiльки g−1(g(r

∗)
3

) > r0, то
E∗ ∩△r0 = E∗. Отже,

νln(E
∗ ∩△r0) = νln(E

∗) =

=

∫∫
E∗

dr1dr2
(1− r1)(1− r2)

=

=

1∫
t∗

y(r1)∫
x(r1)

dr1dr2
(1− r1)(1− r2)

=

=

1∫
t∗

(
ln

1

1− y(r1)
− ln

1

1− x(r1)

)
dr1

1− r1
=

=

1∫
t∗

(
ln

1

1− g−1(3g(r1))
−

− ln
1

1− g−1(g(r1)
3

)

)
dr1

1− r1
=

=

1∫
t∗

ln
1− g−1(g(r1)

3
)

1− g−1(3g(r1))

dr1
1− r1

=

=

1∫
t∗

ln
(
1 +

g−1(3g(r1))− g−1(g(r1)
3

)

1− g−1(3g(r1))

) dr1
1− r1

>

>

1∫
t∗

ln 2 · dr1
1− r1

= +∞.

Теорему 6 повнiстю доведено.
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