
УДК 54C30

c⃝2015 р. О.В. Маслюченко1),2), Д.П. Онипа1)

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича 1)

Instytut matematyki, Akademia Pomorska w S lupsku, Polska2)

ПРО ГРАНИЧНI МНОЖИНИ НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ ЗI
ЗНАЧЕННЯМИ В ЛОКАЛЬНО ЛIНIЙНО ЗВ’ЯЗНИХ ПРОСТОРАХ

Доведено, що довiльна пiдмножина F деякого локально лiнiйно зв’язного метризовного
компакту Y є граничною множиною деякої неперервної функцiї f : (0; 1] → Y в точцi 0 у
тому i тiльки тому випадку, якщо вона є непорожньою замкненою i зв’язною.

We prove that every subset F of some locally arcwise connected metrizable compact Y is the
cluster set of a continuous function f : (0; 1] → Y at 0 if and only if it is nonempty closed and
connected.

1 Вступ

Задача про побудову функцiй з даним ко-
ливанням детально вивчена першим спiвав-
тором (див., наприклад, [1,2]). Проте в зга-
даних працях вивчалася поведiнка функцiї
всерединi областi визначення функцiї. До-
слiдження функцiй на межi їх областi ви-
значення розпочате нами в [3]. Множинним
аналогом коливання функцiї є поняття гра-
ничної множини. Тому дослiдження фун-
кцiй на межi їх областей визначення пов’я-
занi з теорiєю многозначних вiдображень.

Означення 1. Нехай X – топологiчний
простiр, Y – щiльний пiдпростiр просто-
ру Y , D – пiдмножина простору X i f :
D → Y – деяке вiдображення. Граничною
множиною функцiї f в точцi x ∈ D назива-
ється множина

f(x) =
∩

U– окiл x

f(U ∩D).

Таким чином, вiдображенню f : D → Y
ставиться у вiдповiднiсть деяка мульти-
функцiя f : D ( Y , яку ми називатиме-
мо граничною мультифункцiєю вiдображе-
ння f .

В цьому означеннi, як i протягом усiєї
статтi для пар просторiв X ⊆ X чи Y ⊆ Y
риска E над множиною E завжди означає
замикання множини у ширшому просторi X
чи, вiдповiдно, Y . Нескладно зрозумiти, що

якщо Bx – база околiв точки x в X, то

f(x) =
∩

U∈Bx

f(U ∩D).

Зауважимо, що неперервнiсть функцiї f в
точцi x ∈ D рiвносильна тому, що f(x) =
{f(x)}. Крiм того, у випадку коли Y є ме-
тричним компактом, матимемо, що колива-
ння ωf (x) функцiї f в точцi x ∈ D рiвне дi-
аметру граничної множини f(x). Таким чи-
ном, гранична мультифункцiя f є многозна-
чним аналогом коливання ωf .

В [4] було отримано вiдповiдь на насту-
пну загальну проблему у випадку метри-
зовного простору X, замкненої множини L,
Y = R i Y = R = R ∪ {−∞; +∞}.
Проблема. Нехай L = D \ D, X – то-
пологiчний простiр, Y – щiльний пiдпро-
стiр компактного топологiчного простору
Y . Для яких мультифункцiй Φ : L ( Y
iснує така неперервна функцiя f : D → Y ,
що f(x) = Φ(x) для кожного x ∈ L?

Дана стаття присвячена розв’язанню цiєї
задачi для випадку, коли X = R, D = (0; 1],
а Y – локально лiнiйно зв’язно вкладений
пiдпростiр метризовного компакту Y .

2 Побудова функцiй з даними
граничними множинами

Нагадаємо, що континуумом Пеано назива-
ється зв’язний локально зв’язний компакт.
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З класичної теореми Гана-Мазуркевича [5]
випливає, що метризовнi континууми Пеано
– це в точностi неперервнi образи вiдрiзка.

Лема 1. Нехай X – метризовний конти-
нуум Пеано, x∗ ∈ X i a < b. Тодi iснує не-
перервна сюр’єкцiя f : [a; b] → X така, що
f(a) = f(b) = x0.

Доведення. За теоремою Гана-
Мазуркевича [5] iснує неперервна сюр’є-
кцiя g : [0; 1] → X. Виберемо s∗ ∈ [0; 1]
таке, що g(s∗) = x∗. Для довiльних точок
t′, t′′, s′, s′′ ∈ R таких, що t′ ̸= t′′ визначимо
функцiю f s′, s′′

t′, t′′ : R → R за правилом

f s′, s′′

t′, t′′ (t) =
s′′ − s′

t′′ − t′
(t− t′) + s′ при t ∈ R.

Ясно, що лiнiйна функцiя f s′, s′′

t′, t′′ сюр’єктивно
вiдображає вiдрiзок з кiнцями t′ i t′′ на вiдрi-
зок з кiнцями s′ i s′′, причому f s′, s′′

t′, t′′ (t′) = s′

i f s′, s′′

t′, t′′ (t′′) = s′′. Розглянемо числа tk та sk
для k = 0, 1, 2, 3, 4 такi, що a = t0 < t1 <
t2 < t3 < t4 = b i s0 = s∗, s1 = 0, s2 = s∗, s3 =
1, s4 = s∗. Визначимо тепер функцiю f :
[a; b] → X, покладаючи f(t) = g

(
f
sk−1,sk
tk−1,tk

(t)
)

при tk−1 ≤ t ≤ tk i k = 1, 2, 3, 4. Нескладно
переконатися, що функцiя f є шуканою.

Теорема 1. Нехай Y – щiльний пiдпро-
стiр деякого компактного топологiчного
простору Y , F – непорожня замкнена пiд-
множина Y , для якої iснує послiдовнiсть
метризовних континуумiв Пеано Fn ⊆ Y

таких, що
∞∩
n=1

Fn ̸= ∅ i
∞∩
n=1

∞∪
k=n

Fk = F . То-

дi iснує неперервна функцiя f : (0; 1] → Y
така, що f(0) = F .

Доведення. Виберемо точку y∗ ∈
∞∩
n=1

Fn. Розглянемо строго спадну нескiнчен-

но малу послiдовнiсть чисел an > 0 та-
ку, що a1 = 1. Далi для довiльного n ∈
N, використавши лему 1 з X = Fn, a =
an+1, b = an, побудуємо неперервну сюр’є-
кцiю fn : [an+1; an] → Fn таку, що fn(an+1) =
fn(an) = y∗. Визначимо тепер функцiю
f : (0; 1] → Y , покладаючи f(t) = fn(t) при

t ∈ [an+1; an] i n ∈ N. Зрозумiло, що фун-
кцiя f є неперервною, адже її значення в
точках an рiвне y∗ i на кожному з вiдрiз-
кiв [an+1; an] вона неперервна. Крiм того,
f([an+1; an]) = Fn для кожного n.

Далi, оскiльки вiдрiзки [0; an] утворюють
базу околiв нуля в [0; 1], то

f(0) =
∞∩
n=1

f((0; an]) =
∞∩
n=1

f

( ∞∪
k=n

[ak; ak+1]

)

=
∞∪
n=1

∞∪
k=n

f
(

[ak; ak+1]
)

=
∞∩
n=1

∞∪
k=n

Fk = F.

Отже, f(0) = F .

3 Локально лiнiйно зв’язно
вкладенi пiдпростори

Означення 2. Нехай X – топологiчний
простiр i x, y ∈ X. Множина Lx,y ⊆ X на-
зивається неперервною кривою, що з’єднує
точки x та y, якщо iснує неперервна сюр’-
єкцiя f : [0; 1] → Lx,y така, що f(0) = x i
f(1) = y.

Означення 3. Пiдпростiр X топологiчно-
го простору Y називається локально лiнiй-
но зв’язно вкладеним в Y , якщо для довiль-
ної точки a ∈ Y i довiльного її околу U в Y
iснує такий окiл V точки a в Y , що для до-
вiльних точок x, y ∈ V ∩X iснує неперервна
крива Lx,y ⊆ U ∩X, що з’єднує точки x та
y.

Зрозумiло, що локально лiнiйно зв’язно
вкладений пiдпростiр деякого локально лi-
нiйно зв’язного простору сам буде локаль-
но лiнiйно зв’язним простором. Проте не ко-
жний локально лiнiйно зв’зний пiдпростiр
локально лiнiйно зв’язного простору буде
локально лiнiйно зв’язно вкладеним. Напри-
клад, числова пряма R є локально лiнiй-
но зв’язним пiдпростором простору αR =
R ∪ {∞}, який гомеоморфний колу в R2,
проте R не є локально лiнiйно зв’язно вкла-
деним пiдпростором αR. З iншого боку R є
локально лiнiйно зв’язно вкладеним пiдпро-
стором R = R ∪ {−∞; +∞}. А також, Rn
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є локально лiнiйно зв’язно вкладеним в Rn.
Можна встановити, що при n ≥ 2 простiр
Rn буде локально лiнiйно зв’язно вкладеним
у свою одноточкову компактифiкацiю Але-
ксандрова αRn = Rn ∪ {∞}.

Не складно встановити, що простiр RN,
надiлений топологiєю добутку, є локально
лiнiйно зв’язно вкладеним в RN. За теоре-
мою Андерсона-Кадеця [6, с. 172] кожний се-
парабельний локально опуклий повнометри-
зовний топологiчний векторний простiр го-
меоморфний до RN. Тому справедливий на-
ступний факт.

Теорема 2. Нехай X – сепарабельний ло-
кально опуклий повнометризовний тополо-
гiчний векторний простiр. Тодi iснує ме-
тризовний компактний простiр X такий,
що X є локально лiнiйно зв’язно вкладеним
в X, причому X всюди щiльний в X.

Таким чином природно виникає наступне
питання.

Питання 1. Для яких (сепарабельних ме-
тризовних) локально лiнiйно зв’язних про-
сторiв X iснує (метризовний) компактний
простiр X, для якого X є локально лiнiйно
зв’язно вкладеним в X i X щiльний в X.

Зауважимо, що якщо простiр X має не-
скiнченну кiлькiсть компонент зв’язностi, то
не iснує компактного простору X, для яко-
го X є локально лiнiйно зв’язно вкладеним
в X.

Питання 2. Чи для кожного сепарабельно-
го метризовного зв’язного локально лiнiй-
но зв’язного простору X iснує метризовний
компакт X, для якого X є локально лiнiйно
зв’язно вкладеним в X i X щiльний в X.

4 Допомiжнi твердження

Для довiльного метричного простору X
символом d ми завжди позначатимемо його
метрику. Для непорожньої множини A ⊆ X
через d(x,A) позначимо вiдстань вiд x до A,
тобто d(x,A) = inf

y∈A
d(x, y). Вiдстань до по-

рожньої множини вважається рiвною +∞.

Для довiльних точки a ∈ X, множини A ⊆
X i числа ε > 0 визначимо кулi

B(a, ε) = {x ∈ X : d(x, a) < ε},

B(A, ε) = {x ∈ X : d(x,A) < ε},

B[a, ε] = {x ∈ X : d(x, a) ≤ ε},

B[A, ε] = {x ∈ X : d(x,A) ≤ ε}.

Ясно, що B(A, ε) =
∪
a∈A

B(a, ε). Нагадаємо,

що пiдмножина S метричного простору X
називається ε-сiткою множини A, якщо для
довiльного a ∈ A iснує s ∈ S з d(s, a) < ε,
тобто, якщо A ⊆ B(S, ε). Якщо ми маємо
пари метричних просторiв X ⊆ X чи Y ⊆ Y ,
то через d, B(a, ε), B(A, ε), B[a, ε], B[A, ε]
позначатимемо метрику чи кулi у ширших
просторах X чи Y вiдповiдно.

Лема 2. Нехай X – всюди щiльний ло-
кально лiнiйно зв’язно вкладеним пiдпро-
стiр метричного компакту X, F – замкне-
на пiдмножина X i ε > 0. Тодi iснує таке
додатне число δ < ε, що для довiльних то-
чок x, y ∈ B(F, δ) ∩ X з d(x, y) < δ iснує
неперервна крива Lx,y, що з’єднує точки x
та y, для якої Lx,y ⊆ B(F, ε) ∩X.

Доведення. Вiзьмемо ε > 0. Оскiль-
ки X локально лiнiйно зв’язно вкладений
в X, то X всюди щiльний в X i для ко-
жного a ∈ F iснує такий вiдкритий окiл
Ua ⊆ B(a, ε), що для довiльних x, y ∈ Ua∩X
iснує неперервна крива Lx,y ⊆ B(a, ε) ∩ X,
що з’єднує точки x i y. Тодi

U = {Ua : a ∈ F} ∪ {X \ F}

є вiдкритим покриттям метричного компа-
кту X. За теоремою Лебеґа про покриття [7,
с. 409] iснує число λ > 0 таке, що λ < ε i для
кожного x ∈ X iснує U ∈ U з B(x, λ) ⊆ U .
Покажемо, що число δ = λ

2
шукане. Вi-

зьмемо точки x, y ∈ B(F, δ) ∩ X такi, що
d(x, y) < δ. Оскiльки B(F, δ) =

∪
z∈F

B(z, δ),

то iснує таке z ∈ F , для якого x ∈ B(z, δ).
Тодi x, y ∈ B(z, 2δ) = B(z, λ) Далi виберемо
таке U ∈ U , що B(z, λ) ⊆ U . Оскiльки U ∈ U
i U ∩ F ̸= ∅, то iснує a ∈ F таке, що U = Ua.
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Тодi x, y ∈ B(z, λ) ⊆ Ua. Значить, для непе-
рервної кривої Lx,y, що з’єднує точки x та y
виконується, що

Lx,y ⊆ B(a, ε) ∩X ⊆ B(F, ε) ∩X.

Лема 3. Нехай X – метричний простiр, F
– непорожня зв’язна пiдмножина X, δ > 0
i S ⊆ X – скiнченна δ

2
-сiтка множини

F . Тодi iснують число n ∈ N i скiнчен-
ний набiр точок s0, s1, . . . , sn такi, що S =
{s0, s1, . . . , sn} i d(sk−1, sk) < δ для кожного
k = 1, 2, . . . , n.

Доведення. Доведемо спочатку, що
для довiльної непорожньої пiдмножини T
множини S iснують точки s ∈ S \ T i t ∈ T ,
такi, що d(s, t) < δ.

Нехай це не так i для деякої непорожньої
множини T ⊂ S виконується, що для до-
вiльних s ∈ S \ T i t ∈ T вiдстань d(s, t) ≥ δ.
Значить, B(s, δ

2
) ∩B(t, δ

2
) = ∅ для довiльних

s ∈ S \ T i t ∈ T . Розглянемо вiдкритi непо-
рожнi множини

U =
∪

s∈S\T
B(s, δ

2
) i V =

∪
t∈T

B(t, δ
2
).

Тодi маємо, що

U ∩ V = ∅ i U ∪ V =
∪
s∈S

B(s, δ
2
) ⊇ F ,

адже S є δ
2
-сiткою множини F . А це супере-

чить зв’язностi множини F . Таким чином,
властивiсть виконується.

Оскiльки F ̸= ∅, то i S ̸= ∅. Виберемо
s0 ∈ S. Якщо S = {s0}, то покладаємо n = 1,
i s1 = s0. Нехай T0 = {s0} є власною пiдмно-
жиною S. За властивiстю, встановленою на
початку доведення, iснує s1 ∈ S\T0 таке, що
d(s0, s1) < δ. Покладемо T1 = {s0, s1}. Якщо
T1 = S, то все ясно. Нехай T1 ⊂ S. За тою
ж властивiстю маємо, що iснує s ∈ S \ T1

i t ∈ T1 такi, що d(s, t) < δ. Якщо t = s1,
то покладаємо s2 = s. Якщо ж t = s0, то
визначимо s2 = s0 i s3 = s.

Далi, мiркуючи iндуктивно, припустимо,
що вже побудованi точки s0, s1, . . . , sk ∈ S,
такi, що d(si−1, si) < δ. Позначимо

Tk = {s0, s1, . . . , sk}.

Якщо Tk = S, то покладаємо n = k i за-
вершуємо доведення. Нехай Tk ⊂ S. За-
раз ми побудуємо наступну групу точок
sk+1, sk+2, . . . , sk+p ∈ S для деякого p ∈ N
так, щоб d(si−1, si) < δ для i = 1, 2, . . . , k + p
i Sk+p ̸∈ Tk. За встановленою нами власти-
вiстю, iснують точки s ∈ S \ Tk i t ∈ Tk,
такi, що d(s, t) < δ. Оскiльки t ∈ Tk, то iснує
i = 0, 1, . . . , k такий, що t = si.

Якщо i = k, то покладаємо p = 1 i
sk+1 = s. Якщо i = k − 1, то покладаємо

p = 2, sk+1 = sk−1 i sk+2 = s.

I так далi. Якщо i < k−1, то розглянемо на-
туральне число p = k − i + 1 > 2 i визначи-
мо точки sk+1, sk+2, . . . , sk+p наступним чи-
ном:

sk+1 = sk−1, sk+2 = sk−2, . . . , sk+p−2

= sk−p+2 = si+1, sk+p−1 = sk−p+1 = si = t,

sk+p = s.

Оскiльки множина S скiнченна i на ко-
жному кроцi додається принаймнi одна то-
чка, то на деякому скiнченному етапi цей
процес закiнчиться i ми одержимо, що

S = Tn = {s0, s1, . . . , sn}

для деякого n ∈ N, причому d(si−1, si) < δ
для i = 1, 2, . . . , n.

Лема 4. Нехай X – топологiчний простiр,
x0, x1, . . . , xn ∈ X i Lxk−1,xk

– неперервна
крива, що з’єднує точки xk−1 та xk, для ко-
жного k = 1, 2, . . . , n. Тодi множина L =
n∪

k=1

Lxk−1,xk
є неперервною кривою, що з’єд-

нує точки x0 та xn.

Доведення. Для кожного k =
1, 2, . . . , n виберемо неперервну сюр’єкцiю
fk : [0; 1] → Lxk−1,xk

так, щоб fk(0) = xk−1,
а fk(1) = xk. Визначимо функцiю
f : [0; 1] → L, покладаючи

f(t) = fk(nt− k + 1),

якщо t ∈
[
k−1
n

; k
n

]
для деякого k = 1, 2, . . . , n.

Оскiльки звуження функцiї f на кожен вiд-
рiзок

[
k−1
n

; k
n

]
є неперервним i

f(
k

n
− 0) = fk(n · k

n
− k + 1) = fk(1) = xk
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та

f(
k

n
+ 0) = fk+1(n · k

n
− (k + 1) + 1)

= fk+1(0) = xk

для кожного k = 1, 2, . . . , k − 1, то f не-
перервна. Крiм того, f(0) = f1(0) = x0 i
f(1) = fn(1) = xn.

Лема 5. Нехай X – всюди щiльний локаль-
но лiнiйно зв’язно вкладений пiдпростiр ме-
тричного компакту X, F – замкнена зв’я-
зна пiдмножина X, x∗ ∈ F i ε > 0. Тодi
iснує континуум Пеано Fε ⊆ X такий, що
x∗ ∈ Fε, F ⊆ B(Fε, ε) i Fε ⊆ B(F, ε).

Доведення. Виберемо δ > 0 за ле-
мою 2. Оскiльки F компактна, то iснує скiн-
ченна δ

4
-сiтка T ⊆ F множини F . Але X

щiльний в X. Тому для довiльного t ∈ T
iснує st ∈ B(t, δ

4
) ∩X. Тодi множина

S = {st : t ∈ T} ∪ {x∗}

є скiнченною δ
2
-сiткою множини F , для якої

x∗ ∈ S. Тому за лемою 3 iснують число
n ∈ N i скiнченний набiр точок s0, s1, . . . , sn
такi, що S = {s0, s1, . . . , sn} i d(sk−1, sk) < δ
для кожного k = 1, 2, . . . , n. Тодi, оскiль-
ки δ вибране за лемою 2, то для довiль-
ного k = 1, 2, . . . , n iснує неперервна кри-
ва Lsk−1,sk ⊆ B(F, ε) ∩X, що з’єднує точки

sk−1 та sk. Покладемо Fε =
n∪

k=1

Lsk−1,sk . За ле-

мою 4 множина Fε є неперервною кривою,
яка з’єднує точки s0 i sn. А тому Fε є кон-
тинуумом Пеано, для якого x∗ ∈ S ⊆ Fε ⊆
B(F, ε) ∩X. Оскiльки δ < ε, то S є ε-сiткою
множини F . Тому

B(Fε, ε) ⊇ B(S, ε) ⊇ F.

Лема 6. Нехай X – щiльний локально лi-
нiйно зв’язно вкладений пiдпростiр метри-
чного компакту X, F – непорожня зв’язна
замкнена пiдмножина X. Тодi iснує послi-
довнiсть континуумiв Пеано Fn ⊆ X та-

ких, що
∞∩
n=1

Fn ̸= ∅ i
∞∩
n=1

∞∪
k=n

Fk = F .

Доведення. Виберемо деяку точку
x∗ ∈ F . Використавши лему 5 з ε = 1

n
,

побудуємо послiдовнiсть континуумiв Пеа-
но Fn ⊆ X таких, що F ⊆ B(Fn,

1
n
), Fn ⊆

B(F, 1
n
) i x∗ ∈ Fn для кожного n ∈ N. По-

кажемо, що множини Fn шуканi. По-перше,

перетин
∞∩
n=1

Fn непорожнiй, бо вiн мiстить

точку x∗.

Перевiримо, що
∞∩
n=1

∞∪
k=n

Fk = F . Справдi,

з одного боку

∞∩
n=1

∞∪
k=n

Fk ⊆
∞∩
n=1

∞∪
k=n

B(F, 1
k
) ⊆

∞∩
n=1

B[F, 1
n
] = F.

Для завершення доведення залишилось по-
казати обернене включення. Вiзьмемо x ∈
F . Зафiксуємо деяке n ∈ N i покажемо, що

x ∈
∞∪
k=n

Fk. Для цього розглянемо деякий

окiл U точки x i покажемо, що U∩
∞∪
k=n

Fk ̸= ∅.

Знайдемо ε > 0 з B(x, ε) ⊆ U . Виберемо но-
мер m ≥ n такий, що 1

m
< ε. Оскiльки

x ∈ F ⊆ B(Fm,
1
m

) ⊆ B(Fm, ε) =
∪

y∈Fm

B(y, ε),

то iснує y ∈ Fm таке, що d(x, y) < ε. В та-

кому разi матимемо, що y ∈ Fm ⊆
∞∪
k=n

Fk i

y ∈ B(x, ε) ⊆ U . Отже, U ∩
∞∪
k=n

Fk ̸= ∅, що i

треба було довести.

5 Основний результат

Теорема 3. Нехай Y – всюди щiльний ло-
кально лiнiйно зв’язно вкладений пiдпро-
стiр метризовного компакту Y i F ⊆
Y . Тодi для того, щоб iснувала неперервна
функцiя f : (0; 1] → Y така, що f(0) = F ,
необхiдно i досить, щоб множина F була
непорожньою зв’язною i замкненою в Y .

Доведення. Необхiднiсть. Нехай має-
мо таку неперервну функцiю f : (0; 1] → Y ,
що f(0) = F . Оскiльки образ зв’язної мно-
жини при неперервному вiдображеннi за-
лишається зв’язним [7, 6.1.4], то f((0; 1

n
)) є

зв’язною множиною для кожного номера n.
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Але замикання зв’язної множини є множи-
ною зв’язною [7, 6.1.12] i замкнена пiдмно-
жина компакта є компактною множиною.
Тодi f((0; 1

n
)) є континуумом для кожного

n ∈ N. Оскiльки множини [0; 1
n
) утворю-

ють базу околiв нуля в просторi [0, 1], то

F = f(0) =
∞∩
n=1

f((0; 1
n
)). Тому згiдно з [7,

6.1.18] маємо, що i F є непорожнiм контину-
умом як перетин спадної послiдовностi не-
порожнiх континуумiв. А тому F є непоро-
жньою зв’язною замкненою в Y .

Достатнiсть. Нехай тепер маємо непо-
рожню зв’язну i замкнену в Y множину F .
Тодi згiдно з лемою 6 маємо, що iснує послi-
довнiсть континуумiв Пеано Fn ⊆ Y таких,

що
∞∩
n=1

Fn ̸= ∅ i
∞∩
n=1

∞∪
k=n

Fk = F . Скористав-

шись теоремою 1, маємо, що iснує неперерв-
на функцiя f : (0; 1] → Y така, що f(0) = F
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