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НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНI ВIДОБРАЖЕННЯ ЗI ЗНАЧЕННЯМИ В
ПРОСТОРАХ ФУНКЦIЙ

Показано, що для топологiчних просторiв X1, . . . , Xn, T , таких, що X2, . . . , Xn задоволь-
няють першу, а T – другу аксiоми злiченностi, у кожного нарiзно неперервного вiдображення
f , що задане на добутку X = X1×· · ·×Xn i набуває значень у просторах Cp(T ) чи Ck(T ) всiх
неперервних функцiй z : T → R з топологiєю поточкової чи компактної збiжностi вiдповiдно,
множина C(f) його точок неперервностi є залишковою в X.

We prove the following result. Let X1, . . . , Xn, T be topological spaces with X2, . . . , Xn first
countable and T second countable. If f : X1 × · · · ×Xn → Z is a separately continuous mapping,
where Z is the space of all continuous functions z : T → R with the topology of either pointwise
convergence Cp(T ) or compact-open topology Ck(T ), then the continuity point set C(f) is residual
in the product X1 × · · · ×Xn.

1. Вступ. Дослiдження множини точок
сукупної неперервностi нарiзно неперервних
вiдображень та їх аналогiв зi значеннями
у вичерпних та напiввичерпних просторах
було розпочато у працi [1] i продовжено в
[2-5]. Так, в [1] вивчалася множина C(f)
точок сукупної неперервностi нарiзно непе-
рервних вiдображень f : X × Y → Cp[0, 1]
зi значеннями у напiввичерпному, але не σ-
метризовому просторi Cp[0, 1] всiх неперерв-
них на вiдрiзку [0, 1] функцiй з топологiєю
поточкової збiжностi. При цьому було вста-
новлено лише залишковiсть множини C(f)
для таких вiдображень, визначених на до-
бутку топологiчного простору X i простору
Y , що задовольняє першу аксiому злiченно-
стi. Але питання про залишковiсть множин
Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)} для кожно-
го y ∈ Y та множини CY (f) = {{x} × Y ⊆
C(f)} залишилося без вiдповiдi. Виявляє-
ться, що вiдповiдь на це питання негатив-
на. В тезах [6] було наведено приклад нарi-
зно неперервного вiдображення f0 : [0, 1]

2 →
Cp[0, 1], яке розривне у кожнiй точцi множи-
ни ([0, 1]× {0}) ∪ ({0} × [0, 1]).

Природно постало питання про точки су-
купної неперервностi нарiзно неперервних
вiдображень f : X × Y → Ck(T ) зi зна-
ченнями у просторi Ck(T ) всiх неперервних
функцiй з топологiєю компактної збiжностi,

який є вичерпним, якщо простiр T поль-
ський [7,8].

В данiй статтi ми розвиваємо результа-
ти з [1], дослiджуємо нарiзно неперервнi вiд-
ображення f : X×Y → Ck(T ) i розглядаємо
випадок функцiй вiд n змiнних.

2. Допомiжнi твердження. Нехай T –
топологiчний простiр i C(T ) – множина всiх
неперервних функцiй z : T → R.

Символом Cp(T ) ми позначаємо простiр
неперервних функцiй z : T → R з топологi-
єю поточкової збiжностi, топологiчна стру-
ктура якого породжується множиною пере-
днорм pt(z) = |z(t)|, де t ∈ T . Базу околiв
нуля в цьому локально опуклому просторi
утворюють множини

Wt1,...,tn,ε = {z ∈ C(T ) : max
1≤k≤n

|z(tk)| < ε},

де ε > 0 i t1, ..., tn – довiльнi точки з множи-
ни T .

Символом Ck(T ) ми позначаємо простiр
C(T ) з топологiєю компактної збiжностi. То-
пологiчна структура простору Ck(T ) поро-
джується множиною переднорм

pK(z) = ∥z∥K = max
t∈K

|z(t)|,

де K – довiльна компактна пiдмножина мно-
жини T . Базу околiв нуля в цьому просторi
утворюють множини

WK,ε = {z ∈ C(T ) : pK(z) < ε},
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де ε > 0 i K – компактна множина в T .
Твердження 1. Нехай X i T – топо-

логiчнi простори. Вiдображення f : X →
Cp(T ) буде неперервним в точцi x0 ∈ X то-
дi i тiльки тодi, коли для кожного t ∈ T
функцiя ft(x) = f(x)(t) є неперервною в то-
чцi x0.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай f не-
перервне в точцi x0 i h0 = f(x0) ∈ C(T ).
Тодi для довiльного базисного околу W =
Wt1,...,tn,ε = {h ∈ C(T ) : (∀i = 1, ..., n) |h(ti)−
h0(ti)| < ε} точки h0 у просторi Cp(T ) iснує
такий окiл U точки x0 в X, що f(U) ⊆ W .
Вiзьмемо t0 ∈ T i перевiримо, що функцiя
ft0 : X → R неперервна в точцi x0. Зафi-
ксуємо ε > 0 i знайдемо такий окiл U то-
чки x0 в X, що |ft0(x) − ft0(x0)| < ε, як
тiльки x ∈ U . Для цього розглянемо окiл
W = {h ∈ C(T ) : |h(t0) − h0(t0)| < ε} точки
h0 y просторi Cp(T ), породжений точкою t0.
Для нього iснує окiл U точки x0 в X, та-
кий, що f(U) ⊆ W . Для x ∈ U маємо, що
f(x) ∈ W , а значить, |ft0(x) − ft0(x0)| =
|f(x)(t0) − f(x0)(t0)| < ε, що й треба було
довести.

Достатнiсть. Нехай функцiя ft непе-
рервна в точцi x0 для кожного t ∈ T . Пере-
вiримо неперервнiсть функцiї f в точцi x0.
Розглянемо базисний окiл W = Wt1,...,tn,ε то-
чки h0 = f(x0) у просторi Cp(T ) i знайдемо
окiл U точки x0 в X такий, що f(U) ⊆ W .
Оскiльки функцiї fti неперервнi в точцi x0

для i = 1, ..., n, то iснують такi околи Ui

точки x0, що для всiх x ∈ Ui виконуються
нерiвностi |fti(x) − fti(x0)| < ε. Покладемо

U =
n∩

i=1

Ui. Тодi для всiх x ∈ U i для всiх

i = 1, ..., n маємо

|f(x)(ti)− f(x0)(ti)| = |fti(x)− fti(x0)| < ε.

Отже, f(U) ⊆ W .
Твердження 2. Нехай X i T – топологi-

чнi простори. Вiдображення f : X → Ck(T )
буде неперервним в точцi x0 ∈ X, якщо
функцiя g(x, t) = f(x)(t) є сукупно неперерв-
ною в кожнiй точцi множини {x0} × T .

Доведення. Нехай x0 ∈ X i функцiя
g : X ×T → R, яка дiє за правилом g(x, t) =
f(x)(t), неперервна на множинi {x0}×T . По-

кажемо, що вiдображення f : X → Ck(T ) не-
перервне в точцi x0. Для цього розглянемо
довiльну компактну множину K в просторi
T i точку qt = (x0, t), де t ∈ K. Оскiльки
qt ∈ C(g), то для довiльного ε > 0 iснують
такий окiл Ut i вiдкритий окiл Ot точок x0 i
t в просторах X i T вiдповiдно, що для всiх
точок (x, s) ∈ Ut×Ot виконується нерiвнiсть
|g(x, s)− g(x0, t)| < ε/2.

Розглянемо вiдкрите покриття {Ot : t ∈
K} компактної множини K, i виберемо з
нього скiнченне пiдпокриття {Ot1 , ..., Otn}
множини K. Виберемо вiдповiднi околи
Ut1 , ..., Utn точки x0 в просторi X i покладе-

мо U =
n∩

i=1

Uti . Множина U також є околом

точки x0 в просторi X. Нехай x ∈ U . Для
довiльного t ∈ K iснує номер i такий, що
t ∈ Oti . Тодi

|g(x, t)− g(x0, t)| ≤

≤ |g(x, t)− g(x0, ti)|+ |g(x0, ti)− g(x0, t)| <

< ε/2 + ε/2 = ε,

адже (x, t) ∈ U × Oti ⊆ Uti × Oti i
(x0, t) ∈ Uti × Oti . Отже, ∥f(x) − f(x0)∥K =
max
t∈K

|g(x, t) − g(x0, t)| < ε. Це i означає, що

x0 ∈ C(f).
В працi [9] було встановлено загальнi тео-

реми про сукупну неперервнiсть нарiзно не-
перервних вiдображень вiд багатьох змiн-
них. Нам буде потрiбна наступна теорема,
яка є наслiдком теореми 6 з [9].

Теорема А. Якщо X1, . . . , Xn+1 – то-
пологiчнi простори, причому X2, ..., Xn за-
довольняють першу аксiому злiченностi, а
Xn+1 задовольняє другу аксiому злiченно-
стi i Z – метризовний простiр, то для
кожного нарiзно неперервного вiдображен-
ня f : X1 × · · · × Xn+1 → Z множина
CXn+1(f) = {(x1, . . . , xn) ∈ X1 × · · · × Xn :
{(x1, . . . , xn)} × Xn+1 ⊆ C(f)} залишкова в
добутку X1 × · · · ×Xn.

3. Нарiзно неперервнi вiдображення
зi значеннями в просторi Cp(T ). Насту-
пна теорема розвиває теорему 6 з [1].

Теорема 1. Нехай X, Y i T – топо-
логiчнi простори, причому Y задовольняє
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першу, а T – другу аксiоми злiченностi i
f : X×Y → Cp(T ) – нарiзно неперервне вiд-
ображення. Тодi множина C(f) залишкова
в добутку X × Y .

Доведення. Розглянемо вiдображення
g : X × Y × T → R, яке дiє за прави-
лом g(x, y, t) = f(x, y)(t). Покажемо, що
g : X × Y × T → R – це нарiзно неперервна
функцiя. Неперервнiсть вiдносно t випливає
з того, що f(x, y) ∈ C(T ) для довiльної то-
чки (x, y) ∈ X × Y . Зафiксуємо точки y ∈ Y
i t ∈ T i розглянемо функцiю gy,t : X → R,
для якої gy,t(x) = g(x, y, t). З нарiзної непе-
рервностi вiдображення f : X × Y → Z ма-
ємо, що вiдображення fy = f(·, y) : X → Z
є неперервним. Тодi за твердженням 1 для
кожного t ∈ T функцiя fy,t(x) = fy(x)(t)
є неперервною. Але fy(x)(t) = f(x, y)(t) =
g(x, y, t), отже, gy,t = fy,t, а значить, функцiя
gy,t неперервна. Так само можна показати,
що вiдображення g є неперервним вiдносно
змiнної y. Згiдно iз теоремою A, множина
CT (g) = {(x, y) ∈ X × Y : {(x, y)} × T ⊆
C(g)} є залишковою в добутку X×Y . Дове-
демо, що CT (g) ⊆ C(f). Нехай p0 = (x0, y0) ∈
CT (g). Це означає, що для кожного t ∈ T
функцiя f(x, y)(t) = gt(x, y) є неперервною
в точцi p0. Тому за твердженням 1 вiдобра-
ження f : X × Y → Cp(T ) є неперервним в
точцi p0. Отже, множина C(f) мiстить зали-
шкову в X × Y множину CT (g), а значить,
сама є залишковою в добутку X × Y .

Теорему 1 можна узагальнити.
Теорема 2. Нехай X1, . . . , Xn i T – топо-

логiчнi простори, причому X2, . . . , Xn задо-
вольняють першу, а T – другу аксiоми злi-
ченностi i f : X1× · · ·×Xn → Cp(T ) – нарi-
зно неперервне вiдображення. Тодi множи-
на C(f) залишкова в добутку X = X1×· · ·×
Xn.

Доведення. Розглянемо вiдображення
g : X1×· · ·×Xn×T → R, яке дiє за правилом
g(x1, . . . , xn, t) = f(x1, . . . , xn)(t). Функцiя g
є неперервною вiдносно останньої змiнної t,
адже f(x1, . . . , xn) – це неперервна на T фун-
кцiя. Як i в доведеннi теореми 1 можна по-
казати, що функцiя g є неперервною i вiдно-
сно кожної змiнної xk як i функцiя f . Тодi за
теоремою A, множина CT (g) є залишковою

в добутку X. Згiдно з твердженням 1 має-
мо, що CT (g) ⊆ C(f). Отже, множина C(f)
мiстить залишкову в X множину CT (g), а
значить, сама є залишковою в добутку X.

4. Нарiзно неперервнi вiдображення
зi значеннями в просторi Ck(T ).

Виявляється, що за допомогою твердже-
ння 2, теорему 1 можна перенести на випа-
док, коли в ролi простору значень виступає
простiр Ck(T ) .

Теорема 3. Нехай X, Y i T – топо-
логiчнi простори, причому Y задовольняє
першу, а T – другу аксiоми злiченностi, i
f : X×Y → Ck(T ) – нарiзно неперервне вiд-
ображення. Тодi множина C(f) залишкова
в X × Y .

Доведення. Як i ранiше, розглянемо
вiдображення g : X × Y × T → R, яке
дiє за правилом g(x, y, t) = f(x, y)(t). Як i
в доведеннi теореми 1 можна показати, що
g : X × Y × T → R – це нарiзно неперерв-
на функцiя. Згiдно iз теоремою A, множина
CT (g) = {(x, y) ∈ X × Y : {(x, y)} × T ⊆
C(g)} є залишковою в добутку X × Y . Але
згiдно з твердженням 2 маємо, що CT (g) ⊆
C(f). Отже, множина C(f) мiстить зали-
шкову в X × Y множину CT (g), а значить,
сама є залишковою в добутку X × Y .

Теорему 3 можна узагальнити.
Теорема 4. Нехай X1, . . . , Xn i T – топо-

логiчнi простори, причому X2, . . . , Xn задо-
вольняють першу, а T – другу аксiоми злi-
ченностi i f : X1×· · ·×Xn → Ck(T ) – нарi-
зно неперервне вiдображення. Тодi множи-
на C(f) залишкова в добутку X = X1×· · ·×
Xn.

Доведення. Розглянемо вiдображення
g : X1 × · · · × Xn × T → R, яке дiє за пра-
вилом g(x1, . . . , xn, t) = f(x1, . . . , xn)(t). Як i
ранiше, легко показати, що функцiя g є нарi-
зно неперервною. Тодi за теоремою A, мно-
жина CT (g) є залишковою в добутку X. За
твердженням 2 маємо, що CT (g) ⊆ C(f). То-
му i множина C(f) є залишковою в добутку
X.

Висловлюю щиру вдячнiсть Маслюченку
Володимиру Кириловичу за допомогу та по-
ради при написаннi цiєї статтi.
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