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ФРАКТАЛЬНI ФУНКЦIЇ, ПОВ’ЯЗАНI З ∆µ-ЗОБРАЖЕННЯМ ЧИСЕЛ

У роботi вивчаються функцiї з фрактальними властивостями, якi визначенi у термiнах
∆µ-зображення числа з нескiнченним алфавiтом A = N:

(0; 1] ∋ x =
∑
n
(Bn −B′

n) ≡ ∆µ
a1a2...an...,

де Bn = (1− µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n−2 , Bn
′ = (1− µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n ,

(0; 1) ∋ µ — фiксований параметр, (an) — послiдовнiсть натуральних чисел, залежна вiд
числа x. Це функцiї:

f
(
∆µ

a1a2...an...

)
= ∆µ

a2a1a4a3..., φ
(
∆µ

a1a2...an...

)
= ∆µ

[a1a2][a3a4]...
, γ

(
∆µ

a1a2...an...

)
= ∆µ

[a1a2][a2a3]...
.

Дослiджуються структурнi властивостi самої функцiї i фрактальнi (самоподiбнi, самоафiннi
тощо) властивостi суттєвих для неї множин.

In the paper, we consider functions with fractal properties defined in terms of ∆µ-representation
of a number with infinite alphabet A = N:

(0; 1] ∋ x =
∑
n
(Bn −B′

n) ≡ ∆µ
a1a2...an...,

where Bn = (1−µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n−2 , Bn
′ = (1−µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n ,

(0; 1) ∋ µ is a fixed parameter, and (an) is a sequence of positive integers depending on a number x.
Functions

f
(
∆µ

a1a2...an...

)
= ∆µ

a2a1a4a3..., φ
(
∆µ

a1a2...an...

)
= ∆µ

[a1a2][a3a4]...
, γ

(
∆µ

a1a2...an...

)
= ∆µ

[a1a2][a2a3]...

are among them. Structural properties of the function and fractal (self-similar, self-affine, etc.)
properties of essential sets for this function are studied.

Вступ. Фрактальнi властивостi функцiй
дослiджуються в рiзних аспектах [1, 2, 7-10,
12-18, 20-25]. Вивчаються фрактальнi вла-
стивостi їх рiвнiв [10, 18], графiкiв [24], мно-
жин особливостей [8, 12], атракторiв однови-
мiрних динамiчних систем [2], породжених
функцiєю, деформацiї фрактальних власти-
востей множин пiд дiєю функцiї [8] тощо.
При цьому розв’язуються задачi конструк-
тивної та загальної теорiї функцiй. Особли-
ва увага придiляється неперервним функ-
цiям [1, 10, 15, 16, 18, 25], для яких необхi-
дною умовою фрактальностi їх графiка (як
множини простору R2) є глобальна або ло-
кальна нiде не монотоннiсть, або навiть зви-
вистiсть [16, 18], та iснування принаймнi
одного континуального рiвня.

Однiєю з достатньо плiдних iдей теорiї

фракталiв (фрактальної геометрiї та фрак-
тального аналiзу [17]) є iдея автомодель-
ностi [1] (самоподiбностi, самоафiнностi то-
що). Серед неперервних на [0; 1] функцiй,
якi мають складнi локальнi властивостi, са-
ме такi складають в деякiй мiрi найпростi-
ший клас. Локально-неоднорiднi структур-
нi та тополого-метричнi властивостi суттє-
вих для таких функцiй множин є ознакою
їх фрактальних властивостей.

Серед сучасних прийомiв моделювання i
дослiдження функцiй зi складними локаль-
ними властивостями є рiзнi системи зоб-
раження (кодування) чисел, зокрема та-
кi, що використовують нескiнченний ал-
фавiт [12-14,19]. Саме таке кодування дiй-
сних чисел, що породжене однопараметри-
чним узагальненням φµ вiдомої сингуляр-
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ної строго зростаючої функцiї ? Мiнков-
ського [5, 11, 3, 4, 6], запропоноване в робо-
тах [20, 21], використовується у данiй роботi
для конструювання фрактальних функцiй,
яке обґрунтовує наступна теорема.

Твердження А ([19]). Нехай µ — фiк-
соване число з iнтервалу (0, 1). Для будь-
якого x ∈ (0, 1] iснує скiнченний набiр
(a1, a2, . . . , am) або послiдовнiсть натураль-
них чисел (an) такi, що

x =
∑
n

(Bn −B′
n),

де Bn = (1−µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n−2 ,
Bn

′ = (1− µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n .
Подання числа x у формi наведеного зна-

козмiнного ряду ми називаємо ∆µ-представ-
ленням числа, а його символiчний запис
∆µ

a1a2...an(∅) у випадку скiнченного розкладу
числа x та ∆µ

a1a2...an...
у випадку нескiнченної

суми — ∆µ-зображенням.
Iснує злiченна всюди щiльна множина чи-

сел, якi мають два ∆µ-зображення. Це числа
виду:

∆µ
a1a2...[a2k−1+1](∅) = ∆µ

a1a2...a2k−11(∅).

Зазначимо, що одне з таких зображень має
парну кiлькiсть цифр, а iнше — непарну.

Множину всiх чисел, що мають єдине
(тобто нескiнченне) ∆µ-зображення позна-
чатимемо через H, а множину тих чисел, що
мають скiнченне ∆µ-зображення, — через S.

Зауважимо, що при рацiональному µ зо-
браження називається рацiональним ∆µ-зо-
браженням. Для нього iррацiональнi числа
мають нескiнченне неперiодичне ∆µ-зобра-
ження, а рацiональнi — можуть мати скiн-
ченне, нескiнченне перiодичне, а також не-
скiнченне неперiодичне ∆µ-зображення [19].

У задачах метричної теорiї чисел, яка
займається задачами про мiру Лебега мно-
жин чисел, визначених умовами на їх зобра-
ження, можна нехтувати множинами нульо-
вої мiри (нуль-множинами), до яких зокре-
ма вiдносяться всi злiченнi множини. Що ми
далi i робимо.

Дана робота присвячена дослiдженню
фрактальних властивостей функцiй, пов’я-

заних з ∆µ-зображенням, визначених на
множинi H рiвностями:

1) f
(
∆µ

a1a2...an...

)
= ∆µ

a2a1a4a3...
;

2) φ
(
∆µ

a1a2...an...

)
= ∆µ

[a1a2][a3a4]...
;

3) γ
(
∆µ

a1a2...an...

)
= ∆µ

[a1a2][a2a3]...
.

Вiдповiднiсть, визначена в такий спо-
сiб, є коректно означеною функцiєю, якщо
двом рiзним ∆µ-зображенням аргумента во-
на приписує однаковi значення. Функцiї, що
дослiджуються у роботi, є коректно визна-
ченими на множинi H. Їх можна коректно
довизначити i на множинi S, якщо домови-
тись вживати лише одне з двох iснуючих зо-
бражень ∆µ-скiнченних чисел.

1. Функцiя f(x) та її властивостi.
Розглядається функцiя f , яка на множи-

нi H визначається рiвнiстю:

y = f
(
∆µ

a1a2a3a4...

)
= ∆µ

a2a1a4a3...
. (1)

Легко бачити, що для будь-якого x∈(0; 1)
має мiсце рiвнiсть f(f(x)) = x. З цього ви-
пливає, що графiк функцiї f симетричний
вiдносно прямої y = x.

Теорема 1. Функцiя f володiє наступ-
ними властивостями:
1) вона є бiєктивним вiдображенням;
2) має злiченну всюди щiльну множину то-
чок розриву першого роду, а саме:
у точках виду ∆µ

a1...a2k[i+1](∅) зi стрибком

(1− µ)a2+a4+...+a2kµa1+a3+...+a2k−1
(
1− µi

)
,

у точках виду ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅) зi стрибком

(1− µ)a2+a4+...+a2k−2+i−1×

×µa1+a3+...+a2k−3+1 (1− µa2k−1) ,

у точках, що мають нескiнченне ∆µ-зобра-
ження, функцiя має усувний розрив;
3) частина

Γi
f ≡ {(x; y) : x ∈ ∆µ

ii, i ∈ N, y = f(x)}

графiка Γf функцiї f подiбна всьому графiку
з коефiцiєнтом подiбностi k = (1 − µ)iµi,
причому Γi

f = ψi (Γf ), де

ψi :

{
x′ =(1− µ)iµi · x+(1− µ)i−1(1− µi),
y′ =(1− µ)iµi · y+(1− µ)i−1(1− µi).

Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 3–4. 161



Графiк функцiї f є N-самоафiнною множи-

ною, причому Γf =
∞∪
i=1

ψi (Γf ), де

ψi :

{
x′ = ∆µ

ija1(x)a2(x)...
,

y′ = ∆µ
jia2(x)a1(x)...

з N-самоподiбною розмiрнiстю

x = − 1

log2(1− µ)µ
;

4) перетворення f зберiгає частоти цифр
∆µ-зображення.

Доведення. 1) Бiєктивнiсть (iн’єктив-
нiсть та сюр’єктивнiсть) вiдображення f ви-
пливає з єдиностi ∆µ-зображення чисел з
множини H i означення функцiї.

2.1) Дослiдимо поведiнку функцiї f в пра-
вому i лiвому ε-пiвоколах точки

x0 = ∆µ
a1...a2k[i+1](∅).

Умова x→ ∆µ
a1...a2k[i+1](∅) + 0 рiвносильна

умовi x ∈ ∆µ
a1...a2ki1j

, де j → ∞. Тодi

D1= lim
x→x0+0

f(x)= lim
j→∞

f
(
∆µ

a1...a2ki1j(∅)

)
=

= lim
j→∞

∆µ
a2a1...a2ka2k−11ij(∅) =

= ∆µ
a2a1...a2ka2k−11i(∅).

Оскiльки умова x→ ∆µ
a1...a2k[i+1](∅)−0 рiв-

носильна умовi x ∈ ∆µ
a1...a2k[i+1]j, де j→∞, то

D2= lim
x→x0−0

f(x)= lim
j→∞

f
(
∆µ

a1...a2k[i+1]j(∅)

)
=

= lim
j→∞

∆µ
a2a1...a2ka2k−1j[i+1](∅) =

= ∆µ
a2a1...a2ka2k−1(∅).

Величина стрибка функцiї f у точцi x0
дорiвнює рiзницi |D1 −D2|:

(1− µ)a2+a4+...+a2kµa1+a3+...+a2k−1
(
1− µi

)
.

2.2) Дослiдимо тепер поведiнку функцiї f
в правому i лiвому ε-пiвоколах точки

x1 = ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅).

Умова x→ ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅) +0 рiвносиль-

на умовi x ∈ ∆µ
a1...a2k−1[i+1]j, де j → ∞. Тодi

D3= lim
x→x1+0

f(x)= lim
j→∞

f
(
∆µ

a1...a2k−1[i+1]j(∅)

)
=

= lim
j→∞

∆µ
a2a1...[i+1]a2k−1j(∅) =

= ∆µ
a2a1...[i+1]a2k−1(∅).

Оскiльки умова x → ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅) − 0

рiвносильна умовi x ∈ ∆µ
a1...a2k−1i1j

, де j→∞,
то

D4= lim
x→x1−0

f(x)= lim
j→∞

f
(
∆µ

a1...a2k−1i1j(∅)

)
=

= lim
j→∞

∆µ
a2a1...ia2k−1j1(∅) =

= ∆µ
a2a1...ia2k−1(∅).

Величина стрибка функцiї f у точцi x1
дорiвнює рiзницi |D3 −D4|:

(1− µ)a2+a4+...+a2k−2+i−1×

×µa1+a3+...+a2k−3+1 (1− µa2k−1) .

3) Справдi, якщо (x; y) ∈ Γf i{
x = ∆µ

a1a2a3a4...
,

y = ∆µ
a2a1a4a3...

,

то точка (x′; y′), отримана в результатi пере-
творення подiбностi

x′ = (1− µ)iµi · x+ (1− µ)i−1(1− µi) =
= ∆µ

iia1a2...
,

y′ = (1− µ)iµi · y + (1− µ)i−1(1− µi) =
= ∆µ

iia2a1...
,

теж належить графiку Γf , причому образом
Γf є множина Γi

f . Бiльше того,

ψ (Γf ) = Γi
f i Γf =

∞∪
i=1

ψi (Γf ) .

Оскiльки Γf
((1−µ)µ)i∼ Γi

f , то її N -самопо-
дiбна розмiрнiсть є розв’язком рiвняння

∞∑
k=1

((1− µ)µ)kx = 1,

звiдки x = − 1

log2(1− µ)µ
.

4) Нехай Ni(x, k) — кiлькiсть символiв
«i» в ∆µ−зображеннi числа x до k-го мiсця
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включно. Нагадаємо, що границя (якщо во-
на iснує)

νi (x,∆
µ) = lim

k→∞

Ni(x, k)

k

називається частотою цифри «i» в
∆µ−зображеннi числа x.

Кажуть, що перетворення f зберiгає час-
тоти цифр ∆µ−зображення, якщо

νi (f(x),∆
µ) = νi (x,∆

µ) .

Оскiльки для довiльного k ∈ N

Ni(y, 2k) = Ni(x, 2k),

Ni(y, 2k + 1) = Ni(x, 2k) + εi(x),

де εi(x) =
{

0, якщо a2k+1(x) ̸= i,
1, якщо a2k+1(x) = i,

тому має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

Ni(y, n)

n
= lim

n→∞

Ni(x, n)

n
+ 0

у випадку iснування останньої границi або
ж обидвi границi не iснують одночасно. Тео-
рему 1 доведено.

2. Функцiя φ(x) та її властивостi.
Розглядається функцiя, яка на множинi

H визначена рiвнiстю:

y = φ
(
∆µ

a1a2...a2n−1a2n...

)
= ∆µ

[a1a2][a3a4]...
, (2)

першою цифрою ∆µ-зображення якої є до-
буток a1a2 перших двох цифр аргумента,
другою — добуток a3a4 i т.д.

Теорема 2. Функцiя φ володiє наступ-
ними властивостями:
1) вiдображення φ є сюр’єктивним, але не
є iн’єктивним;
2) має злiченну всюди щiльну множину то-
чок розриву першого роду, а саме
у точках виду ∆µ

a1...a2k[i+1](∅) зi стрибком

(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+i−1 · µa3a4+...+a2k−1a2k ,
якщо k — парне,
(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1 · µa3a4+...+a2k−3a2k−2+i,
якщо k — непарне;

у точках виду ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅) зi стрибком

(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×
×µa3a4+...+a2k−1i (1− µa2k−1) ,

якщо k — парне,
(1− µ)a1a2+...+a2k−1i−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2 (1− (1− µ)a2k−1) ,
якщо k — непарне;

у точках, що мають нескiнченне ∆µ-зобра-
ження, функцiя має усувний розрив;
3) є нiде не монотонною функцiєю;
4) якщо в ∆µ-зображеннi числа y0 ∈ H мi-
ститься нескiнченна кiлькiсть цифр, вiд-
мiнних вiд 1, то рiвень φ−1(y0) функцiї φ
є континуальним; рiвень φ−1

(
∆µ

c1...cm(1)

)
є

скiнченним, причому φ−1
(
∆µ

(1)

)
= ∆µ

(1).
Доведення. 1) Оскiльки функцiя φ ви-

значена на множинi H, то множиною зна-
чень функцiї буде також множина H. Тому
сюр’єктивнiсть вiдображення φ очевидна.

Для рiзних значень аргумента, напри-
клад, для

x = ∆µ
a1a2(1)

̸= ∆µ
a2a1(1)

= x′

значення функцiї φ спiвпадають

y = φ(x) = φ(∆µ
a1a2(1)

) = ∆µ
[a1a2](1)

=

= ∆µ
[a2a1](1)

= φ(∆µ
a2a1(1)

) = φ(x′).

Отже, вiдображення φ не є iн’єктивним.
2.1) Дослiдимо поведiнку функцiї φ(x) в

правому i лiвому ε-пiвоколах точки

x0 = ∆µ
a1...a2k[i+1](∅).

Можливi випадки: k — парне, k — непарне
число.
a) Нехай k — парне число.
Умова x→ ∆µ

a1...a2k[i+1](∅) + 0 рiвносильна
умовi x ∈ ∆µ

a1...a2ki1j
, де j → ∞, тодi

D1= lim
x→x0+0

φ(x) = lim
j→∞

φ
(
∆µ

a1...a2ki1j(1)

)
=

= lim
j→∞

∆µ

[a1a2] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
парне

[i·1][j·1](1)
=

=(1− µ)a1a2−1−(1− µ)a1a2−1µa3a4+. . .−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×
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×µa3a4+...+a2k−1a2k+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+i−1×

×µa3a4+...+a2k−1a2k .
Оскiльки умова x→ ∆µ

a1...a2k[i+1](∅)−0 рiв-
носильна умовi x ∈ ∆µ

a1...a2k[i+1]j, де j → ∞,
то
D2= lim

x→x0−0
φ(x) = lim

j→∞
φ
(
∆µ

a1...a2k[i+1]j(1)

)
=

= lim
j→∞

∆µ

[a1a2] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
парне

[(i+1)j](1)
=

=(1− µ)a1a2−1−(1− µ)a1a2−1µa3a4+. . .−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa3a4+...+a2k−1a2k .

Величина стрибка у точцi x0, коли k —
парне число, дорiвнює рiзницi |D1 −D2|:

(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+i−1µa3a4+...+a2k−1a2k .

b) Нехай k — непарне число.
Умова x→ ∆µ

a1...a2k[i+1](∅) + 0 рiвносильна
умовi x ∈ ∆µ

a1...a2ki1j
, де j → ∞, тодi

D3= lim
x→x0+0

φ(x)= lim
j→∞

φ
(
∆µ

a1...a2ki1j(1)

)
=

= lim
j→∞

∆µ

[a1a2] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
непарне

[i·1][j·1](1)
=

=(1−µ)a1a2−1− (1−µ)a1a2−1µa3a4+. . .+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2+i.

Оскiльки умова x→ ∆µ
a1...a2k[i+1](∅)−0 рiв-

носильна умовi x ∈ ∆µ
a1...a2k[i+1]j, де j → ∞,

то
D4= lim

x→x0−0
φ(x) = lim

j→∞
φ
(
∆µ

a1...a2k[i+1]j(1)

)
=

= lim
j→∞

∆µ

[a1a2] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
непарне

[(i+1)j](1)
=

= (1− µ)a1a2−1 − (1− µ)a1a2−1µa3a4+. . .+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2 .

Величина стрибка у точцi x0, коли k —
непарне число, дорiвнює рiзницi |D3 −D4|:

(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2+i.

2.2) Дослiдимо тепер поведiнку функцiї
φ(x) в правому i лiвому ε-пiвоколах точки

x1 = ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅). Також можливi випад-

ки: k — парне, k — непарне число.
a) Нехай k — парне число.
Умова x→ ∆µ

a1...a2k−1[i+1](∅) +0 рiвносиль-
на умовi x ∈ ∆µ

a1...a2k−1[i+1]j, де j → ∞, тодi

D5= lim
x→x1+0

φ(x) = lim
j→∞

φ
(
∆µ

a1...a2k−1[i+1]j(1)

)
=

= lim
j→∞

∆µ

[a1a2] . . . [a2k−1(i+ 1)]︸ ︷︷ ︸
парне

[j·1](1)
=

= (1− µ)a1a2−1 − (1− µ)a1a2−1µa3a4 + . . .+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa3a4+...+a2k−5a2k−4−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa3a4+...+a2k−5a2k−4+a2k−1i+a2k−1 .

Оскiльки умова x → ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅)− 0

рiвносильна умовi x ∈ ∆µ
a1...a2k−1i1j

, де j→∞,
то
D6= lim

x→x1−0
φ(x) = lim

j→∞
φ
(
∆µ

a1...a2k−1i1j(1)

)
=

= lim
j→∞

∆µ

[a1a2] . . . [a2k−3a2k−2][a2k−1i]︸ ︷︷ ︸
парне

[1·j](1)
=

= (1− µ)a1a2−1 − (1− µ)a1a2−1µa3a4 + . . .+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa3a4+...+a2k−5a2k−4−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa3a4+...+a2k−5a2k−4+a2k−1i.

Величина стрибка у точцi x1, коли k —
парне число, дорiвнює рiзницi |D5 −D6|:

(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa3a4+...+a2k−5a2k−4+a2k−1i (1− µa2k−1) .

b) Нехай k — непарне число.
Умова x→ ∆µ

a1...a2k−1[i+1](∅) +0 рiвносиль-
на умовi x ∈ ∆µ

a1...a2k−1[i+1]j, де j → ∞, тодi

D7= lim
x→x1+0

φ(x)= lim
j→∞

φ
(
∆µ

a1...a2k−1[i+1]j(1)

)
=

= lim
j→∞

∆µ

[a1a2] . . . [a2k−1(i+ 1)]︸ ︷︷ ︸
непарне

[j·1](1)
=

= (1− µ)a1a2−1 − (1− µ)a1a2−1µa3a4+. . .−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−5a2k−4−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−5a2k−4+a2k−1i+a2k−1−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2 .
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Оскiльки умова x → ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅) − 0

рiвносильна умовi x ∈ ∆µ
a1...a2k−1i1j

, де j→∞,
то

D8= lim
x→x1−0

φ(x) = lim
j→∞

φ
(
∆µ

a1...a2k−1i1j(1)

)
=

= lim
j→∞

∆µ

[a1a2] . . . [a2k−3a2k−2][a2k−1i]︸ ︷︷ ︸
непарне

[1·j](1)
=

=(1− µ)a1a2−1 − (1− µ)a1a2−1µa3a4+. . .−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−5a2k−4−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−5a2k−4+a2k−1i−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2 .

Величина стрибка у точцi x1, коли k —
непарне число, дорiвнює рiзницi |D7 −D8|:

(1− µ)a1a2+...+a2k−5a2k−4+a2k−1i−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2 (1− (1− µ)a2k−1) .

3) Для доведення нiде не монотонностi
покажемо, що для будь-якого цилiндра ран-
гу 2k знайдеться цилiндр рангу 2k+2 такий,
що прирости

δφ = δ
(
∆µ

a1a2...a2k

)
i δφ = δ

(
∆µ

a1a2...a2kij

)
набувають рiзних знакiв.

Позначимо кiнцi цилiндра ∆µ
a1a2...a2k

через

x1 = ∆µ
a1a2...a2k−2[a2k−1+1](∅) i

x2 = ∆µ
a1a2...a2k−1[a2k+1](∅).

Прирiст на цьому цилiндрi

δφ = δ
(
∆µ

a1a2...a2k

)
= φ(x2)− φ(x1).

Можливi випадки:

1.δφ=δ
(
∆µ

a1a2...a2k

)
= φ(x2)− φ(x1) =

= φ
(
∆µ

a1a2...a2k−1[a2k+1](∅)

)
−

−φ
(
∆µ

a1a2...a2k−2[a2k−1+1](∅)

)
=

= ∆µ

[a1a2][a3a4] . . . [a2k−1(a2k + 1)]︸ ︷︷ ︸
парне

(∅)
−

−∆µ

[a1a2]. . .[a2k−3a2k−2][a2k−1+1]︸ ︷︷ ︸
непарне

(∅)
=

=(1− µ)a1a2−1−(1− µ)a1a2−1µa3a4+. . .+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa3a4+...+a2k−5a2k−4−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa3a4+...+a2k−1a2k+a2k−1−
−((1−µ)a1a2−1−(1−µ)a1a2−1µa3a4+. . .+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa3a4+...+a2k−5a2k−4−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa3a4+...+a2k−1+1) =
= −(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa3a4+...+a2k−1a2k+a2k−1+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa3a4+...+a2k−1+1 =
= (1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa3a4+...+a2k−5a2k−4+a2k−1+1×
× (1− µa2k−1a2k−1) ≥ 0.

δφ=δ
(
∆µ

a1a2...a2kij

)
= φ(x′2)− φ(x′1) =

= φ
(
∆µ

a1a2...a2ki[j+1](∅)

)
−

−φ
(
∆µ

a1a2...a2k[i+1](∅)

)
=

= ∆µ

[a1a2][a3a4] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
парне

[i(j+1)](∅)
−

−∆µ

[a1a2][a3a4] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
парне

[i+1](∅)
=

=(1−µ)a1a2−1 − (1−µ)a1a2−1µa3a4+. . .−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa3a4+...+a2k−1a2k+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+i(j+1)−1×

×µa3a4+...+a2k−1a2k−
−((1− µ)a1a2−1−(1− µ)a1a2−1µa3a4+. . .−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa3a4+...+a2k−1a2k+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+i×

× µa3a4+...+a2k−1a2k) =
= (1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+ij+i−1×

×µa3a4+...+a2k−1a2k−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+i×

×µa3a4+...+a2k−1a2k =
= (1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+i×

×µa3a4+...+a2k−1a2k×
× ((1− µ)ij−1 − 1) ≤ 0.

2. δφ=δ
(
∆µ

a1a2...a2k

)
= φ(x2)− φ(x1) =

= φ
(
∆µ

a1a2...a2k−1[a2k+1](∅)

)
−

−φ
(
∆µ

a1a2...a2k−2[a2k−1+1](∅)

)
=

Буковинський математичний журнал. 2015. – Т. 3, № 3–4. 165



= ∆µ

[a1a2] . . . [a2k−1(a2k + 1)]︸ ︷︷ ︸
непарне

(∅)
−

−∆µ

[a1a2] . . . [a2k−3a2k−2][a2k−1+1]︸ ︷︷ ︸
парне

(∅)
=

=(1− µ)a1a2−1−(1− µ)a1a2−1µa3a4+. . .−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−5a2k−4−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k+a2k−1−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2−
− ((1−µ)a1a2−1−(1− µ)a1a2−1µa3a4+. . .−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−5a2k−4−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−5a2k−4+a2k−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2) =
= (1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k+a2k−1−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−5a2k−4+a2k−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2 =
= (1− µ)a1a2+...+a2k−5a2k−4+a2k−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2×
× ((1− µ)a2k−1a2k−1 − 1) ≤ 0.

δφ=δ
(
∆µ

a1a2...a2kij

)
= φ(x′2)− φ(x′1) =

= φ
(
∆µ

a1a2...a2ki[j+1](∅)

)
−

−φ
(
∆µ

a1a2...a2k[i+1](∅)

)
=

= ∆µ

[a1a2][a3a4] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
непарне

[i(j+1)](∅)
−

−∆µ

[a1a2][a3a4] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
непарне

[i+1](∅)
=

= (1−µ)a1a2−1−(1−µ)a1a2−1µa3a4+ . . .+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2+ij+i−
−((1−µ)a1a2−1−(1−µ)a1a2−1µa3a4+. . .+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2+i+1) =
= −(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2+ij+i+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2+i+1 =
= (1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1×

×µa3a4+...+a2k−3a2k−2+i+1 (1− µij−1) ≥ 0.

4) Множиною рiвня y0 функцiї φ нази-
вається множина

φ−1(y0) = {x : φ(x) = y0} .

Нехай ank
(y0) = bk ̸= 1, k ∈ N i aj(y0) = 1

при j ∈ N\(nk). Тодi образом кожного числа
x такого, що

{
a2nk−1(x) = bk,
a2nk

(x) = 1,
a2j−1(x) = a2j(x) = 1

або 
{
a2nk−1(x) = 1,
a2nk

(x) = bk,
a2j−1(x) = a2j(x) = 1

є число y0. Оскiльки таких чисел контину-
альна множина (що легко доводится вста-
новленням бiєктивного вiдображення з вiд-
рiзком [0; 1] за допомогою класичного двiй-
кового зображення), то рiвень φ−1(y0) функ-
цiї φ є континуальним.

Нехай bj — кiлькiсть рiзних розкладiв
числа cj з зображення ∆µ

c1...cm(1) числа y0

на два множники (j = 1,m). Тодi рi-
вень φ−1

(
∆µ

c1...cm(1)

)
функцiї φ є скiнчен-

ним i мiстить
m∏
j=1

2·bj точок. Зокрема, рiвень

φ−1
(
∆µ

(1)

)
мiстить єдину точку. Теорему 2

доведено.
3. Функцiя γ(x) та її властивостi.
Розглядається функцiя, яка на множинi

H визначена рiвнiстю:

y = γ
(
∆µ

a1a2...a2n−1a2n...

)
= ∆µ

[a1a2][a2a3]...
. (3)

Лема 1. Множина C ≡ C
[
∆µ, abcd

]
є

нiде не щiльною множиною нульової мiри
Лебга.

Доведення. 1. Скористаємось означе-
нням нiде не щiльної множини. Нехай
(u; v) довiльний пiдiнтервал з iнтервалу
(0; 1). ∆µ

c1c2...cm
— цилiндр, що повнiстю

належить (u; v). Тодi цилiндричний iнтер-
вал ∇µ

c1c2...cmabcd, який належить цилiндру
∆µ

c1c2...cm
точок множини C не мiстить. От-

же, множина C є нiде не щiльною.
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2. Нехай F0 = (0; 1]. Введемо позначен-
ня F2k−2 — замикання об’єднання цилiндрiв
рангу 2k− 2, серед внутрiшнiх точок яких є
точки множини C, тобто

F2k−2 =
∪ ∪

. . .
∪

︸ ︷︷ ︸
ai−2ai−1aiai+2 ̸=abcd

∆µ
a1a2...a2k−2

.

А множину F 2k+2 означимо рiвнiстю

F 2k+2 = F2k−2 \ F2k+2.

Тодi λ(F 2k+2) = λ(F2k−2)− λ(F2k+2) або

λ(F 2k+2)

λ(F2k−2)
= 1− λ(F2k+2)

λ(F2k−2)
.

З означення множин C, F2k+2 i F 2k+2 i непе-
рервностi мiри Лебега λ маємо:

λ(C) ≤ λ(F2k+2) ̸= 0 ∀k ∈ N,

λ(C) = lim
k→∞

λ(F2k+2) i

λ(C) = 1−
∞∑
k=1

λ(F 2k+2).

Очевидно, що C ⊂ F2k+2 ⊂ F2k−2 для будь-
якого k ∈ N i

C =
∞∩
k=1

F2k+2 = lim
k→∞

F2k+2.

Тому λ(C) < λ(F2k+2) i

λ(C) = lim
k→∞

λ(F2k+2) =

= lim
k→∞

(
λ(F2k+2)

λ(F2k−2)
· λ(F2k−2)

λ(F2k−6)
· . . . · λ(F4)

λ(F0)

)
=

=
∞∏
k=1

λ(F2k+2)

λ(F2k−2)
=

∞∏
k=1

λ(F2k−2)− λ(F 2k+2)

λ(F2k−2)
=

=
∞∏
k=1

(
1− λ(F 2k+2)

λ(F2k−2)

)
.

Останнiй нескiнченний добуток прямує до
нуля тодi i тiльки тодi, коли розбiгається
ряд, тобто

∞∑
k=1

λ(F 2k+2)

λ(F2k−2)
= ∞. (4)

Знайдемо оцiнки останнього вiдношення.

0 <
λ(F 2k+2)

λ(F2k−2)
≤ (1− µ)a+cµb+d < 1.

Отже, ряд (4) розбiгається, оскiльки не ви-
конується необхiдна умова збiжностi ряду i
тому λ(C) = 0. Лему доведено.

Теорема 3. Функцiя γ володiє наступ-
ними властивостями:
1) є вiдображенням нi сюр’єктивним, нi
iн’єктивним;
2) має злiченну всюди щiльну множину то-
чок розриву першого роду, а саме:
у точках виду ∆µ

a1...a2k[i+1](∅) зi стрибком

(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa2a3+...+a2ki×

×
(
1− µa2k − (1− µ)i

)
;

у точках виду ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅) зi стрибком

(1− µ)a1a2+...+a2k−1i−1µa2a3+...+a2k−2a2k−1×

×
(
1− µi − (1− µ)a2k−1

)
;

у точках, що мають нескiнченне ∆µ-зобра-
ження, функцiя має усувний розрив;
3) її множина значень має канторiвський
тип (є нiде не щiльною множиною нульо-
вої мiри Лебега) i дробову фрактальну роз-
мiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича.

Доведення. 1) Наприклад, для рiзних
значень аргумента

x = ∆µ
a1a2(1)

̸= ∆µ
a2a1(1)

= x′

значення функцiї γ спiвпадають

y = γ(x) = γ(∆µ
a1a2(1)

) = ∆µ
[a1a2](1)

=

= ∆µ
[a2a1](1)

= γ(∆µ
a2a1(1)

) = γ(x′) = y.

Отже, вiдображення γ не є iн’єктивним.
А для значення функцiї y = ∆µ

1234(1) зна-
йти значення аргументу, ∆µ-символи якого
є натуральними, неможливо. Тому вiдобра-
ження γ не є сюр’єктивним.

2.1) Дослiдимо поведiнку функцiї γ(x) в
правому i лiвому ε-пiвоколах точки

x0 = ∆µ
a1...a2k[i+1](∅).
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Умова x→ ∆µ
a1...a2k[i+1](∅) + 0 рiвносильна

умовi x ∈ ∆µ
a1...a2ki1j

, де j → ∞, тодi

D1= lim
x→x0+0

γ(x) = lim
j→∞

γ
(
∆µ

a1...a2ki1j(∅)

)
=

= lim
j→∞

∆µ

[a1a2] . . . [a2ki][i · 1][1 · j]︸ ︷︷ ︸
парне

(∅)
=

= (1− µ)a1a2−1 − (1− µ)a1a2−1µa2a3 + . . .+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1×

×µa2a3+...+a2k−2a2k−1−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa2a3+...+a2ki+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k+i−1µa2a3+...+a2ki.

Оскiльки умова x→ ∆µ
a1...a2k[i+1](∅)−0 рiв-

носильна умовi x ∈ ∆µ
a1...a2k[i+1]j, де j → ∞,

то
D2= lim

x→x0−0
γ(x) = lim

j→∞
γ
(
∆µ

a1...a2k[i+1]j(∅)

)
=

= lim
j→∞

∆µ

[a1a2] . . . [a2k(i+ 1)][(i+ 1)j]︸ ︷︷ ︸
непарне

(∅)
=

=(1− µ)a1a2−1 − (1− µ)a1a2−1µa2a3+. . .+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1×

×µa2a3+...+a2k−2a2k−1−
−(1−µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa2a3+...+a2ki+a2k .

Величина стрибка у точцi x0 дорiвнює рi-
зницi |D1 −D2|:

(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa2a3+...+a2ki×

×
(
1− µa2k − (1− µ)i

)
.

2.2) Дослiдимо тепер поведiнку функцiї
γ(x) в правому i лiвому ε-пiвоколах точки

x1 = ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅).

Умова x→ ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅) +0 рiвносиль-

на умовi x ∈ ∆µ
a1...a2k−1[i+1]j, де j → ∞, тодi

D3= lim
x→x1+0

γ(x)= lim
j→∞

γ
(
∆µ

a1...a2k−1[i+1]j(∅)

)
=

= lim
j→∞

∆µ

[a1a2] . . . [a2k−1(i+1)][(i+1)j]︸ ︷︷ ︸
парне

(∅)
=

=(1− µ)a1a2−1 − (1− µ)a1a2−1µa2a3+. . .−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1×

×µa2a3+...+a2k−2a2k−1+
+(1−µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+a2k−1i+a2k−1−1×

×µa2a3+...+a2k−2a2k−1 .

Оскiльки умова x → ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅) − 0

рiвносильна умовi x ∈ ∆µ
a1...a2k−1i1j

, де j→∞,
то
D4= lim

x→x1−0
γ(x)= lim

j→∞
γ
(
∆µ

a1...a2k−1i1j(∅)

)
=

= lim
j→∞

∆µ

[a1a2] . . . [a2k−1i][i · 1][1 · j]︸ ︷︷ ︸
непарне

(∅)
=

=(1− µ)a1a2−1−(1− µ)a1a2−1µa2a3+. . .+
+(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+a2k−1i−1×

×µa2a3+...+a2k−2a2k−1−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+a2k−1i−1×

×µa2a3+...+a2k−2a2k−1+i.
Величина стрибка у точцi x1 дорiвнює

рiзницi |D3 −D4|:
(1− µ)a1a2+...+a2k−1i−1µa2a3+...+a2k−2a2k−1×

×
(
1− µi − (1− µ)a2k−1

)
.

3) Легко бачити, що кожне число y, у
∆µ-зображеннi якого зустрiчається комбiна-
цiя цифр 1bc, де c ̸ ... b, не має прообразу. Тодi
множина значень функцiї не мiститиме чи-
сел, ∆µ-зображення яких мiстить комбiна-
цiю цифр 1bcd. Тому згiдно з лемою 1 вона
є нiде не щiльною множиною нульової мiри
Лебега.

Легко бачити, що множина E(γ) значень
функцiї γ мiстить множину:

G =
{
y : y = ∆µ

a1a1a2a2a3a3...
, де an ∈ N \ {1}

}
,

яка має додатну фрактальну розмiрнiсть
меншу 1. Такою ж є i множина E(γ), тоб-
то фрактальною множиною канторiвського
типу. Теорему 3 доведено.

Зауважимо, що функцiї, якi розгляда-
лись, є фрактальними з рiзних точок зо-
ру. Графiк першої функцiї є N -самоафiнною
множиною, друга функцiя має множину рiв-
нiв з фрактальними властивостями, суттєва
для третьої функцiї множина, а саме: мно-
жина її значень, є фрактальною множиною.
Детальний опис iнших фрактальних власти-
востей останньої функцiї, зокрема її множи-
ни значень, ми готуємо для iншої статтi.

Розглянутi функцiї є розривними. Окре-
мий iнтерес представляють функцiї i пере-
творення (0; 1] (бiєктивнi вiдображення мно-
жини на себе), якi “зберiгають” фракталь-
нi властивостi борелiвських множин (напри-
клад, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича).
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