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ДО ТЕОРIЇ IНТЕГРУВАННЯ РАЦIОНАЛЬНИХ ФУНКЦIЙ

Наведено метод iнтегрування правильних рацiональних функцiй, що не використовує роз-
клад на елементарнi дроби.

A method for integrating rational functions without using the decomposition into elementary
fractions are obtained.

1. Вступ. Рацiональною функцiєю нази-
вається функцiя

f(x) =
P (x)

Q(x)
,

де P (x) i Q(x) – многочлени. Ця функцiя
називається правильною, якщо степiнь мно-
гочлена P (x) менша за степiнь многочле-
на Q(x). Ми вважатимемо, що в подальшо-
му коефiцiєнти у многочленiв P (x) i Q(x) є
дiйсними.

У навчальних посiбниках з iнтегрально-
го числення значна увага придiляється iн-
тегруванню рацiональних функцiй. Їх iнте-
грування здiйснюється за схемою:

1) зображення функцiї
P (x)

Q(x)
у виглядi

P (x)

Q(x)
= S(x) +

P̃ (x)

Q(x)
, (1)

де S(x) i P̃ (x) – многочлени, причому сте-
пiнь многочлена P̃ (x) менший за степiнь

многочлена Q(x), якщо функцiя
P (x)

Q(x)
не є

правильною, та iнтегрування S(x) (много-
члени S(x) i P̃ (x) у рiвностi (1) визначають-
ся єдиним чином);

2) розклад правильної рацiональної фун-

кцiї
P̃ (x)

Q(x)
на елементарнi дроби (для фак-

тичного розкладання цiєї функцiї викорис-
товують так званий метод невизначених ко-
ефiцiєнтiв);

3) iнтегрування елементарних дробiв.
Використання на практицi цiєї методики

супроводжується деякими труднощами при

реалiзацiї методу невизначених коефiцiєнтiв
та iнтегруваннi елементарних дробiв вигля-
ду

Ax+B

(x2 + px+ q)m
,

де A,B, p, q ∈ R, m ∈ N \ {1} i p2 − 4q < 0.
Тут i далi R i N – множини всiх дiйсних i
натуральних чисел вiдповiдно.

Цих труднощiв позбавлений розглянутий
у подальшому метод, анонсований в [1,2],
що дає змогу для кожної правильної рацi-

ональної функцiї
P (x)

Q(x)
, для якої вiдомi ко-

ренi многочлена Q(x), знаходити невизна-
чений iнтеграл, не здiйснюючи розклад цiєї
функцiї на елементарнi дроби.

2. Основна формула. Нехай P (x) i
Q(x) – довiльнi многочлени з дiйсними ко-
ефiцiєнтами, причому степiнь многочлена
P (x) менша за степiнь многочлена Q(x),

тобто рацiональна функцiя
P (x)

Q(x)
є правиль-

ною.
Позначимо через M множину всiх коре-

нiв многочлена Q(x), а через k(a) – крат-
нiсть кореня a ∈ M. Кожному a ∈ M поста-
вимо у вiдповiднiсть многочлен Qa(x), для
якого

Q(x) = (x− a)k(a)Qa(x),

а кожним m ∈ {0, 1, 2, . . . , k(a)−1} i a ∈ M –
число

A(m, a) =
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=


P (a)

Qa(a)
, якщо m = 0,(

dm

dxm

(
P (x)

Qa(x)

))∣∣∣∣
x=a

, якщо m ≥ 1.

Використаємо позначення Re z i Im z для
дiйсної та уявної частин комплексного числа
z вiдповiдно.

Справджується формула∫
P (x)

Q(x)
dx =

=
∑

a∈M, k(a)≥2

k(a)−2∑
m=0

A(m, a)(x− a)m+1−k(a)

m!(m+ 1− k(a))
+

+
∑

a∈M∩R

A(k(a)− 1, a)

(k(a)− 1)!
ln |x− a|+

+
1

2

∑
a∈M\R

ReA(k(a)− 1, a)

(k(a)− 1)!
×

× ln
(
(x− Re a)2 + (Im a)2

)
−

−
∑

a∈M\R

ImA(k(a)− 1, a)

(k(a)− 1)!
arctg

x− Re a

Im a
+C.

(2)
Тут i в подальшому C – довiльна стала.

Справдi, вiдомо (див., наприклад, [3]), що
для кожного a ∈ M iснують многочлен
Pa(x), степiнь якого менша степенi много-
члена Qa(x), i числа A1, A2, . . . , Ak(a), для
яких

P (x)

Q(x)
=

=
A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ . . .+

Ak(a)

(x− a)k(a)
+

Pa(x)

Qa(x)
.

Тому
P (x)

Qa(x)
=

= A1(x− a)k(a)−1 + A2(x− a)k(a)−2 + . . .+

+Ak(a) +
Pa(x)

Qa(x)
(x− a)k(a).

Очевидно, що

Ak(a) =
P (a)

Qa(a)

i для m = 1, k(a)− 1

Am =

=
1

(k(a)−m)!

(
dk(a)−m

dxk(a)−m

(
P (x)

Qa(x)

))∣∣∣∣
x=a

=

=
A(k(a)−m, a)

(k(a)−m)!
.

Отже,

P (x)

Q(x)
=

k(a)−1∑
m=0

A(m, a)

m!(x− a)k(a)−m
+

Pa(x)

Qa(x)
.

Звiдси та довiльностi a ∈ M отримуємо рiв-
нiсть

P (x)

Q(x)
=

∑
a∈M

k(a)−1∑
m=0

A(m, a)

m!(x− a)k(a)−m
. (3)

Зобразимо рiвнiсть (3) у виглядi, зручно-
му для iнтегрування. Очевидно, що

P (x)

Q(x)
=

∑
a∈M, k(a)≥2

k(a)−2∑
m=0

A(m, a)

m!(x− a)k(a)−m
+

+
∑

a∈M∩R

A(k(a)− 1, a)

(k(a)− 1)!(x− a)
+

+
∑

a∈M\R

A(k(a)− 1, a)

(k(a)− 1)!(x− a)
. (4)

Легко перевiрити, що у випадку, коли
a = α + βi ∈ M \ R (i – уявна одиниця),

A(k(a)− 1, a)

x− a
+

A(k(a∗)− 1, a∗)

x− a∗
=

=
2ReA(k(a)− 1, a)(x− Re a)

(x− Re a)2 + (Im a)2
−

−2 ImA(k(a)− 1, a)) Im a

(x− Re a)2 + (Im a)2
, (5)

де a∗ = α− βi – спряжене число до числа a.
Тому∫ (

A(k(a)− 1, a)

x− a
+

A(k(a∗)− 1, a∗)

x− a∗

)
dx =

= ReA(k(a)−1, a) ln
(
(x−Re a)2+ (Im a)2

)
−
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−2 ImA(k(a)− 1, a)) arctg
x− Re a

Im a
+C. (6)

Iнтегруючи обидвi частини рiвностi (4) та
враховуючи (5) i (6), отримаємо формулу
(2) (у правильностi (2) можна також пере-
конатися диференцiюванням).

3. Окремi випадки формули (2). Оче-
видно, що:

1) якщо M ⊂ R i k(a) = 1 для всiх a ∈ M,
то ∫

P (x)

Q(x)
dx =

∑
a∈M

P (a)

Qa(a)
ln |x− a|+ C;

2) якщо M ⊂ R i {a ∈ M : k(a) > 1} ̸= ∅,
то∫

P (x)

Q(x)
dx =

∑
a∈M

A(k(a)− 1, a)

(k(a)− 1)!
ln |x− a|+

+
∑

a∈M, k(a)≥2

k(a)−2∑
m=0

A(m, a)(x− a)m+1−k(a)

m!(m+ 1− k(a))
+C;

(7)
3) якщо M ⊂ C (C – множина всiх ком-

плексних чисел) i k(a) = 1 для всiх a ∈ M,
то ∫

P (x)

Q(x)
dx =

=
∑

a∈M∩R

A(k(a)− 1, a)

(k(a)− 1)!
ln |x− a|+

+
1

2

∑
a∈M\R

ReA(k(a)− 1, a)

(k(a)− 1)!
×

× ln
(
(x− Re a)2 + (Im a)2

)
−

−
∑

a∈M\R

ImA(k(a)− 1, a)

(k(a)− 1)!
arctg

x− Re a

Im a
+ C;

4) якщо M ⊂ C \ R i k(a) = 1 для всiх
a ∈ M, то∫

P (x)

Q(x)
dx =

1

2

∑
a∈M\R

ReA(k(a)− 1, a)

(k(a)− 1)!
×

× ln
(
(x− Re a)2 + (Im a)2

)
−

−
∑

a∈M\R

ImA(k(a)− 1, a)

(k(a)− 1)!
arctg

x− Re a

Im a
+C;

5) якщо M ⊂ C \ R i

{a ∈ M : a ∈ C \ R, k(a) > 1} ̸= ∅,

то ∫
P (x)

Q(x)
dx =

=
∑

a∈M, k(a)≥2

k(a)−2∑
m=0

A(m, a)(x− a)m+1−k(a)

m!(m+ 1− k(a))
+

+
1

2

∑
a∈M\R

ReA(k(a)− 1, a)

(k(a)− 1)!
×

× ln
(
(x− Re a)2 + (Im a)2

)
−

−
∑

a∈M\R

ImA(k(a)− 1, a)

(k(a)− 1)!
arctg

x− Re a

Im a
+C.

(8)
Наведенi формули можна використовува-

ти для iнтегрування рацiональних функцiй.

4. Приклади та задачi. Покажемо за-
стосування формул (2), (7) i (8).

Приклад 1. Знайти невизначений iнте-
грал ∫

x+ 1

x(x2 + 1)(x2 + 4)2
dx.

Оскiльки

P (x) = x+ 1,

Q(x) = x(x2 + 1)(x2 + 4)2,

M = {0, i,−i, 2i,−2i},
k(0) = k(i) = k(−i) = 1,

k(2i) = k(−2i) = 2,

Q0(x) = (x2 + 1)(x2 + 4)2,

Qi(x) = x(x+ i)(x2 + 4)2,

Q−i(x) = x(x− i)(x2 + 4)2,

Q2i(x) = x(x2 + 1)(x+ 2i)2,

Q−2i(x) = x(x2 + 1)(x− 2i)2,

Q′
2i(x) =

= (3x2 + 1)(x+ 2i)2 + 2x(x2 + 1)(x+ 2i),

Q′
−2i(x) =

= (3x2 + 1)(x− 2i)2 + 2x(x2 + 1)(x− 2i),
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P (0) = 1,

P (i) = 1 + i,

P (−i) = 1− i,

P (2i) = 1 + 2i,

P (−2i) = 1− 2i,

Q0(0) = 24,

Qi(i) = Q−i(−i) = −2 · 32,
Q2i(2i) = 3 · 25i,

Q−2i(−2i) = −3 · 25i,
Q′

2i(2i) = Q′
−2i(−2i) = 7 · 25,

то
A(0, 0) =

P (0)

Q0(0)
=

1

24
,

A(0, i) =
P (i)

Qi(i)
=

−1− i

2 · 32
,

A(0,−i) =
P (−i)

Q−i(−i)
=

−1 + i

2 · 32
,

A(0, 2i) =
P (2i)

Q2i(2i)
=

2− i

3 · 25
,

A(0,−2i) =
P (−2i)

Q−2i(−2i)
=

2 + i

3 · 25
,

A(1, 2i) =

(
P (x)

Q2i(x)

)′∣∣∣∣
x=2i

=

=
Q2i(2i)− P (2i)Q′

2i(2i)

Q2
2i(2i)

=
7 + 11i

32 · 25
,

A(1,−2i) =

(
P (x)

Q−2i(x)

)′∣∣∣∣
x=−2i

=

=
Q−2i(−2i)− P (−2i)Q′

−2i(−2i)

Q2
−2i(−2i)

=
7− 11i

32 · 25
.

Тому за формулою (2)∫
x+ 1

x(x2 + 1)(x2 + 4)2
dx =

=
−2 + i

3 · 25(x− 2i)
− 2 + i

3 · 25(x+ 2i)
+

+
1

24
ln |x|− 1

2 · 32
ln(x2+1)+

7

32 · 25
ln |x2+4|+

+
1

2 · 32
arctg x− 1

2 · 32
arctg

(
x

−1

)
−

− 11

32 · 25
arctg

x

2
+

11

32 · 25
arctg

(
x

−2

)
+ C =

=
−x− 1

3 · 23(x2 + 4)
+

1

24
ln |x|−

− 1

2 · 32
ln(x2 + 1) +

7

32 · 25
ln(x2 + 4)+

+
1

32
arctg x− 11

32 · 24
arctg

x

2
+ C.

Приклад 2. Знайти невизначений iнте-
грал ∫

dx

(x2 − 1)n
, n ∈ N \ {1}.

Оскiльки
P (x) = 1,

Q(x) = (x2 − 1)n,

M = {1,−1},

k(1) = k(−1) = n,

Q1(x) = (x+ 1)n,

Q−1(x) = (x− 1)n,

P (x)

Q1(x)
= (x+ 1)−n,

P (x)

Q−1(x)
= (x− 1)−n,

dm

dxm

(
P (x)

Q1(x)

)
=

(−1)m(n+m− 1)!

(n− 1)!(x+ 1)n+m
,

dm

dxm

(
P (x)

Q−1(x)

)
=

(−1)m(n+m− 1)!

(n− 1)!(x− 1)n+m
,

то
A(m, 1) =

(−1)m(n+m− 1)!

(n− 1)!2n+m
,

A(m,−1) =
(−1)n(n+m− 1)!

(n− 1)!2n+m

для всiх m ∈ {0, 1, 2, . . . , n−1}. Тому за фор-
мулою (7)∫

dx

(x2 − 1)n
=

(−1)n−1(2n− 2)!

((n− 1)!)222n−1
ln |x− 1|+

+
(−1)n(2n− 2)!

((n− 1)!)222n−1
ln |x+ 1|+
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+
n−2∑
m=0

(−1)m(n+m− 1)!

(n− 1)!2n+m
×

× (x− 1)m+1−n

m!(m+ 1− n)
+

+
n−2∑
m=0

(−1)n(n+m− 1)!

(n− 1)!2n+m
×

× (x+ 1)m+1−n

m!(m+ 1− n)
+ C =

=
(−1)n(2n− 2)!

((n− 1)!)222n−1
(ln |x+ 1| − ln |x− 1|)+

+
n−2∑
m=0

(−1)m+1Cm
n+m−1

2n+m(n−m− 1)
(x− 1)m+1−n+

+
n−2∑
m=0

(−1)n+1Cm
n+m−1

2n+m(n−m− 1)
(x+ 1)m+1−n + C.

Отже,∫
dx

(x2 − 1)n
=

(−1)n(2n− 2)!

((n− 1)!)222n−1
ln

∣∣∣∣x+ 1

x− 1

∣∣∣∣+
+

n−2∑
m=0

(−1)m+1Cm
n+m−1

2n+m(n−m− 1)
(x− 1)m+1−n+

+
n−2∑
m=0

(−1)n+1Cm
n+m−1

2n+m(n−m− 1)
(x+1)m+1−n+C. (9)

Задача 1. Використовуючи (9), знайти
невизначений iнтеграл∫

Ax+B

(x2 + px+ q)n
dx, (10)

де A,B, p, q ∈ R, n ∈ N \ {1} i p2 − 4q > 0.

Приклад 3. Знайти невизначений iнте-
грал ∫

dx

(x2 + 1)n
, n ∈ N \ {1},

не використовуючи рекурентну формулу [3,
c. 326].

Оскiльки
P (x) = 1,

Q(x) = (x2 + 1)n,

M = {i,−i},

k(i) = k(−i) = n,

Qi(x) = (x+ i)n,

Q−i(x) = (x− i)n,

P (x)

Qi(x)
= (x+ i)−n,

P (x)

Q−i(x)
= (x− i)−n,

dm

dxm

(
P (x)

Qi(x)

)
=

(−1)m(n+m− 1)!

(n− 1)!(x+ i)n+m
,

dm

dxm

(
P (x)

Q−i(x)

)
=

(−1)m(n+m− 1)!

(n− 1)!(x− i)n+m
,

то

A(m, i) =
(−1)m(n+m− 1)!

(n− 1)!

(
−i

2

)n+m

,

A(m,−i) =
(−1)m(n+m− 1)!

(n− 1)!

(
i

2

)n+m

для всiх m ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1} i

ReA(n− 1, i) = ReA(n− 1,−i) = 0.

Тому за формулою (8)∫
dx

(x2 + 1)n
=

n−2∑
m=0

(−1)m(n+m− 1)!

(n− 1)!m!(m+ 1− n)
×

×
(
−i

2

)n+m

(x− i)m+1−n+

+
n−2∑
m=0

(−1)m(n+m− 1)!

(n− 1)!m!(m+ 1− n)
×

×
(
i

2

)n+m

(x+ i)m+1−n−

−Im
(−1)n−1(2n− 2)!(−i)2n−1

((n− 1)!)222n−1
arctg x−

−Im
(−1)n−1(2n− 2)!(i)2n−1

((n− 1)!)222n−1
arctg (−x)+

+C =

=
n−2∑
m=0

(−1)m(n+m− 1)!

(n− 1)!m!(m+ 1− n)2n+m
×

× (−i)n+m (x− i)m+1−n+
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+
n−2∑
m=0

(−1)m(n+m− 1)!

(n− 1)!m!(m+ 1− n)2n+m
×

× i n+m(x+ i)m+1−n+

+
(2n− 2)!

((n− 1)!)222n−2
arctg x+ C.

Ураховуючи, що

(−i)n+m(x− i)m+1−n + i n+m(x+ i)m+1−n =

=
(−i)n+m(x+ i)n−m−1

(x2 + 1)n−m−1
+

i n+m(x− i)n−m−1

(x2 + 1)n−m−1

i для всiх m = 0, n− 2

(−i)n+m(x+ i)n−m−1 + i n+m(x− i)n−m−1 =

= (−i)n+m

n−m−1∑
k=0

Ck
n−m−1x

ki n−m−1−k+

+i n+m

n−m−1∑
k=0

Ck
n−m−1x

k(−i)n−m−1−k =

=
n−m−1∑
k=0

Ck
n−m−1x

k(−1)n+mi 2n−1−k+

+
n−m−1∑
k=0

Ck
n−m−1x

k(−1)n−m−1−ki 2n−1−k =

=
n−m−1∑
k=0

Ck
n−m−1x

k(−1)mi −1−k+

+
n−m−1∑
k=0

Ck
n−m−1x

k(−1)−m−1−ki −1−k =

=
n−m−1∑
k=0

Ck
n−m−1x

k 1 + (−1)−1−k

(−1)m
i −1−k =

= 2(−1)m
∑

2≤2k≤n−m

C2k−1
n−m−1(−1)kx2k−1,

отримаємо

(−i)n+m(x− i)m+1−n + i n+m(x+ i)m+1−n =

=
2(−1)m

(x2 + 1)n−m−1

∑
2≤2k≤n−m

C2k−1
n−m−1(−1)kx2k−1

i

=
n−2∑
m=0

(−1)m(n+m− 1)!

(n− 1)!m!(m+ 1− n)2n+m
×

× (−i)n+m (x− i)m+1−n+

+
n−2∑
m=0

(−1)m(n+m− 1)!

(n− 1)!m!(m+ 1− n)2n+m
×

× i n+m(x+ i)m+1−n =

=
n−2∑
m=0

(−1)m(n+m− 1)!

(n− 1)!m!(m+ 1− n)2n+m
×

× 2(−1)m

(x2 + 1)n−m−1

∑
2≤2k≤n−m

C2k−1
n−m−1(−1)kx2k−1=

=
n−2∑
m=0

Cm
n+m−1

1

(n−m− 1)2n+m−1
×

×
∑

2≤2k≤n−m

C2k−1
n−m−1(−1)k−1 x2k−1

(x2 + 1)n−m−1
=

=
n−2∑
m=0

∑
2≤2k≤n−m

(−1)k−1

(n−m− 1)2n+m−1
×

×Cm
n+m−1C

2k−1
n−m−1

x2k−1

(x2 + 1)n−m−1
.

Отже, ∫
dx

(x2 + 1)n
=

=
n−2∑
m=0

∑
2≤2k≤n−m

(−1)k−1

(n−m− 1)2n+m−1
×

×Cm
n+m−1C

2k−1
n−m−1

x2k−1

(x2 + 1)n−m−1
+

+
(2n− 2)!

((n− 1)!)222n−2
arctg x+ C. (11)

Задача 2. За допомогою (11) знайти не-
визначений iнтеграл (10), якщо p2 − 4q < 0.
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