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ПРО СЕКВЕНЦIАЛЬНЕ ЗАМИКАННЯ МНОЖИНИ НЕПЕРЕРВНИХ
ФУНКЦIЙ У ПРОСТОРI НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ

Для сепарабельних метризовних просторiв X,Y та метризовної топологiчної групи Z через
S(X×Y,Z) позначається простiр усiх нарiзно неперервних функцiй f : X×Y → Z, надiлений
топологiєю пошарової рiвномiрної збiжностi, яка породжується передбазою, що складається з
множин виду [KX ×KY , U ] = {f ∈ S(X ×Y, Z) : f(KX ×KY ) ⊂ U}, дe U – вiдкрита множина
в Z i KX ⊂ X, KY ⊂ Y компактнi множини, одна з яких одноточкова. Доведено, що довiльна
нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → Z з нульвимiрним образом f(X × Y ) є границею
послiдовностi неперервних функцiй у топологiї пошарової рiвномiрної збiжностi.

For separable metrizable spaces X,Y and a metrizable topological group Z by S(X × Y, Z) we
denote the space of all separately continuous functions f : X × Y → Z endowed with the topology
of fiberwise uniform convergence, generated by the subbase consisting of the sets [KX ×KY , U ] =
{f ∈ S(X × Y, Z) : f(KX ×KY ) ⊂ U}, where U is an open subset of Z and KX ⊂ X, KY ⊂ Y
are compact sets one of which is a singleton. We prove that every separately continuous function
f : X×Y → Z with zero-dimensional image f(X×Y ) is a limit of a sequence of jointly continuous
functions in the topology of fiberwise uniform convergence.

У цiй статтi ми дослiджуємо секвенцi-
альне замикання C̄s(X × Y, Z) множини
C(X × Y, Z) неперервних функцiй у просто-
рi S(X×Y, Z) нарiзно неперервних функцiй
f : X×Y → Z, визначених на добутку топо-
логiчних просторiв X, Y зi значеннями у то-
пологiчному просторi Z. Простiр S(X×Y, Z)
надiлено топологiєю пошарової рiвномiрної
збiжностi на компактах, яка породжена пе-
редбазою, що складається з множин виду

[KX ×KY , U ] = {f ∈ S(X × Y, Z) :

f(KX ×KY ) ⊂ U},

де U ⊂ Z – вiдкрита множина i KX ⊂ X,
KY ⊂ Y – компактнi пiдмножини, одна з
яких одноточкова. Зауважимо, що послiдов-
нiсть (fn)n∈ω функцiй fn : X × Y → Z збi-
гається до функцiї f∞ : X × Y → Z тодi
i лише тодi, коли для довiльних точок x ∈
X, y ∈ Y послiдовнiсть

(
fn(x, ·)

)
n∈ω збiгає-

ться до f∞(x, ·) у просторi C(Y, Z), а послi-
довнiсть

(
fn(·, y)

)
n∈ω збiгається до f∞(·, y)

у просторi C(X,Z) (надiленому компактно-
вiдкритою топологiєю).

У випадку компактних просторiв X,Y та
дiйсної прямої Z = R простiр S(X×Y, Z) ви-

вчався у працях Г.А. Волошин, В.К. Маслю-
ченка та О.В. Маслюченка [1]– [5]. Зокрема,
у цих працях розглядалася проблема опи-
су секвенцiального замикання C̄s(X × Y, Z)
множини C(X × Y, Z) неперервних фун-
кцiй у просторi S(X × Y, Z). Нагадаємо,
що секвенцiальним замиканням Ās множи-
ни A у топологiчному просторi T називає-
ться множина границь limn→∞ an послiдов-
ностей {an}n∈ω ⊂ A, збiжних у просторi T .

Iз теореми Тiтце-Урисона [8, 2.1.8] випли-
ває, що для тихонових просторiв X, Y мно-
жина C(X×Y,R) неперервних функцiй всю-
ди щiльна в S(X × Y,R), що мотивує насту-
пне питання.

Питання 1. Чи правда, що C̄s(X × Y,R) =
S(X × Y,R) для довiльних (нуль-вимiрних)
компактних метризовних просторiв X,Y ?

У роботi [3] Г.А. Волошин та В.К. Маслю-
ченко довели, що для метризовних компа-
ктних просторiв X та компактного простору
Y множина C̄s(X×Y,R) мiстить усi нарiзно
неперервнi функцiї f : X×Y → R, для яких
множина D(f) ⊂ X × Y точок розриву має
злiченну проекцiю на X або Y .

У цiй статтi ми пiдходимо до Питання 1
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з дещо iншого боку i доводимо, що для ме-
тризовних сепарабельних просторiв X, Y та
метризовної топологiчної групи Z множина
C̄s(X × Y, Z) мiстить усi нарiзно неперерв-
нi функцiї f : X × Y → Z з нуль-вимiрним
образом f(X × Y ) ⊂ Z.

Доведення розпочнемо iз наступного
(вiдносно простого) факту.

Теорема 1. Для метризовних сепарабель-
них просторiв X, Y та метризовного про-
стору Z секвенцiальне замикання множи-
ни неперервних функцiй C(X × Y, Z) у про-
сторi S(X×Y, Z) мiстить усi нарiзно непе-
рервнi функцiї f : X×Y → Z з дискретним
образом f(X × Y ) ⊂ Z.

Доведення. Зафiксуємо довiльну нарi-
зно неперервну функцiю f : X × Y → Z
з дискретним образом f(X × Y ) ⊂ Z. Без
обмеження загальностi можна вважати, що
Z = f(X×Y ). Iз нарiзної неперервностi фун-
кцiї f випливає, що для довiльних злiчен-
них всюди щiльних пiдмножин DX ⊂ X та
DY ⊂ Y множина f(DX×DY ) всюди щiльна
в дискретному просторi Z = f(X×Y ). Тому
Z = f(DX ×DY ) i простiр Z – не бiльш нiж
злiченний. Запишемо множину Z у виглядi
злiченного об’єднання Z =

∪
n∈ω Zn неспа-

дної послiдовностi (Zn)n∈ω скiнченних мно-
жин.

Зафiксуємо злiченнi бази {Un}n∈ω та
{Vn}n∈ω топологiй метризовних сепарабель-
них просторiв X та Y , вiдповiдно.

Для довiльної точки z ∈ Z та числа k ∈ ω
розглянемо пiдмножини

X(z, k) = {x ∈ X : {x} × Vk ⊂ f−1(z)} =

{x ∈ X : {x} × V k ⊂ f−1(z)},
Y (z, k) = {y ∈ Y : Uk × {y} ⊂ f−1(z)} =

{y ∈ Y : Uk × {y} ⊂ f−1(z)}.
Перевiримо, що множина X(z, k) замкнена в
X. Дiйсно, якщо x ∈ X \X(z, k), то f(x, v) ̸=
z для деякого v ∈ Vk. Iз нарiзної непе-
рервностi f випливає iснування такого око-
лу Ox ⊂ X точки x, що f(Ox×{v}) ⊂ Z\{z},
звiдки випливає, що Ox∩X(z, k) = ∅. Анало-
гiчно можна довести замкненiсть множини
Y (z, k) у просторi Y .

Звiдси випливає, що для довiльного чи-
сла n ∈ ω пiдмножина

XY (z, n) =
∪
k≤n

(X(z, k)× Vk)∪ (Uk × Y (z, k))

замкнена в X × Y i мiститься у множи-
нi f−1(z). Тому сiм’я замкнених множин(
XY (z, n)

)
z∈Z диз’юнктна. Використовуючи

нормальнiсть простору X × Y , можемо по-
будувати таку неперервну функцiю gn : X×
Y → Z, що XY (z, n) ⊂ g−1

n (z) для кожного
z ∈ Zn.

Залишилось довести, що послiдовнiсть
(gn)n∈ω збiгається до f у просторi S(X ×
Y, Z). Для цього достатньо для довiльного
околу Of ⊂ S(X × Y, Z) знайти такий но-
мер m ∈ ω, що gn ∈ Of для усiх n ≥ m.
Без обмеження загальностi можна вважа-
ти, що окiл Of – передбазовий, тобто має
вид [KX × KY ,W ] = {g ∈ S(X × Y, Z) :
g(KX×KY ) ⊂ W} для деякої скiнченної пiд-
множини W ⊂ Z та деяких компактних пiд-
множин KX ⊂ X, KY ⊂ Y , одна з яких одно-
точкова. Для визначеностi, вважаємо, що
компакт KX = {x} одноточковий. Розгля-
немо неперервне вiдображення fx : Y → Z,
fx : y 7→ f(x, y), i зауважимо, що множи-
на f−1

x (W ) вiдкрито-замкнена в Y i мiстить
компакт KY .

Для кожного z ∈ W знайдемо таку скiн-
ченну множину Fz ⊂ ω, що KY ∩ f−1

x (z) ⊂∪
k∈Fz

Vk ⊂ f−1
x (z). Виберемо таке число m ∈

ω, що W ⊂ Zm i
∪

z∈W Fz ⊂ {0, . . . ,m}. Тодi
для довiльних n ≥ m i z ∈ W справджується
включення {x}×(KY ∩f−1

x (z)) ⊂ XY (z, n) ⊂
g−1
n (z), звiдки випливає, що

KX ×KY = {x} ×KY ⊂
∪
z∈W

{x} × f−1
x (z) ⊂

∪
z∈W

f−1
n (z) = g−1

n (W )

i тому gn ∈ Of = [KX × KY ,W ] для усiх
n ≥ m.

Нагадаємо, що топологiчний простiр Z
називається нуль-вимiрним, якщо вiдкрито-
замкненi множини утворюють базу тополо-
гiї простору Z.
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Теорема 2. Для сепарабельних метризов-
них просторiв X, Y та метризовної топо-
логiчної групи G секвенцiальне замикання
множини неперервних функцiй C(X×Y,G)
у просторi S(X×Y,G) мiстить усi нарiзно
неперервнi функцiї f : X × Y → G з нуль-
вимiрним образом f(X × Y ) ⊂ G.

Доведення. Зафiксуємо довiльну нарi-
зно неперервну функцiю f : X × Y → G з
нуль-вимiрним образом f(X × Y ). За теоре-
мою Бiркхофа-Какутанi [6, 3.3.12], тополо-
гiя метризовної топологiчної групи G поро-
джується обмеженою лiво-iнварiантною ме-
трикою d. Пiсля множення d на достатньо
малу додатню сталу, можемо вважати, що
diam(G) = sup{d(x, y) : x, y ∈ G} ≤ 1

2
. Для

додатнього ε позначимо через B[ε] = {g ∈
G : d(g, 1G) ≤ ε} замкнену ε-кулю з цен-
тром в одиницi 1G групи G. Для кожного
n ∈ ω виберемо максимальну пiдмножину
En ⊂ B[ 1

2n−1 ], яка є 1
2n+1 -роздiленою у тому

сенсi, що d(x, y) ≥ 1
2n+1 для довiльних рiзних

точок x, y ∈ En. Зрозумiло, що множина En

– замкнена та дискретна в G.
Iз сепарабельностi просторiв X, Y та на-

рiзної неперервностi функцiї f : X × Y → G
випливає сепарабельнiсть образу f(X × Y ).
Оскiльки метризовний простiр Z = f(X×Y )
сепарабельний та нуль-вимiрний, то вiн має
покриттєвий вимiр dim(Z) = 0, що дозволяє
вибрати послiдовнiсть (Wn)n∈ω диз’юнктних
вiдкритих покрить простору Z множинами
дiаметру ≤ 1

2n+1 . Замiняючи кожне покри-
ття Wn на дрiбнiше покриття {W ∩ W ′ :
W ∈ Wn, W ′ ∈ Wn+1}, можна вважати, що
для кожного n ∈ ω покриття Wn+1 подрi-
бнює покриття Wn. Оскiльки diam(Z) ≤ 1

2
,

то можна покласти W0 = {Z}. Iндукцiєю по
n ≥ 0 ми побудуємо послiдовнiсть (rn)n∈ω
неперервних вiдображень rn : Z → G таких,
що r0(Z) = {1G} i для кожного n ∈ ω вико-
нуються наступнi умови:

(1n) для кожної множини W ∈ Wn її образ
rn(W ) одноточковий;

(2n) supz∈Z d(rn(z), z) ≤ 2−n;

(3n) rn(z) ∈ rn−1(z)·En+1 для кожного z ∈ Z.

Iндуктивну побудову почнемо зi сталого вiд-
ображення r0 : Z → {1G} ⊂ G. Припусти-
мо, що для деякого n ∈ ω ми побудува-
ли неперервне вiдображення rn : Z → G,
що задовольняє умови (1n) та (2n). Для ко-
жного W ∈ Wn через gW позначимо єди-
ну точку множини rn(W ). Розглянемо пiд-
сiм’ю Wn+1(W ) = {W ′ ∈ Wn+1 : W ′ ⊂ W}
i для кожної множини W ′ ∈ Wn+1(W ) ви-
беремо точку zW ′ ∈ W ′. Зауважимо, що
d(zW ′ , gW ) = d(zW ′ , rn(zW ′)) ≤ 1

2n
i отже

g−1
W zW ′ ∈ B[ 1

2n
]. Iз максимальностi 1

2n+2 -
роздiленої множини En+1 ⊂ B[ 1

2n
] випли-

ває iснування точки εW ′ ∈ En+2 такої, що
d(εW ′ , g−1

W zW ′) < 1
2n+2 . Розглянемо точку

gW ′ = gW · εW ′ i зауважимо, що

d(gW ′ , zW ′) = d(gW · εW ′ , zW ′) =

d(εW ′ , g−1
W zW ′) ≤ 1

2n+2
.

Означимо функцiю rn+1 : Z → G формулою
rn+1(z) = gW ′ де W ′ ∈ Wn+1 – єдина мно-
жина, що мiстить z. Зрозумiло, що функцiя
rn+1 неперервна i задовольняє умову (1n+1).
Щоб перевiрити умову (2n+1), виберемо до-
вiльну точку z ∈ Z i знайдемо єдину множи-
ну W ′ ∈ Wn+1, що мiстить точку z та єдину
множину W ∈ Wn, що мiстить множину W ′.
Зауважимо, що

d(rn+1(z), z) = d(gW ′ , z) ≤

d(gW ′ , zW ′) + d(zW ′ , z) ≤
2−n−2 + diam(W ′) ≤

2−n−2 + 2−n−2 = 2−n−1.

Щоб перевiрити умову (3n+1), вiзьмемо до-
вiльну точку z ∈ Z i знайдемо єдинi мно-
жини W ∈ Wn i W ′ ∈ Wn+1, що мiстять цю
точку. Оскiльки покриття Wn+1 подрiбнює
диз’юнктне покриття Wn, то W ′ ⊂ W . То-
му rn+1(z) = gW ′ = gW · εW ′ = rn(z) · εW ′ ⊂
rn(z) ·En+1. Це завершує iндуктивну побудо-
ву функцiональної послiдовностi (rn)n∈ω.

Iз неперервностi rn та нарiзної неперерв-
ностi функцiї f випливає, що композицiя
fn = rn ◦ f : X × Y → G є нарiзно непе-
рервною функцiєю, причому

sup
(x,y)∈X×Y

d(fn(x, y), f(x, y)) ≤
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sup
z∈Z

d(rn(z), z) ≤ 2−n.

Тобто функцiйна послiдовнiсть (fn)n∈ω рiв-
номiрно збiгається до f .

Iз неперервностi групових операцiй та на-
рiзної неперервностi функцiй fn, fn+1 випли-
ває, що функцiя gn = f−1

n fn+1 : X × Y →
G, gn : (x, y) 7→ f−1

n (x, y) · fn+1(x, y), на-
рiзно неперервна. З умови (3n+1) випли-
ває, що gn(x, y) = f−1

n (x, y) · fn+1(x, y) =
rn(f(x, y))

−1 · rn+1(f(x, y)) ∈ En+1 i тому
образ gn(X × Y ) – дискретний. За теоре-
мою 1, нарiзно неперервна функцiя gn : X ×
Y → En+1 є границею у просторi S(X×Y,G)
послiдовностi (gn,m)m∈ω неперервних фун-
кцiй gn,m : X × Y → En+1.

Для довiльних чисел n,m ∈ ω розглянемо
неперервну функцiю

fn,m = g0,m · g1,m · · · gn,m : X × Y → G.

Беручи до уваги, що limm→∞ gn,m = gn для
усiх n, робимо висновок, що limm→∞ fn,m =
g0 · · · gn = fn для кожного n ∈ ω. Залиши-
лось перевiрити, що limn→∞ fn,n = f у про-
сторi S(X × Y,G).

Зафiксуємо довiльний окiл Of функцiї у
просторi S(X × Y ). Не обмежуючи загаль-
ностi, можна вважати, що Of є передбазо-
вим околом виду [KX × KY ,W ] = {g ∈
S(X × Y,G) : f(KX ×KY ) ⊂ W}, де W ⊂ G
– вiдкрита множина i KX ⊂ X, KY ⊂ Y –
компактнi пiдмножини, одна з яких одното-
чкова. Використовуючи компактнiсть мно-
жини f(KX×KY ) ⊂ W , знайдемо таке число
l ∈ ω, що f(KX ×KY ) ·B[ 4

2l
] ⊂ W . Збiжнiсть

послiдовностi (fl,n)n∈ω до функцiї fl у про-
сторi S(X × Y,G) дає нам таке число m ≥
l, що sup(x,y)∈KX×KY

d(fl,n(x, y), fl(x, y)) ≤
2−l для усiх n ≥ m. Перевiримо, що
sup(x,y)∈KX×KY

d(f(x, y), fn,n(x, y)) ≤ 2−l для
усiх n ≥ m. Зафiксуємо довiльне число n ≥
m та пару z = (x, y) ∈ KX × KY . Зауважи-
мо, що gl+1,n(z) · · · gn,n(z) ∈ El+2 · · ·En+1 ⊂
B[ 1

2l+1 ] · · ·B[ 1
2n
] ⊂ B[ 1

2l
]. Тодi

d(f(z), fn,n(z)) ≤ d(f(z), fl(z))+

d(fl(z), fl,n(z)) + d(fl,n(z), fn,n(z)) ≤
≤ 2−l + 2−l+

d(g0,n(z) · · · gl,n(z), g0,n(z) · · · gn,n(z)) =
= 2−l+1 + d(1G, gl+1,n(z) · · · gn,n(z)) ≤

2−l+1 + 2−l < 2−l+2

i, отже, fn,n(z) ∈ W згiдно з вибором числа
l.

Тепер ми знайдемо умови на топологiчну
групу Z, при яких секвенцiальне замикан-
ня C̄s(X × Y, Z) множини C(X × Y, Z) не-
перервних функцiй у просторi S(X × Y, Z)
замкнене у топологiї рiвномiрної збiжностi
на S(X × Y, Z).

Фактично, на просторi S(X×Y, Z) є чоти-
ри природнi топологiї рiвномiрної збiжностi,
породженi чотирма канонiчними рiвномiр-
ностями топологiчної групи Z. Щоб означи-
ти цi топологiї, для довiльної функцiї f ∈
S(X × Y, Z) та околу U ⊂ Z одиницi групи
Z розглянемо множини

Bl[f, U ] = {g ∈ S(X × Y, Z) :

∀(x, y) ∈ X × Y g(x, y) ∈ f(x, y) · U},
Br[f, U ] = {g ∈ S(X × Y, Z) :

∀(x, y) ∈ X × Y g(x, y) ∈ U · f(x, y)},
Blr[f, U ] = Bl[f, U ] ∩Br[f, U ] =

{g ∈ S(X × Y, Z) : ∀(x, y) ∈ X × Y

g(x, y) ∈ U · f(x, y) ∩ f(x, y) · U},
Brl[f, U ] = {g ∈ S(X × Y, Z) :

∀(x, y) ∈ X × Y g(x, y) ∈ U · f(x, y) · U}.
Пiдмножину W ⊂ S(X × Y, Z) назвемо τs-
вiдкритою для s ∈ {l, r, lr, rl}, якщо для
кожної функцiї f ∈ W iснує такий окiл
U ⊂ Z одиницi 1Z групи Z, що Bs[f, U ] ⊂ W .
Сiм’я τs усiх τs-вiдкритих множин є топо-
логiєю на просторi S(X × Y, Z). Зрозумiло,
що τrl ⊂ τl ∩ τr i τl ∪ τr ⊂ τlr. Пiдмножи-
ну F ⊂ S(X × Y, Z) називатимемо τl ∩ τr-
замкненою, якщо її доповнення в S(X×Y, Z)
належить топологiї τl ∩ τr.

Для топологiчних просторiв X, Y, Z через
S0(X×Y, Z) позначаємо множину усiх нарi-
зно неперервних функцiй f : X × Y → Z з
нуль-вимiрним образом f(X × Y ). Якщо Z
– топологiчна група, то через S̄u

0 (X × Y, Z)
позначатимемо замикання множини S0(X ×
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Y, Z) у топологiї рiвномiрної збiжностi τl∩τr
на просторi S(X×Y, Z). Iз теореми 2 випли-
ває, що S0(X ×Y, Z) ⊂ C̄s(X ×Y, Z) для до-
вiльних метризовних компактiв X, Y та ме-
тризовної топологiчної групи Z. У наступнiй
теоремi ми дамо умови на групу Z, при яких
S̄u
0 (X × Y, Z) ⊂ C̄s(X × Y, Z).
Будемо говорити, що топологiчний про-

стiр Z є абсолютним екстензором для то-
пологiчного простору X, якщо довiльне не-
перервне вiдображення f : A → Z визна-
чене на замкненiй пiдмножинi A ⊂ X про-
довжується до неперервного вiдображення
f̄ : X → Z.

Теорема 3. Нехай X,Y – сепарабельнi ме-
тризовнi простори i Z – метризовна топо-
логiчна група, яка має базу околiв одиницi,
що складається з абсолютних екстензорiв
для простору X ×Y . Тодi секвенцiальне за-
микання C̄s(X×Y, Z) множини C(X×Y, Z)
у просторi S(X × Y, Z) замкнене у топо-
логiї τl ∩ τr. Як наслiдок, S̄u

0 (X × Y, Z) ⊂
C̄s(X × Y, Z).

Доведення. Достатньо довести, що
множина C̄s(X × Y, Z) замкнена у тополо-
гiях τl та τr на просторi S(X × Y, Z). Для
доведення τl-замкненостi цiєї множини, за-
фiксуємо лiво-iнварiантну метрику d ≤ 1,
що породжує топологiю метризовної тополо-
гiчної групи Z. Покладемо W−1 = W0 = Z
i для кожного n > 0 виберемо окiл Wn ⊂
{z ∈ Z : d(1Z , z) ≤ 2−n} одиницi 1Z ,
що є абсолютним екстензором для просто-
ру X×Y . Замiняючи послiдовнiсть (Wn)n∈ω
деякою її пiдпослiдовнiстю, можемо вважа-
ти, що W−1

n WnWn ⊂ Wn−1 для усiх n > 0.
Щоб довести τl-замкненiсть множини

C̄s(X × Y, Z), вiзьмемо довiльну функцiю
f ∈ S(X×Y, Z), що належить τl-замиканню
множини C̄s(X × Y ). Для кожного n ∈ ω
виберемо функцiю fn ∈ C̄s(X × Y, Z) так,
щоб fn(x, y) ∈ f(x, y) ·Wn+1 для усiх (x, y) ∈
X × Y . Оскiльки W0 = Z, то функцiю f0
можна вибрати рiвною сталiй функцiї X ×
Y → {1Z}. Для кожного n ∈ ω розгляне-
мо функцiю gn = f−1

n · fn+1 : X × Y →
Z i зауважимо, що для кожного (x, y) ∈
X × Y справджується включення gn(x, y) =

f−1
n (x, y) ·fn+1(x, y) ⊂ W−1

n ·f(x, y)−1 ·f(x, y) ·
Wn+1 = W−1

n Wn+1 ⊂ W−1
n Wn+1Wn+2 ⊂

W−1
n Wn+1Wn+2Wn+3 ⊂ Wn−1.

Iз неперервностi групових операцiй на
топологiчнiй групi Z випливає, що мно-
жина C̄s(X × Y, Z) є групою. Тому gn ∈
C̄s(X × Y, Z) i можна пiдiбрати послiдов-
нiсть (gn,m)m∈ω неперервних функцiй gn,m :
X × Y → G, що збiгається до функцiї gn
у просторi S(X × Y, Z). Функцiї gn,m можна
модифiкувати так, щоб gn,m(X×Y ) ⊂ Wn−1.
Це тривiально для n ≤ 1. Тому покладе-
мо ḡk,m = gk,m для k ≤ 1, m ∈ ω, i за-
фiксуємо довiльне число n > 1. Iз непе-
рервностi функцiї gn,m випливає, що мно-
жина Fn,m = g−1

n,m(W
−1
n Wn+1Wn+2) замкне-

на в X × Y . Оскiльки Wn−1 є абсолютним
екстензором для простору X × Y , то фун-
кцiю gn,m|Fn,m можна продовжити до не-
перервної функцiї ḡn,m : X × Y → Wn−1.
Покажемо, що послiдовнiсть (ḡn,m)m∈ω все
ще збiгається до функцiї gn. Достатньо пе-
ревiрити, що для довiльного передбазового
околу O(gn) = [KX × KY ,W ] функцiї gn
iснує номер k ∈ ω такий, що ḡn,m ∈ O(gn)
для усiх m ≥ k. Тут W ⊂ Z – вiдкрита
пiдмножина i KX ⊂ X, KY ⊂ Y компа-
ктнi пiдмножини, одна з яких одноточкова.
Використовуючи компактнiсть пiдмножини
gn(KX ×KY ) ⊂ W , знайдемо таке l ≥ n+ 2,
що gn(KX ×KY ) ·Wl ⊂ W . Збiжнiсть послi-
довностi (gn,m)m∈ω до функцiї gn дає нам та-
ке число k ∈ ω, що gn,m(KX×KY ) ⊂ gn(KX×
KY ) · Wl ⊂ W−1

n Wn+1Wl ⊂ W−1
n Wn+1Wn+2

для усiх m ≥ k. Для таких чисел m справ-
джується включення KX×KY ⊂ Fn,m, з яко-
го випливає, що ḡn,m(KX ×KY ) = gn,m(KX ×
KY ) ⊂ gn(KX ×KY ) ·Wl ⊂ W . Тому ḡn,m ∈
[KX × KY ,W ] i послiдовнiсть (ḡn,m)m∈ω збi-
гається до gn у просторi S(X × Y, Z).

Для довiльних n,m ∈ ω розглянемо непе-
рервну функцiю fn,m = g0,m · · · gn,m : X ×
Y → Z i зауважимо, що limm→∞ fn,m =
g0 · · · gn = fn+1 для усiх n ∈ ω. Повторю-
ючи мiркування iз доведення теореми 2, мо-
жна перевiрити, що послiдовнiсть (fn,n)n∈ω
прямує до f у просторi S(X × Y, Z). Тому
f ∈ C̄s(X × Y, Z) i множина C̄s(X × Y, Z) –
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замкнена у топологiї рiвномiрної збiжностi
τl. Аналогiчно доводиться замкненiсть цiєї
множини у топологiї τr на S(X × Y, Z).

Iз (τl ∩ τr)-замкненостi множини C̄s(X ×
Y, Z) та включення S0(X × Y, Z) ⊂ C̄s(X ×
Y, Z) (доведеного у теоремi 2) випливає
включення S̄u

0 (X × Y, Z) ⊂ C̄s(X × Y, Z).

Зауваження 1. Для компактiв X = Y =
[0, 1] замкненiсть множини C̄s(X × Y,R) у
топологiї рiвномiрної збiжностi на просто-
рi S(X × Y,R) доведена в роботi [4].

Iз теореми 3 випливає два наслiдки.

Наслiдок 1. Для нуль-вимiрних сепара-
бельних метризовних просторiв X,Y та
довiльної метризовної топологiчної групи
Z секвенцiальне замикання C̄s(X × Y, Z)
множини C(X×Y, Z) неперервних функцiй
у просторi S(X×Y, Z) є (τl∩τr)-замкненим
i тому S̄u

0 (X × Y, Z) ⊂ C̄s(X × Y, Z).

Доведення. Iз нуль-вимiрностi просто-
ру X×Y випливає, що кожна замкнена пiд-
множина в X × Y є ретрактом простору
X × Y . Тому кожен топологiчний простiр є
абсолютним екстензором для X×Y , що дає
можливiсть застосувати теорему 3.

Наслiдок 2. Для сепарабельних метризов-
них просторiв X,Y та довiльного локально
опуклого лiнiйного метричного простору Z
секвенцiальне замикання C̄s(X ×Y, Z) мно-
жини C(X × Y, Z) неперервних функцiй у
просторi S(X × Y, Z) є (τl ∩ τr)-замкненим
i тому S̄u

0 (X × Y, Z) ⊂ C̄s(X × Y, Z).

Доведення. Згiдно з теоремою Дуґун-
джi [7], довiльна опукла пiдмножина ло-
кально опуклого простору є абсолютним
екстензором для довiльного метризовного
простору. Тому локально опуклий простiр Z
має базу (опуклих) околiв нуля, що є абсо-
лютними екстензорами для простору X×Y .
Це дає можливiсть застосувати теорему 3 i
завершити доведення.

Зауважимо, що позитивна вiдповiдь на
“нуль-вимiрну” частину Питання 1 виплива-
ла б з Наслiдку 1 та позитивної вiдповiдi на
наступне запитання.

Питання 2. Нехай X,Y – нуль-вимiрнi ме-
тризовнi компакти. Чи є множина S0(X×
Y,R) нарiзно неперервних вiдображень f :
X ×Y → R з нуль-вимiрним образом всюди
щiльною у просторi S(X×Y,R), надiленому
топологiєю рiвномiрної збiжностi τl = τr?

Цю проблему можна еквiвалентно пере-
формулювати наступним чином.

Питання 3. Чи для кожного нарiзно не-
перервного вiдображення f : X × Y → R
визначеному на добутку нуль-вимiрних ме-
тризовних компактiв X, Y iснує нарiзно
неперервне вiдображення g : X × Y →
R, образ якого g(X × Y ) нуль-вимiрний i
sup(x,y)∈X×Y |f(x, y)− g(x, y)| ≤ 1?
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