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ГЛАДКIСТЬ IНВАРIАНТНИХ МНОГОВИДIВ НЕЛIНIЙНИХ СИСТЕМ
ТИПУ РIККАТI

Вивчаються властивостi гладкостi iнварiантних тороїдальних многовидiв нелiнiйних си-
стем типу Рiккатi.

The properties of smoothness of invariant manifolds of toroidal of nonlinear systems of type
Riccati are studied.

Дослiдженню iнварiантних тороїдальних
многовидiв динамiчних систем присвячено
багато робiт [1-10]. Введене в роботi [3] по-
няття функцiї Грiна-Самойленка про iнва-
рiантнi тори дозволило з єдиної точки зору
викласти теорiю збурення як диференцiйо-
ваних, так i неперервних iнварiантних мно-
говидiв i привело до дослiдження властиво-
стей їх гладкостi. Вивченню цього питання i
присвячена ця робота.

Розглянемо нелiнiйну систему диферен-
цiальних рiвнянь:

dφ/dt = a(φ),

dX/dt = XH1(φ)X +H3(φ)X+ (1)

+XH2(φ) +H4(φ),

де φ = (φ1, . . . , φm) ∈ Tm , a (φ) – m –
мiрна векторна функцiя з простору C0 (Tm),
C0 (Tm)– простiр функцiй, неперервних за
сукупнiстю змiнних φ i 2π– перiодичних по
кожнiй зi змiнних j = 1,m. Припускаємо,
a (φ) така, що задача Кошi

dφ/dt = a (φ) , φ|t=0 = φ0 (2)

при довiльному фiксованому φ0 ∈ Tm має
єдиний розв’язок φt(φ0), визначений на всiй
осi R, i вiн неперервно залежить вiд параме-
трiв φ0 ∈ Tm. Вiдомо, що достатньою умо-
вою цього є умова Осгуда. Hi (φ)

(
i = 1, 4

)
– прямокутнi матричнi функцiї розмiрностi
вiдповiдно r2× r1, r2× r2, r1× r1, r1× r2, ви-
значенi на всьому просторi Tm, неперервнi
по сукупностi змiнних i обмеженi.

Позначимо також Cq (Tm) , q ≥ 1,
-пiдпростiр C0 (Tm) функцiй F (φ),

якi мають частиннi похiднi Dp
φF (φ) ,

|p| =
m∑
i=1

pm, |p| = 1, q; C
′
(Tm; a) – пiд-

простiр C0 (Tm) функцiї F (φ) таких,
що суперпозицiя F (φt (φ)) як функцiя
змiнної t неперервно диференцiйова-
на по t, при цьому dF (φt (φ))/dt|t=0 :=

Ḟ (φ) ∈ C0 (Tm) ; для (n× n) – ма-
трицi ∥B∥0 = max

φ∈Tm
∥B (φ)∥ , ∥B∥ =

max
∥x∥=1

∥Bx∥ , ∥y∥ = ⟨y , y⟩ , ⟨x , y⟩ =
n∑

i=1

xiyi

– скалярний добуток в Rn.
Нагадаємо, що рiвнiсть

X = M (φ) , φ ∈ Tm

задає iнварiантний тороїдальний многовид
системи (1), якщо M (φ) ∈ C

′
(Tm, a) i вико-

нується тотожнiсть

dM (φt(φ))

dt
= M (φt(φ))H1 (φt(φ))M (φt(φ))+

+H2(φt(φ))M(φt(φ)) +M(φt(φ))H3(φt(φ))+

+H4(φt(φ)),

для всiх t ∈ R, φ ∈ Tm.
У припущеннi, що система (1) має iнва-

рiантний тор X = M (φ) , виникає питання
про степiнь неперервностi по φ цих функцiй
залежно вiд неперервностi матричної фун-
кцiї H (φ) i вектор-функцiї a (φ). Ця зале-
жнiсть має аж нiяк не очевидний характер.
Так згаданi функцiї можуть бути неперерв-
но диференцiйованими, а iнварiантний то-
роїдальний многовид може не задовольняти
умовi Лiпшиця по φ. Далi нам знадобляться
ще деякi поняття.
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Розглянемо допомiжну систему диферен-
цiальних рiвнянь

dφ

dt
= a (φ) ,

dh

dt
= H (φ)h, φ ∈ Tm,

H (φ) ∈ C0(Tm). (3)

Позначимо через Ωt
τ (φ0, H) матрицант лi-

нiйної системи рiвнянь dh
dt

= H (φt (φ0))h.
Означення [6]. Нехай для деякої n×n -

мiрної матрицi C (φ) ∈ C(Tm) функцiя

G0 (τ, φ) =


Ω0

τ (φ)C (φτ (φ)) ,
τ ≤ 0,

Ω0
τ (φ) (C (φτ (φ))− In) ,

τ > 0,

(4)

задовольняє оцiнку

∥G0 (τ, φ)∥ ≤ K exp {−γ |τ |} , τ ∈ R, (5)

де K, γ − const > 0 . Тодi функцiя (4) на-
зивається функцiєю Грiна задачi про iнварi-
антнi тори для системи рiвнянь (3).

Вiдмiтимо, що виконання оцiнки (5) для
функцiї Грiна (4) еквiвалентне виконанню
оцiнки

∥Gt (τ, φ)∥ ≤ K exp {−γ |t−τ |} (6)

для функцiї Gt (τ, φ) = Ωt
0 (φ)G0 (τ, φ).

Тут дослiджується характер модуля не-
перервностi вищих похiдних функцiї iнва-
рiантного тороїдального многовиду системи
(1), данi оцiнки i умови їх збiжностi.

Нехай деяка матрична або вектор-
функцiя Φ (φ) ∈ C0 (Tm), тодi скалярна
функцiя ω (Φ;σ) = sup

∥φ−φ∥≤σ

∥Φ (φ)− Φ (φ)∥

називається її модулем неперервностi. У
випадку Φ (φ) ∈ Cq (Tm) , q ≥ 1 , для її
вищих похiдних позначимо:

ωp(Φ; z) =

 max
{
ω(Dp

φΦ; z)Lq−1(Φ)z
}
,

|p| = q,
L|p|(Φ)z, |p| = 1, q − 1,

де Lp (Φ) = max
|i|=0,|p|

Li (Φ) , Li (Φ) - кон-

станта Лiпшиця вiдповiдної частинної по-
хiдної функцiї Φ (φ) |i| – го порядку,
тобто така, що

∥∥Di
φΦ (φ)−Di

φΦ (φ)
∥∥ ≤

Li (Φ) ∥φ− φ∥ . Також покладемо ω0 (A; z) =
ω (A; z) , ω0 (f ; z) = ω (f ; z) , ω0 (a; z) ≡ 0.

Щоб отримати оцiнки для рiзницi похi-
дних розв’язку задачi Кошi (2) в точках
φ, φ ∈ Tm, φ ̸= φ для вище описаного кла-
су функцiй Φ (φ) , введемо в розгляд допо-
можнi вiдображення

Jν(Φ; p; z) =

+∞∫
−∞

exp{−ν|σ|}×

×ωp(Φ;F
−1(F (z)+ |σ|))dσ, |p| = 0, q,

де ν – довiльна додатна константа i

F (z)=
z∫
η

ω(a; z)−1dσ, η=const > 0. Має мi-

сце твердження:
Лема. Якщо a (φ ) ∈ Cq (Tm) , q ≥

1, то для додатної сталої ν виконуються
оцiнки ∥∥Dp

φφt (φ)−Dp
φφt (φ)

∥∥ ≤
≤ Mp exp {(α |p|+ν) |t|}×

×Jν (a; p; ∥φ− φ∥) , |p| = 1, q,

(7)

де Mp – додатнi сталi, α визначена нерiв-
нiстю α ≥ max

∥ξ∥=1
∥(∂a/∂φ) ξ∥ .

Доведення. Зазначемо, що при досить
великих η в силу перiодичностi функцiї
a (φ) її модуль неперервностi має власти-
вiсть ω (a; σ) = ω (a; η) . Запишемо рiзницю
розв’язку задачi Кошi (2) при t ≥ 0 в iн-
тегральнiй формi: φt (φ) − φt (φ̄) = φ − φ̇ +
t∫
0

(a (φσ (φ))− a (φσ (φ))) dσ. Тодi для цiєї рi-

зницi справедлива оцiнка

∥φt (φ)−φt (φ)∥ ≤ ∥φ−φ∥+

+

t∫
0

ω (a; ∥φσ (φ)−φσ (φ)∥)dσ,

з якої випливає, що

∥φt (φ)− φt (φ)∥ ≤ F−1 (F (∥φ− φ∥) + |σ|) ,
(8)

де через F−1 позначена обернена до F фун-
кцiя. Аналогiчно переконуємося у виконаннi
оцiнки (8) i при t < 0.
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Пiдставимо в систему (2) її розв’язок для
рiзних φ, φ ∈ Tm i запишемо рiзницю

(d/dt) (φt (φ)− φt (φ)) = a (φt (φ))−a (φt (φ)) .
(9)

З того, що a (φ) належить класу Cq (Tm) ,
випливає, що i розв’язок системи (2) також
належить цьому класу для будь-яких t ∈
R, тому маємо право продиференцiювати q
разiв тотожнiсть (9) по будь-яких змiнних
φi, i = 1,m. Зокрема, отримуємо

d

dt

(
∂φ1 (φ)

∂φi

− ∂φt (φ)

∂φi

)
=

=
∂a (φ)

∂φ

∣∣∣∣
φ=φt(φ)

∂φt (φ)

∂φi

− ∂a (φ)

∂φ

∣∣∣∣
φ=φt(φ)

×

×∂φt (φ)

∂φi

=

=

(
∂a (φ)

∂φ

∣∣∣∣
φ=φt(φ)

− ∂a (φ)

∂φ

∣∣∣∣
φ=φt(φ)

)
×

×∂φt (φ)

∂φi

+

(
∂a (φ)

∂φ

∣∣∣∣
φ=φt(φ)

)
×

×
(
∂φt (φ)

∂φi

− ∂φt (φ)

∂φi

)
. (10)

Розглядаючи (10) як систему лiнiйних
неоднорiдних рiвнянь вiдносно похiдних,
розв’язки задачi (2), при t > 0 можна за-
писати

∂φt (φ)

∂φi

− ∂φt (φ)

∂φi

=

(
∂φt (φ)

∂φi

− ∂φt (φ)

∂φi

)∣∣∣∣
t=0

+

t∫
0

Ωt
σ

(
∂a

∂φ

)(∂a(φ)
∂φ

∣∣∣
φ=φσ(φ)

−

− ∂ω (φ)

∂φ

∣∣∣∣
φ=φσ(φ)

)∂φσ (φ)

∂φi

dσ, (11)

де Ωt
r (∂a/∂φ)− матрицант системи dy/dt =(

∂a (φ)/∂φ|φ=φt(φ)

)
y, y ∈ Rm.

Далi, використавши оцiнку (див.[4,c.191])∥∥Dp
φφt (φ)

∥∥ ≤ Cp exp {α |p| |t|} , (12)

|p| = 1, q, де Cp – деякi додатнi сталi, маємо∥∥∥∥∂φt (φ)

∂φi

− ∂φt (φ)

∂φi

∥∥∥∥ ≤
t∫

0

C1exp {α |t− σ|}×

×ω

(
∂a

∂φ
; ∥φσ (φ)− φσ (φ)∥

)
×

×exp {a |σ|} dσ ≤ C2
1exp {|t|}×

×
t∫

o

exp {ν |t| − |σ|}×

×ω

(
∂a

∂φ
;F−1 (F (∥φ−φ∥)+ |σ|)

)
×

× exp {α |σ|} dσ ≤ 1

2
C2

1exp {(α+ν) |t|}×

×
+∞∫

−∞

exp {−ν |σ|}×

×ω1(a;F
−1(F (∥φ− φ∥) + |σ|))dσ. (13)

Таким чином, ми довели твердження леми
при |p| = 1. Далi припустивши, що оцiнка
(7) справедлива для всiх p, таких, що |p| ≤
|l| , доведемо, що тодi вона справедлива i для
p таких, що |p| = |l|+ 1. Продиференцiюємо
тотожнiсть (9) |l| разiв по будь-яких змiнних
φi, i = 1,m, вважаючи при цьому, що |l| +
1 ≤ q. Маємо

d

dt

(
Dl

φ

(
∂φt(φ)

∂φi

)
−Dl

φ

(
∂φt (φ)

∂φi

))
=

∂a (φt (φ))

∂φi

×

×
[
Dl

φ

(
∂φt (φ)

∂φi

)
−Dl

φ

(
∂φt (φ)

∂φi

)]
+

+

[
∂a (φt (φ))

∂φt (φ)
− ∂a (φt (φ))

∂φi (φ)

]
Dl

φ

(
∂φt (φ)

∂φi

)
+

+Rl (φt (φ))− Rl (φt (φ)) ,

де

Rl (φt (φ)) = Dl
φ

[
∂a (φt (φ))

∂φt

∂φy

∂φi

]
−

−∂a (φt (φ))

∂φi

(
Dl

φ

(
∂φt (φ)

∂φi

))
.
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Оскiльки Rl (φt (φ)) має вигляд диференцi-
ального виразу, який мiстить доданки

|l−j|∑
|θ|=1

Dθ
φt

(
∂a (φt (φ))

∂φt

)∑
ς

(Dφφt (φ))
ς1×

×
(
D2

φφt (φ)
)ς2 . . . (Dl−j

φ φt (φ)
)ςl−jDj

φ

(
∂φt (φ)

∂φ

)
,

|j| = 0, |i− 1|, s = 1,m,

зi сталими коефiцiєнтами, де ς1 + ς2 + · · · +
ςl−j = |θ| , ς1+2ς2+· · ·+|l − j| ςl−j = |l − j|,
то, оцiнюючи рiзницю (l + 1)−х частинних
похiдних розв’язку задачi Кошi (2) з ви-
користанням мiркувань, аналогiчних (11), i
при тому враховуючи, що

[
Dp

φφt (φ)
]∣∣

t=0
= 0

при |p| = 2, q, отримаємо∥∥Dl+1
φ φt (φ)−Dl+1

φ φt (φ)
∥∥ =

=

∥∥∥∥Dl
φ

(
∂φt (φ)

∂ φi

)
−Dl

φ

(
∂φt (φ)

∂φi

)∥∥∥∥ ≤

≤ 0 +

t∫
0

∥∥∥Ωt
σ

(
∂a

∂φ

)
∂a(φσ(φ))

∂φσ(φ)
−

−∂a (φσ (φ))

∂φσ (φ)

]
Dl+1

φ φσ (φ)
∥∥∥dσ+

+

t∫
0

∥∥∥∥Ωt
σ

(
∂a

∂φ

)∥∥∥∥∥Rl(φσ(φ))−

−Rl (φσ (φ)) ∥dσ := I1 + I2.

Використовуючи нерiвнiсть (12), аналогiчно
(13) оцiнимо перший з iнтегралiв:

I1 ≤
t∫

0

C1exp {α |t− σ|}×

×ω

(
∂a

∂φ
; ∥φσ (φ)− φσ (φ)∥

)
Cl+1×

×exp {α (l + 1) |σ|} dσ ≤

≤ (c) exp {α |t|}
t∫

0

exp {αl |σ|}×

×ω
(
a;F−1 (|σ|+F (∥φ−φ∥))

)
dσ ≤

≤ (c) exp {(l + 1)α |t|}
t∫

0

exp {ν (|t| − |σ|)}×

×ω1

(
a;F−1 (|σ|+F (∥φ−φ∥))

)
dσ ≤

≤ (c) exp {(α (l + 1)+ν) |t|}×

×
+∞∫
0

exp {−ν |σ|}ωl+1(a;F
−1(|σ|+

+F (∥φ−φ∥)))dσ.
Тут i надалi через (C) , (K) позначимо

деякi додатнi константи, що, залежно вiд мi-
сця запису, загалом рiзнi.

Оцiнимо другий iнтеграл:

I2 ≤
t∫

0

C1exp {α |t− σ|}
∥∥∥Dl−j

φ

(
∂a (φσ (φ))

∂φσ

)
−

−Dl−j
φ (

∂a(φσ(φ))

∂φσ

)
∥∥∥×

×
∥∥∥∥Dl−j

φ

(
∂φσ (φ)

∂φσ

)∥∥∥∥ dσ+
t∫

0

C1 exp {α |t−σ|}×

×
∥∥∥∥Dl−j

φ

(
∂a (φσ (φ))

∂φσ

)∥∥∥∥ ×

×
∥∥∥∥Dj

φ

∂φσ (φ)

∂φσ

−Dj
φ

∂yσ (φ)

∂φσ

∥∥∥∥ dσ := J1 + J2.

Для пiдiнтегрального виразу J1 можемо
записати

∥Dl−j
φ (∂a (φσ(φ))/∂φσ(φ))−

−Dl−j
φ (∂a (φσ (φ))/∂φσ (φ)) ∥ ≤

≤ (K)
[
∥D∂

φσ
(∂a (φσ (φ))/∂φσ (φ))−

−Dθ
φσ

(∂a (φσ (φ))/∂φσ (φ)) ∥×

×∥Dφφσ (φ)∥ς1
∥∥D2

φφσ (φ)
∥∥ς2 . . .

. . .
∥∥Dl−j

φ φσ (φ)
∥∥ςi−j

+
∥∥Dθ

φσ
(∂a (φσ (φ))/∂φσ)

∥∥[
∥Dφφσ(φ)− φσ(φ)∥∥(D2

φ(φσ(φ))
ς2) . . .

. . .
(
Di−j

φ (φσ(φ))
ςl−j
)
∥+ . . .

+
∥∥∥Dφφσ (φ) . . .

(
Dl−j−1

φ

)l−j−1
∥∥∥×
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×
∥∥∥(Dl−j

φ φσ (φ)
)l−j −

(
Dl−j

φ φσ (φ)
)l−j

∥∥∥ ]] :=
:= D.

Оскiльки∥∥(Dp
φφσ(φ)

)ςp − (Dp
φφσ(φ)

)ςp∥∥ ≤

≤ ςp
(
max

{∥∥Dp
φφσ (φ)

∥∥ ,∥∥Dp
φφσ (φ)

∥∥})ςp−1×

×
∥∥Dp

φφσ (φ) −Dp
φφσ (φ)

∥∥ , (14)

то, враховуючи, що |θ| змiнюється вiд 1 до
|l − j|, отримаємо

D ≤ (K) exp {α|θ|σ}
|l−j|∑
s=1

ωs(a;F
−1(|σ|+

+F (∥φ− φ∥)))exp{(|l − j| − ςs)|σ|} ≤

≤ (K) exp {α |l − j| |σ|}×

×ωl−j

(
a;F−1 (F (∥φ− φ∥) + |σ|)

)
.

Таким чином,

J1 ≤ (K)

t∫
0

exp {α (|t− σ|+ |l − j|)}×

×ω|l−j|
(
a;F−1 (F (∥φ− φ∥) + |σ|)

)
×

×
∥∥Dj+1

φ φσ (φ)
∥∥ dσ ≤ exp {(α (l + 1) + ν) |t|}×

×
+∞∫

−∞

exp {− ν| |σ|}×

×ωl+1

(
a;F−1 (F (∥φ− φ∥) + |σ|)

)
dσ.

Крiм того, оскiльки |j|+ 1 ≤ |l|, то

J2 ≤
t∫

0

exp {α |t−σ|} (c)∥Dj+1
φ φσ (φ)−

−Dj+1
φ φσ(φ)∥dσ(K)

t∫
0

exp{α|t− σ|+

+(α(j + 1) + ν)|σ|}
+∞∫

−∞

exp{−ν|τ |}×

×ωj+1 (a;F−1(|σ|+ F (φ− φ)))dτdσ ≤

≤ (K)exp{α|t|}
t∫

0

exp{(αj + ν)|σ|}×

×
+∞∫

−∞

exp{ν|τ |}ωj+1(a;F
−1(F (∥φ− φ∥)+

+|τ |))dτdσ ≤ (K) exp{(α(l + 1) + ν)|t|}×

×
+∞∫

−∞

exp{−ν|τ |}ωl(a;F
−1(F (∥φ−φ∥)+|τ |))dτ.

Отже, оцiнка (7) справедлива i при |p| =
|l|+1. Аналогiчно показуємо справедливiсть
леми при t < 0. Цим i завершується доведе-
ння леми.

Дослiджуючи модулi неперервностi iнва-
рiантних многовидiв системи (1), отримали
наступне твердження.

Теорема. Припустимо, що система (1)
така, що функцiї a (φ), Hi (φ), при i = 1, 4
належать класу Cq (Tm ) i має мiсце нерiв-
нiсть∣∣∣ ⟨H2 (φ) z1, z1⟩+

⟨[
H4 (φ) +HT

1 (φ)
]
z1, z2

⟩
++

+ ⟨H3(φ)z2, z2⟩
∣∣∣geβ (∥z1∥2 + ∥z1∥2

)
(15)

для всiх z1 ∈ Rk2 , z2 ∈ Rk1 , де β = const >
0 .

Тодi при виконаннi нерiвностi

β > αq (16)

система рiвнянь (1) має iнварiантний тор
Y = M (φ) разом з усiма своїми частинни-
ми похiдними до порядку q включно i вико-
нуються оцiнки∥∥Dp

φM (φ)− Dp
φM(φ)

∥∥ ≤

≤ KpJν (a; p; ∥φ− φ∥)+

+KpJν (H; p; ∥φ− φ∥) , |p| = 0, q.

Доведення. Як зазначалося вище, iсну-
вання функцiї Грiна (4), для якої викону-
ється оцiнка (5), гарантує iснування фун-
кцiї Gt (τ, φ) з виконанням оцiнки (6). Як
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вiдомо [4, с.126], для рiзницi цiєї функцiї в
точках φ ̸= φ має мiсце представлення

Gt(τ, φ)−Gt(τ, φ) =

=

+∞∫
−∞

Gt(σ, φ)[A(φσ(φ))−

−A(φσ(φ))]Gσ(τ, φ)dσ. (17)

Крiм того, як показано в [10], нерiвнiсть (16)
гарантує диференцiйовнiсть функцiї Грiна
до порядку q включно i виконання насту-
пних оцiнок:

∥Dp
φGi(τ, φ)∥ ≤ K l

p exp{−γ|t−τ |+

+α|p|max{|t|, |τ |}}, |p| = 1, q, (18)

де K l
p- додатнi константи. Таким чином, ми

маємо право продиференцiювати обидвi ча-
стини нерiвностi (17) i, оскiльки умова (16)
гарантує збiжнiсть iнтеграла в правiй части-
нi представлення (32) з роботи [10], можемо
записати

Dp
φGt (τ, φ)−Dp

φGt (τ, φ) =

=

+∞∫
−∞

∑
|λ1|+|λ2|+|λ3|=|p|

Cλ1,λ2,λ3D
λ1
φ Gt (σ, φ)×

×[Dλ2
φ A(φ0(φ))−Dλ2

φ (φσ(φ))×

×Dλ3Gσ(τ, φ)]dσ, (19)

де Cλ1,λ2,λ3– деякi постiйнi, λi =
(λi1, . . . , λim) , λ1j ≥ 0, λ2j ≥ 1, λ3j ≥ 0,
|λi| =

∑m
j=1 λi,j,

Dλ2
φ A (φt (φ)) =

|λ2|∑
|Θ|=1

DΘ
φω (φ)

∣∣
φ=φt(φ)

×

×
∑
ρ

CΘρ (Dφφt (φ))
ρ1
(
D2

φφt (φ)
)ρ2 . . .

(
Dλ2

φ φt (φ)
)ρλ2 , (20)

ρ1+ρ2+· · ·+ρ = |Θ|, ρ1+2ρ2+· · ·+|λ2| ρλ2 =
|λ2|.

Далi проведем оцiнку рiзницi похiдних
єдиної функцiї Грiна виходячи з представ-
лення (19).

Легко переконатися у правильностi спiв-
вiдношень

− (|t− σ|+ |σ − τ |) ≤ −2 |σ|+ |t+ τ | (21)

∀ t, τ, σ ∈ R,

|t− τ |+ |t+ τ | ≡ max {|t| , |τ |} ∀t, τ ∈ R,
(22)

а також у виконаннi нерiвностi

−γ (|t− σ|+ |σ − τ |) ≤ − (γ − δ) |y − τ | −

−δ (|t− σ|+ |σ − τ |) (23)

для будь-яких t, τ, σ ∈ R i γ, δ, таких, що
γ > δ > 0. Використовуючи (21)-(23), для
кожного β ∈ (0, 2γ − ν) можна записати
ланцюжок нерiвностей

−γ(|t− σ|+ |σ − τ |) + β|σ| ≤

≤ −(γ− (ν+β)/2)|t−τ |− ((ν + β)/2)|t−σ|+
+ |σ − τ |)+β |σ| ≤ − (γ − (ν + β)/2) |t− τ | −

− ((γ + β)/2) (2 |σ| − |t+ τ |)+
+β|σ| = −γ|t− τ |+ ((ν + β)/2)(|t− τ |+

+|t+ τ |)− (γ − β)|σ|+ β|σ| =
= −γ |t− τ |+ (ν + β)max {|t| , |τ |}−ν |σ| .

(24)
Тобто, для будь-яких додатних сталих
γ, β1, β2, β3, ν, таких, що виконується нерiв-
нiсть 2γ > β1 + β2 + β3 + ν, i для будь-яких
t, τ, σ ∈ R маємо

−γ (|t− σ|+ |σ − τ |)+β1 |σ|+β2max {|t| , |σ|}+

+β3max {|τ | , |σ|} ≤
≤ −γ |t− τ |+ (β1 + β2 + β3 + ν)×

max {|t| , |τ |}−ν |σ| . (25)

Далi, використовуючи нерiвнiсть (24) i по-
дання (17), запишемо оцiнку

∥Gt (τ, φ)−Gt (τ, φ)∥ ≤

≤ K2

+∞∫
−∞

exp {−γ (|t− σ|+ |σ − τ |)}×

×ω (A; ∥φσ (φ)− φσ (φ)∥) dσ ≤
≤ K2exp {−γ |t− τ |+ νmax {|t| , |τ |}}×
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×
+∞∫

−∞

exp {−ν |σ|}×

ω
(
A;F−1 (F (∥φ− φ∥) + |σ|)

)
dσ. (26)

Норму рiзницi функцiї (20) в рiзних
точках φ за допомогою нерiвностi (14) i
твердження леми можна оцiнити наступним
чином:

∥Dλ2
φ A(φσ(φ))−Dλ2

φ A(φσ(φ))∥ ≤

≤
|λ2|∑
θ=1

∑
ρ

CΘρ [∥DΘ
φω(φ)|φ=φσ(φ)

−

−DΘ
φω(φ)|φ=φσ(φ)

∥∥(Dφφσ(φ))
ρ1×

×(D2
φφσ(φ))

ρ2 . . . (Dλ2φσ(φ))
ρλ2∥+

+∥Dθ
φA(φ)|φ=φσ(φ)

∥(∥(Dφφσ(φ))
ρ1−

−(Dφφσ(φ))
ρ1∥×

×∥(D2
φφσ(φ))

ρ2 . . . (Dλ2
φ φσ(φ))

ρλ2∥+ · · ·+

+∥Dφoσ(φ) . . . (D
λ2−1φσ(φ))

ρλ2−1∥×

×∥(Dλ2
φ φσ(φ))

ρλ2 − (Dλ2
φ φσ(φ))

ρλ2∥) ≤

≤
|λ2|∑
Θ=1

∑
ρ

|λ2|∏
ρ=1

Cρexp{(α|λ2|+ ν)|σ|}×

×[max
φ∈Tm

∥Dθ
φω(φ)∥

+∞∫
−∞

exp{−ν|σ| }×

×
|λ2|∑
i=1

MiρiC
−1
i ωi(a;F

−1(|u|+F (∥φ−φ∥)))du+

+exp {−ν|σ|}ω(DΘ
φA;F

−1(F (φ− φ) + |σ|))].
(27)

Вiдповiдно до леми з роботи [10], виконан-
ня нерiвностi 2γ > µ, де µ = µ1 + µ2 + µ3,
гарантує збiжнiсть iнтеграла

J(τ, t, µ) =

+∞∫
−∞

exp{−γ(|t−σ|+|σ−τ |)+µ1|σ|+

+µ2max{|σ|, |τ |}+ µ3 max{|σ|, |t|}}dσ

за параметрами t, τ ∈ R, де γ, µ1

– додатнi, а µ2, µ3 – невiд’ємнi кон-
станти, i виконання оцiнки J (τ, t, µ) ≤
Kexp {−γ |t− τ |+ µmax {|t| , |τ |}} , де

K = 2 (2γ +max {γ, µ})/(µ1 (2γ − µ)).

Скориставшись цiєю нерiвнiстю, а також не-
рiвностями (18), (25), для рiзницi похiдних
функцiї Грiна (19) можна записати насту-
пне: ∥∥Dp

φGt (τ, φ)−Dp
φGt (τ, φ)

∥∥ ≤

≤ K
′

λ1
K

′

λ3

+∞∫
−∞

exp {−γ (|t− σ|+ |σ − τ |) +

+λ1max {|t| , |σ|}+λ3max {|σ| , |τ |}}×

×∥Dλ2
φ A(φσ(φ))−Dλ2

φ A(φσ(φ))∥dσ ≤

≤ K
′

λ1
K

′

λ3
|λ2|

∑
µ

λ2∏
µ=1

Cµ[exp{γ|t− τ |+

+(α|p|+ ν)}max{|t|, |τ |}×

×
+∞∫

−∞

exp {−ν |σ|}×

×ω
(
Dλ2

φ A;F−1 (F (∥φ− φ∥) + |σ|)
)
dσ+

+

|λ2|∑
i=1

MiC
−1
i max

|j|=0,|λ2|
∥Dj

φA∥0 ×

×
+∞∫

−∞

exp{−γ(|t− σ|+ |σ − τ |)+

+(α|p|+ ν)|σ|}
+∞∫

−∞

exp{−ν|σ|}×

×ωp(F
−1(|u|+ F (∥φ− φ∥)))dudσ] ≤

≤ exp {−γ |t− τ |+ (α |p|+ ν)max {|t| , |τ |}}×

×
(
Kp

+∞∫
−∞

exp {−ν |σ|}×

×ωp(a;F
−1(F (∥φ− φ∥) + |σ|))dσ+
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+Kp

+∞∫
−∞

exp{−ν|σ|}×

×ωp(A;F
−1(F (∥φ− φ∥)+|σ|))dσ

)
з деякими достатньо великими константами
K, K.

Таким чином, для матрицi проектування
C (φ), яка входить в структуру функцiї Грi-
на задачi про iнварiантнi тори (4), та її по-
хiдних виконуються наступнi оцiнки∥∥Dp

φC(φ)− Dp
φC(φ)

∥∥ ≤

≤ KpJν (a; p; ∥φ− φ∥)+
+KpJν (A; p; ∥φ− φ∥) , |p| = 0, q. (28)

З iншої сторони, якщо в системi (3) ма-
тричну функцiю H (φ) задати як

H (φ) =

(
H2 (φ) H4 (φ)
−H1 (φ) −H3 (φ)

)
,

тодi виконання нерiвностi (15), використову-
ючи результати роботи [5], забезпечує iсну-
вання для вказаної системи єдиної функцiю
Грiна-Самойленка задачi про iнварiантнi то-

ри, при цьому K = (2 +
√
2)(∥A∥0

β
)
2
3 , γ = β

2
, а

матрицю проектування C(φ) можна задати
у виглядi

C(φ) =

(
Ir2(φ)
M(φ)

)
(Ir2 − M̃(φ)M(φ))−1×

×[(Ir2 |0)− M̃(φ)(0|Ir1)].
де X = M (φ)– iнварiантний тороїдальний
многовид системи (1).

А цього достатньо, з врахуванням оцiнки
(28), щоб стверджувати, що має мiсце дана
теорема. Теорема доведена.
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