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Óæãîðîäñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò

IÑÍÓÂÀÍÍß ÎÁÌÅÆÅÍÈÕ ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÂÈÐÎÄÆÅÍÎ� IÌÏÓËÜÑÍÎ�
ËIÍIÉÍÎ� ÍÅÎÄÍÎÐIÄÍÎ� ÑÈÑÒÅÌÈ

Ó ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèðîäæåíà ñèñòåìà, ÿêà çâîäèòüñÿ äî öåíòðàëüíî¨ êàíîíi÷íî¨ ôîð-
ìè, i ïðè öüîìó âiäïîâiäíà îäíîðiäíà íåâèðîäæåíà ñèñòåìà åêñïîíåíöiàëüíî-äèõîòîìi÷íà íà
ïiâîñÿõ. Îòðèìàíî íåîáõiäíó ó äîñòàòíþ óìîâó iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi îáìåæåíîãî íà âñié
îñi ðîçâ'ÿçêó âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíîþ äi¹þ ó ôiêñîâàíi
ìîìåíòè ÷àñó.

We consider a degenerate system which can be reduced to the central canonical form and such
that the corresponding homogeneous nondegenerate system is exponentially dichotomous on the
semiaxes. We obtain a necessary and su�cient condition for the existence and uniqueness of a
solution bounded on the whole axis of degenerate system of di�erential equations with impulse
action at �xed points of time.

Ïðè ñêëàäàííi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé áà-
ãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷, ÿêi âèíèêàþòü ó
òåîði¨ åëåêòðè÷íèõ êië, òåîði¨ êåðóâàííÿ,
àâòîìàòè÷íîìó ðåãóëþâàííi, ðîáîòîòåõíiöi,
ðàäiîôiçèöi, ìàòåìàòè÷íié åêîíîìiöi òîùî,
äîñëiäíèêè ïðèõîäÿòü äî çàäà÷, ÿêi îïèñóþ-
òüñÿ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè

B(t)
dx

dt
= A(t)x+ f(t).

ç âèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ ïðè ïîõiäíié.
Âàæëèâèé âíåñîê ó ðîçâèòîê òåîði¨ âè-

ðîäæåíèõ ñèñòåì âíåñëè àìåðèêàíñüêi ìà-
òåìàòèêè Ñ.Êåìïáåëë i Ë.Ïåòöîëüä [1], ÿêi
ââåëè ïîíÿòòÿ öåíòðàëüíî¨ êàíîíi÷íî¨ ôîð-
ìè(ÖÊÔ) i ïîêàçàëè ùî ðîçâ'ÿçîê âèðî-
äæåíî¨ ñèñòåìè ìà¹ íàéïðîñòiøó ñòðóêòóðó,
ÿêùî âîíà çâîäèòüñÿ äî ÖÊÔ. Ðîçâèòêó çà-
ãàëüíî¨ òåîði¨ öèõ ñèñòåì ïðèñâÿ÷åíî çíà-
÷íó êiëüêiñòü ïðàöü ðîñiéñüêèõ ìàòåìàòè-
êiâ: Áîÿðèíöåâà Þ.Å., ×èñòÿêîâà Â.Ô., Äà-
íèëîâà Â.Î., Ëîãiíîâà Î.Î. [2]. Â ïîäàëüøèõ
äîñëiäæåííÿõ À.Ì.Ñàìîéëåíêà, Ì.I.Øêiëÿ,
Â.Ï.ßêîâöÿ [3],áóëî çíàéäåíî äîñòàòíi óìî-
âè çâiäíîñòi âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè äî ÖÊÔ.
Áåðó÷è äî óâàãè öi ðåçóëüòàòè òà ðåçóëüòàòè
[4-6], ç'ÿñó¹ìî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi
îáìåæåíîãî íà âñié îñi ðîçâ'ÿçêó âèðîäæå-
íî¨ ñèñòåìè ç iìïóëüñíîþ äi¹þ, ó ïðèïóùåí-
íi ùî âîíà çâåäåíà äî öåíòðàëüíî¨ êàíîíi-
÷íî¨ ôîðìè

[
En−s 0
0 I

]
dx

dt
=

[
M(t) 0
0 Es

]
x+ f(t),

(1)

∆x1|t=τi = Bix1 + bi; (2)

äå x ∈ Rn, x = col(x1, x2), äå x1(t), x2(t)−
n − s i s−âèìiðíi âåêòîðè, M(t), f(t) -
íåïåðåðâíi(êóñêîâî-íåïåðåðâíi ç ðîçðèâàìè
ïåðøîãî ðîäó ïðè t = τi) îáìåæåíi ïðè âñiõ
t ∈ R âiäïîâiäíî ìàòðè÷íà i âåêòîðíà ôóí-
êöi¨; f = col(f1, f2), f1(t) ∈ Rn−s, f2(t) ∈ Rs,
f2(t) ∈ Cs−1(R); Es - îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó s; Bi i bi - ñòàëi ìàòðèöi i âåêòîðè, ÿêi
âiäïîâiäíî ðiâíîìiðíî âiäíîñíî i ∈ Z îáìå-
æåíi det(En−s + Bi) ̸= 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ t =
τi. Ïîñëiäîâíiñòü ìîìåíòiâ τi çàíóìåðîâàíà
ìíîæèíîþ öiëèõ ÷èñåë òàê, ùî τi → −∞
ïðè i → −∞ i τi → +∞ ïðè i → +∞. Êðiì
òîãî, ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî

lim
T→∞

i(t, t+ T )

T
= p <∞ (3)

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî t ∈ R. Öÿ óìîâà ðiâíî-
ñèëüíà òîìó, ùî ìîæíà âêàçàòè òàêi ÷èñëà l
i íàòóðàëüíå q, ùî áóäü-ÿêèé ïðîìiæîê ÷è-
ñëîâî¨ îñi äîâæèíè l ìiñòèòü íå áiëüøå q òî-
÷îê ïîñëiäîâíîñòi {τi}.

ßê ïîêàçàíî â [2], ñèñòåìà (1) ìîæå áóòè
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ðîçùåïëåíà íà äâà íåçàëåæíèõ ðiâíÿííÿ:

dx1
dt

=M(t)x1 + f1(t), (4)

I
dx2
dt

= x2 + f2(t), (5)

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4) ìà¹ âè-
ãëÿä

x1(t) = X(t)c+

t∫
t0

X(t)X−1(s)f1(s)ds. (6)

äå c−(n−s)-âèìiðíèé ñòàëèé âåêòîð, X(t)−
ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ îäíîðiäíî¨ ñèñòå-
ìè

dx1
dt

=M(t)x1. (7)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5) ìîæåìî çàïèñàòè ó
âèãëÿäi

x2(t) = r(t) = −
s−1∑
k=0

Ik
dk

dtk
f2(t), (8)

Òîäi îá'¹äíàâøè (6) i (8) îòðèìà¹ìî çàãàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1) áåç iìïóëüñiâ

x(t) =

 X(t)c+
t∫
t0

X(t)X−1(s)f1(s)ds

−
s−1∑
k=0

Ik d
k

dtk
f2(t)


(9)

Çíàéäåìî óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ñèñòå-
ìè (1) îáìåæåíîãî íà âñié îñi â ïðèïóùåííi,
ùî ñèñòåìà (7) çàäîâîëüíÿ¹ åêñïîíåíöiàëü-
íié äèõîòîìi¨ íà ïiâîñÿõ, òîáòî iñíóþòü ïðî-
åêòîðè U òà V (U2 = U, V 2 = V ) i êîíñòàíòè
Ki ≥ 1, αi > 0(i = 1, 2) òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ
íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

∥Ω+(t, s)∥ ≤ K1e
−α1(t−s), t ≥ s,∥∥∥Ω̃+(t, s)

∥∥∥ ≤ K1e
−α1(s−t), s ≥ t, t, s ∈ R+,

∥Ω−(t, s)∥ ≤ K2e
−α2(t−s), t ≥ s,∥∥∥Ω̃−(t, s)

∥∥∥ ≤ K2e
−α2(s−t), s ≥ t, t, s ∈ R−,

(10)
äå

∥Ω+(t, s)∥ =|| X(t)UX−1(s) ||,∥∥∥Ω̃+(t, s)
∥∥∥ =|| X(t)(I − U)X−1(s) ||,

∥Ω−(t, s)∥ =|| X(t)V X−1(s) ||,∥∥∥Ω̃−(t, s)
∥∥∥ =|| X(t)(I − V )X−1(s) || .

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1) îáìåæåíèé
íà ïiâîñi ìà¹ âèãëÿä

x(t, ξ) =




Ω+(t, 0)ξ+

+
t∫
0

Ω+(t, s)f1(s)ds−

−
∞∫
t

Ω̃+(t, s)f1(s)ds

r(t)

 , t ≥ 0



Ω̃−(t, 0)ξ+

+
t∫

−∞
Ω−(t, s)f1(s)ds−

−
0∫
t

Ω̃−(t, s)f1(s)ds

r(t)

, t ≤ 0.

(11)
Ïîêàæåìî, ùî öåé ðîçâ'ÿçîê îáìåæåíèé.
Äiéñíî

|| Ω+(t, 0)ξ ||≤|| Ω+(t, 0) |||| ξ ||≤
≤ K1e

−α1t || ξ ||,∣∣∣∣∣∣∣∣ t∫
0

Ω+(t, s)f1(s)ds

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

t∫
0

∥Ω+(t, s)∥ ∥f1(s)∥ ds ≤

≤ K1

α1
(1− e−α1t) ||| f1 ||| .

Îáìåæåíiñòü iíøèõ iíòåãðàëiâ äîâîäèòüñÿ
àíàëîãi÷íèì ÷èíîì. Âèðàç (11) âèçíà÷à¹
îáìåæåíi ðîçâ'ÿçêè íà âñié äiéñíié îñi òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè

x(0+, ξ)− x(0−, ξ) = 0, (12)

Òîáòî, ðîçâ'ÿçîê (11) áóäå îáìåæåíèì íà R
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñòàëèé âåêòîð ξ ∈
Rn−s ¹ ðîçâ'ÿçêîì àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè:

Dξ =

0∫
−∞

Ω−(0, s)f1(s)ds+

∞∫
0

Ω̃+(0, s)f1(s)ds,

(13)
äå D = U− (I−V ) - (n−s)× (n−s)-âèìiðíà
ìàòðèöÿ. Öÿ àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçíà
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

PD∗

{
0∫

−∞
Ω−(0, s)f1(s)ds+

+
∞∫
0

Ω̃+(0, s)f1(s)ds

}
= 0

78 ISSN 2309-4001. Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2016. � Ò. 4, � 1�2.



äå PD∗ - (n − s) × (n − s)-âèìiðíà ìàòðèöÿ
îðòîïðîåêòîð. Â öüîìó âèïàäêó, çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1) îáìåæåíèé íà R ìà¹
ôîðìó (11), äå êîíñòàíòà ξ ∈ Rn−s âèçíà÷à-
¹òüñÿ ç ñèñòåìè (13) íàñòóïíèì ÷èíîì:

ξ = PDc+D+Θ,

Θ =
0∫

−∞
Ω−(0, s)f1(s)ds+

∞∫
0

Ω̃+(0, s)f1(s)ds,

(14)
äå c ∈ Rn−s;D+ - ïñåâäîîáåðíåíà ïî Ìóðó-
Ïåíðîóçó ìàòðèöÿ äî ìàòðèöi D. Îñêiëüêè
PD∗D = 0, òîäi PD∗V = PD∗(I−U). Îòæå, íå-
îáõiäíà i äîñòàòíÿ óìîâà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿç-
êó ñèñòåìè (1) ìà¹ âèãëÿä

+∞∫
−∞

PD∗Ω−(0, s)f1(s)ds = 0. (15)

ßêùî ïiäñòàâèìî êîíñòàíòó ξ â (11), ìè
îòðèìà¹ìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1)
îáìåæåíèé íà âñié äiéñíié îñi ó âèãëÿäi

x(t, c) =

=




Ω+(t, 0)PDc+ Ω+(t, 0)D+Θ+

+
t∫
0

Ω+(t, s)f1(s)ds−

−
∞∫
t

Ω̃+(t, s)f1(s)ds

r(t)

 , t ≥ 0



Ω̃−(t, 0)PDc+ Ω̃−(t, 0)D+Θ+

+
t∫

−∞
Ω−(t, s)f1(s)ds−

−
0∫
t

Ω̃−(t, s)f1(s)ds

r(t)

 , t ≤ 0.

(16)
Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ îáìåæå-

íèõ íà âñié îñi ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíî-
àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè ç iìïóëüñíîþ äi¹þ â
ôiêñîâàíi ìîìåíòè ÷àñó (1), (2). Äëÿ öüî-
ãî ïðèïóñòèìî, ùî âiäïîâiäíà îäíîðiäíà iì-
ïóëüñíà ñèñòåìà

dx1
dt

=M(t)x1,
∆x1|t=τi = Bix1

(17)

åêñïîíåíöiàëüíî-äèõîòîìi÷íà íà ïiâîñÿõ,
òîáòî iñíóþòü ïðîåêòîðè U òà V (U2 =

U, V 2 = V ) i êîíñòàíòè Ki ≥ 1, αi > 0(i =
1, 2) òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (10),
äå X(t) - ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè
(17). Ñïðàâåäëèâîþ ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíié-
íà îäíîðiäíà iìïóëüñíà ñèñòåìà (17)
åêñïîíåíöiàëüíî-äèõîòîìi÷íà íà ïiâîñÿõ
R− = (−∞, 0] i R+ = [0,∞) ç ïðîåêòîðàìè
U òà V âiäïîâiäíî, ôóíêöiÿ f2(t) ∈ Cs−1(R),
à òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3), òîäi
ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1. äëÿ iñíóâàííÿ îáìåæåíîãî íà âñié
äiéñíié îñi ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíî-
àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè (1), (2) íåîáõiäíî
i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà:

+∞∫
−∞

PD∗Ω−(0, s)f1(s)ds+

+
+∞∑
i=−∞

PD∗Ω−(0, τi)bi + b0 = 0;

(18)

2. çà óìîâè (18), ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1),
(2) îáìåæåíèé íà âñié îñi ìà¹ âèãëÿä

x(t, c) =

=





Ω+(t, 0)PDc+
+Ω+(t, 0)D+Θ+

+
t∫
0

Ω+(t, s)f1(s)ds−

−
∞∫
t

Ω̃+(t, s)f1(s)ds+

+
j∑
i=1

Ω+(t, τi)bi−

−
∞∑

i=j+1

Ω̃+(t, τi)bi

r(t)


, t ≥ 0



Ω̃−(t, 0)PDc+

+Ω̃−(t, 0)D+Θ+

+
t∫

−∞
Ω−(t, s)f1(s)ds−

−
0∫
t

Ω̃−(t, s)f1(s)ds+

+
−(j+1)∑
i=−∞

Ω−(t, τi)bi−

−
−1∑
i=−j

Ω̃−(t, s)bi

r(t)



, t ≤ 0.

(19)
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äå

Θ =
0∫

−∞
Ω−(0, s)f1(s)ds+

+
∞∫
0

Ω̃+(0, s)f1(s)ds+

+
−1∑

i=−∞
Ω−(0, τi)bi +

∞∑
i=1

Ω̃+(0, τi)bi + b0

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî ÿê äëÿ
äèôåðåíöiàëüíî-àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè áåç
iìïóëüñiâ, çàïèøåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè (1), (2) îáìåæåíèé íà ïiâîñÿõ ó
âèãëÿäi

x(t, ξ)=





Ω+(t, 0)ξ+

+
t∫
0

Ω+(t, s)f1(s)ds−

−
∞∫
t

Ω̃+(t, s)f1(s)ds+

+
j∑
i=1

Ω+(t, τi)bi−

−
∞∑

i=j+1

Ω̃+(t, τi)bi,

r(t)


t ≥ 0



Ω̃−(t, 0)ξ+

+
t∫

−∞
Ω−(t, s)f1(s)ds−

−
0∫
t

Ω̃−(t, s)f1(s)ds+

+
−(j+1)∑
i=−∞

Ω−(t, τi)bi−

−
−1∑
i=−j

Ω̃−(t, τi)bi,

r(t)


t ≤ 0.

(20)
Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíèé ó
òî÷öi t = 0

x(0+, ξ)− x(0−, ξ) = b0,

òîáòî ðîçâ'ÿçîê (20) áóäå îáìåæåíèé íà R
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîð ξ ∈ Rn çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó

Dξ =
0∫

−∞
Ω−(0, s)f1(s)ds+

∞∫
0

Ω̃+(0, s)f1(s)ds+

+
∞∑
i=1

Ω̃+(0, τi)bi +
−1∑

i=−∞
Ω−(0, τi)bi + b0.

(21)

Öÿ ñèñòåìà, â ñâîþ ÷åðãó, ðîçâ'ÿçíà òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

PD∗

{
0∫

−∞
Ω−(0, s)f1(s)ds+

∞∫
0

Ω̃+(0, s)f1(s)ds+

+
∞∑
i=1

Ω̃+(0, τi)bi +
−1∑

i=−∞
Ω−(0, τi)bi + b0

}
= 0.

Â öüîìó âèïàäêó, ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1), (2)
îáìåæåíèé íà R áóäå ìàòè âèãëÿä (20), äå
ñòàëèé âåêòîð ξ âèçíà÷à¹òüñÿ ç ñèñòåìè (21)
íàñòóïíèì ÷èíîì:

ξ = PDc+D+

{
0∫

−∞
Ω−(0, s)f1(s)ds+

+
∞∫
0

Ω̃+(0, s)f1(s)ds+
∞∑
i=1

Ω̃+(0, τi)bi+

+
−1∑

i=−∞
Ω−(0, τi)bi + b0

}
.

(22)

Îñêiëüêè PD∗D = 0, îòðèìà¹ìî PD∗V =
PD∗(I−U). Îòæå, íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ óìî-
âà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó (1), (2) ìà¹ âèãëÿä

+∞∫
−∞

PD∗Ω−(0, s)f1(s)ds+

+
+∞∑
i=−∞

PD∗Ω−(0, τi)bi + b0 = 0.

Ïîêàæåìî, ùî ðîçâ'ÿçîê (19) îáìåæåíèé.
Ðîçãëÿíåìî ïåðøi n−s ðÿäêiâ öüîãî ðîçâ'ÿç-
êó ó âèïàäêó êîëè t > 0 i äîâåäåìî çáiæíiñòü
âiäïîâiäíèõ iíòåãðàëiâ i ñóì.

∥∥Ω+(t, 0)PDc
∥∥ ≤ K1e

−α1tPDc = K3e
−α1t,

∥Ω+(t, 0)D+Θ∥ ≤

≤ K1e
−α1tD+

{
0∫

−∞
K2e

α2s ∥f1(s)∥ ds+

+
∞∫
0

K1e
−α1s ∥f1(s)∥ ds+

+
−1∑

i=−∞
K2e

α2τi ∥bi∥ +

+
∞∑
i=1

K1e
−α1τi ∥bi∥+ ∥b0∥

}
≤

≤ K4e
−α1t

{[
K2

α2
+ K1

α1

]
∥f1(t)∥+

+
[

K2

1−eα2 + K1

1−e−α1

]
∥bi∥+ ∥b0∥

}
,
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∥∥∥∥ t∫
0

Ω+(t, s)f1(s)ds−
∞∫
t

Ω̃+(t, s)f1(s)ds

∥∥∥∥ ≤

≤
t∫
0

K1e
−α1(t−s) ∥f1(s)∥ ds+

+
∞∫
t

K1e
−α1(s−t) ∥f1(s)∥ ds ≤ 2K1

α1
∥f1(t)∥

Â ñèëó (3), áóäü-ÿêèé ïðîìiæîê îñi t äîâ-
æèíè l ìiñòèòü íå áiëüøå ÿê q òî÷îê ïîñëi-
äîâíîñòi {τi}. Òîäi äëÿ j ≥ i ìà¹ìî

j − i+ 1 ≤ q
([ τj−τi

l
+ 1
])

≤
≤ q

( τj−τi
l

+ 1
)
,

çâiäêè

τj − τi ≤ l

(
1

q
− 1

)
+

1

q
(j − 1).

Òîìó ∥∥∥∥∥ j∑
i=1

Ω+(t, τi)bi −
∞∑

i=j+1

Ω̃+(t, τi)bi

∥∥∥∥∥ ≤

≤ K1

{∑
τi≤t

e−α1(t−τi) +
∑
τi>t

eα1(t−τi)
}
∥bi∥ ≤

≤ K1

{ ∑
τi≤τj

e−α1(τj−τi) +
∑
τi>τj

eα1(τj−τi)

}
∥bi∥ ≤

≤ 2K1e
α1l(1− 1

q )
∞∑
m=0

e−
α1lm
q ∥bi∥ =

= 2K1e
α1l(1− 1

q )

1−e−
α1l
q

∥bi∥

Îáìåæåíiñòü iíøèõ s ðÿäêiâ âèïëèâà¹ ç
óìîâ íàêëàäåíèõ íà ôóíêöiþ f2(t). Àíàëî-
ãi÷íèì ÷èíîì äîâîäèòüñÿ çáiæíiñòü iíòåãðà-
ëiâ i ñóì äëÿ âèïàäêó êîëè t < 0. Òåîðåìó
äîâåäåíî.
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