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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÏÐÎ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍI ÄÅÐÈÂÀÖIÉÍI ÏÀÐÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ Ó ÏÐÎÑÒÎÐI
ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Îïèñàíî âñi ïàðè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîði àíàëiòè÷íèõ â äîâiëüíié îáëàñòi
ôóíêöié i çàäîâîëüíÿþòü ìîäèôiêîâàíå îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ Ðóáåëà.

We describe all pairs of linear operators that act in spaces of functions analytic in domains and
satisfy the modi�ed Rubel operator equation.

Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè i H(G) � ïðîñòið óñiõ àíàëiòè÷íèõ
â G ôóíêöié, ùî íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ êîì-
ïàêòíî¨ çáiæíîñòi. Â [1] Ë.À. Ðóáåë ïîñòàâèâ
i ðîçâ'ÿçàâ çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ âñiõ ïàð
ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ L òà M
íà ïðîñòîði H(G), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñïiâ-
âiäíîøåííÿ

L(fg) = L(f)M(g) + L(g)M(f) (1)

äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f òà g ç ïðîñòîðó
H(G). Ïiçíiøå Í.Ð. Íàíäàêóìàð â [2] òà Ë.
Çàëüöìàí â [3] ðiçíèìè ñïîñîáàìè ðîçâ'ÿçà-
ëè çàäà÷ó Ðóáåëà â êëàñi ëiíiéíèõ ôóíêöiî-
íàëiâ íà ïðîñòîði H(G). Óçàãàëüíåíå ðiâíÿ-
ííÿ Ðóáåëà â êëàñi ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà
ïðîñòîði H(G) áóëî äîñëiäæåíå â [4]. Äîñëi-
äæåííÿ ñòîñîâíî îïèñó âñiõ ïàð ëiíiéíèõ íà
ïðîñòîði H(G) ôóíêöiîíàëiâ, ÿêi çàäîâîëü-
íÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

L(fg) = L(f)L(g)−M(g)M(f)

çäiéñíåíi â [5]�[6]. Öi ðåçóëüòàòè òà ¨õ óçà-
ãàëüíåííÿ ñèñòåìàòèçîâàíi â [7]. Ïîäàëüøi
äîñëiäæåííÿ ñòîñîâíî îïèñó ïàð ëiíiéíèõ
ôóíêöiîíàëiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíî-
øåííÿ, ïîäiáíi äî (1), íà iíøèõ ôóíêöiî-
íàëüíèõ ïðîñòîðàõ, çäiéñíåíi â [8]�[9].

Â ðiçíèõ ðîáîòàõ ðîçãëÿäàëèñÿ îïåðàòîð-
íi ìîäèôiêàöi¨ ñïiââiäíîøåííÿ (1) â ïåâ-
íèõ êëàñàõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîði
H(G). Â ïðàöÿõ [10]-[11] äîâåäåíî, ùî êîæíà
äåðèâàöiÿ D : H(G) → H(G), òîáòî àäè-
òèâíèé íàH(G) îïåðàòîð, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

ñïiââiäíîøåííÿ

D(fg) = fD(g) + gD(f)

äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ôóíêöié f, g ∈ H(G),
ìà¹ âèãëÿä: (Df)(z) = φ(z)f ′(z), äå φ � äî-
âiëüíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó H(G). Çàçíà÷è-
ìî, ùî ëiíiéíèì äåðèâàöiÿì íà ïðîñòîði íå-
ïåðåðâíèõ ôóíêöié C[0, 1] ïðèñâÿ÷åíà ðîáî-
òà [12].

Íàñòóïíèì åòàïîì äîñëiäæåíü ñòàâ ðîç-
ãëÿä ïåâíèõ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ñïiââiäíî-
øåíü äëÿ ðiçíèõ êëàñiâ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü
ó ïðîñòîði H(G). Â [13] îïèñàíî âñi àäèòèâíi
îïåðàòîðè T : H(G1) → H(G2), ÿêi äëÿ äå-
ÿêî¨ âiäìiííî¨ âiä ñòàëî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ H(G2)
çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

T (zf) = φT (f)

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H(G1). Â [14] îïè-
ñàíî âñi àäèòèâíi îïåðàòîðè M : H(G) →
H(G), ÿêi çàäîâîëüíÿòü ñïiââiäíîøåííÿ

M(fg) =M(f)M(g).

Ïðè öüîìó äîâåäåíî, ùî êîæåí ç òàêèõ îïå-
ðàòîðiâ íåîáõiäíî ¹ ëiíiéíèì i íåïåðåðâíèì.
Â [15] ïðîäîâæåíî äîñëiäæåííÿ ìóëüòèïëi-
êàòèâíèõ ñïiââiäíîøåíü ó âèïàäêó, êîëèM :
H(G1) → H(G2).

Ó çâ'ÿçêó ç öèìè çàäà÷àìè ïðèðîäíèì ÷è-
íîì âèíèêëî ïèòàííÿ ïðî çíàõîäæåííÿ âñiõ
ïàð ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ A òà B, ÿêi äiþòü ó
ïðîñòîði H(G) i çàäîâîëüíÿþòü îïåðàòîðíå
ðiâíÿííÿ Ðóáåëà

(A(fg))(z) =
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= (Af)(z)(Bg)(z) + (Ag)(z)(Bf)(z) (2)

äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f òà g ç ïðîñòîðó
H(G) ïðè z ∈ G. Âïåðøå öå ðiâíÿííÿ áóëî
äîñëiäæåíå â [16]. À ñàìå, â [16] áóëî îäåðæà-
íî ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i â äåÿêèõ ñïåöiàëü-
íèõ êëàñàõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íà ïðîñòî-
ði H(G). ßê âiäçíà÷èëè àâòîðè â [16], â çà-
ãàëüíîìó âèïàäêó çàäà÷à ïðî îïèñ âñiõ ïàð
ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi íà H(G) çàäîâîëü-
íÿþòü (2), íèìè íå áóëà ðîçâ'ÿçàíà. Ïîâ-
íiñòþ öÿ çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà â [17] äëÿ âè-
ïàäêó ïðîñòîðó öiëèõ ôóíêöié H(C) i â [18]
äëÿ äîâiëüíîãî ïðîñòîðó àíàëiòè÷íèõ ôóí-
êöiéH(G). Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî âñi ðîçâ'ÿç-
êè ðiâíÿííÿ (2) â êëàñi ëiíiéíèõ íåïåðåðâ-
íèõ îïåðàòîðiâ íà ïðîñòîðàõ ôóíêöié, àíà-
ëiòè÷íèõ â äîâiëüíèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ
áóëè îïèñàíi ó [19]. Ó [20] îïèñàíî âñi ïà-
ðè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü ç ïðîñòî-
ðó H(G1) ó ïðîñòið H(G2) i çàäîâîëüíÿþòü
îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ Ðóáåëà (2).

Äëÿ âèïàäêó äîâiëüíî¨ îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëà-
ñòi G â [21] îïèñàíî âñi ïàðè ëiíiéíèõ íà ïðî-
ñòîði H(G) îïåðàòîðiâ A òà B, ÿêi çàäîâîëü-
íÿþòü îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ, ÿêå ¹ îïåðàòîð-
íèì àíàëîãîì òåîðåìè êîñèíóñà

(A(fg))(z) =

= (Af)(z)(Ag)(z)− (Bg)(z)(Bf)(z)

äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f òà g ç ïðîñòîðó
H(G) ïðè z ∈ G. Çàçíà÷èìî, ùî âñi äå-
ðèâàöiéíi â H(G) îïåðàòîðè âiäíîñíî çãîð-
òêè óçàãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ Ãåëüôîíäà-
Ëåîíòü¹âà i çãîðòêè Äþàìåëÿ áóëè îïèñàíi
â [22], [23] âiäïîâiäíî.

Â öié ñòàòòi äîñëiäæó¹òüñÿ óçàãàëüíåíå
ðiâíÿííÿ Ðóáåëà âèäó

(A(fg))(z) =

= α(Af)(z)(Bg)(z) + β(Ag)(z)(Bf)(z) (3)

â êëàñi ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâA òàB, ÿêi äiþòü
ó ïðîñòîði H(G). Òóò α òà β äîâiëüíi ôiêñî-
âàíi êîìïëåêñíi ÷èñëà. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨
çàäà÷i íàì áóäóòü ïîòðiáíi äåÿêi äîïîìiæíi
òâåðäæåííÿ, ÿêi ìàþòü òàêîæ i ñàìîñòiéíèé
iíòåðåñ.

Íàâåäåìî ñïî÷àòêó îïèñ óçàãàëüíåíèõ
ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íà
ïðîñòîði H(G).
Òåîðåìà 1. Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè i h � äîâiëüíà ôóíêöiÿ
ç ïðîñòîðó H(G). Äëÿ òîãî, ùîá iñíóâàâ íå-
íóëüîâèé ëiíiéíèé íà ïðîñòîði H(G) îïåðà-
òîð A, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

(A(fg))(z) = h(z)(Af)(z)(Ag)(z) (4)

äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f òà g ç ïðîñòîðó
H(G) ïðè z ∈ G, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,
ùîá

h(z) ̸= 0, ∀z ∈ G (5)

Ïðè âèêîíàííi óìîâè (5) çàãàëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê ðiâíÿííÿ (4) â êëàñi íåíóëüîâèõ ëiíié-
íèõ îïåðàòîðiâ íà ïðîñòîði H(G) äà¹òüñÿ
ôîðìóëîþ

Af =
1

h
f ◦ ψ, (6)

äå ψ � äåÿêà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó H(G), äëÿ
ÿêî¨ ψ(G) ⊂ G.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé iñíó¹ íåíóëüîâèé ëi-

íiéíèé îïåðàòîð A íà ïðîñòîði H(G), äëÿ
ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (4). Ïîêàæåìî,
ùî òîäi âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5). Äîâåäåííÿ
ïðîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé (5) íå
âèêîíó¹òüñÿ. Îñêiëüêè A ̸= 0, òî h(z) ̸≡ 0
â G. Òîìó iñíó¹ òî÷êà z0 ∈ G, äëÿ ÿêî¨
h(z0) = 0. Ïîçíà÷èìî A1 = a. Òîäi ç (4) ïðè
g = 1 îäåðæó¹ìî, ùî

(Af)(z)(1− h(z)a(z)) = 0 (7)

ïðè z ∈ G. Îñêiëüêè A ̸= 0, òî ç (7) âèïëè-
âà¹, ùî 1 − h(z)a(z) = 0 ïðè z ∈ G. Ïðè
z = z0 çâiäñè îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü. Îò-
æå, (5) âèêîíó¹òüñÿ.

Îïèøåìî òåïåð âñi íåíóëüîâi ëiíiéíi îïå-
ðàòîðè A íà ïðîñòîði H(G), ÿêi çàäîâîëüíÿ-
þòü (4). Ïðèïóñòèìî, ùî íåíóëüîâèé ëiíié-
íèé íà ïðîñòîði H(G) îïåðàòîð A çàäîâîëü-
íÿ¹ (4). ×åðåç A1 ïîçíà÷èìî îïåðàòîð, ÿêèé
äi¹ â H(G) çà ïðàâèëîì A1f = hAf . Òîäi

(A1(fg))(z) = (A1f)(z)(A1g)(z)

äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f òà g ç ïðîñòîðó
H(G) ïðè z ∈ G.
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Íàäàëi ÷åðåç e(z) ïîçíà÷àòèìåìî ôóí-
êöiþ e(z) = z, z ∈ G. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
z ∈ G ôîðìóëîþ Lz(f) = (A1f)(z) âèçíà÷à-
¹òüñÿ ëiíiéíèé ìóëüòèïëiêàòèâíèé ôóíêöiî-
íàë Lz íà H(G). Âèêîðèñòîâóþ÷è îïèñ ëi-
íiéíèõ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà
ïðîñòîði H(G), (äèâ., íàïðèêëàä, [2]) îäåð-
æó¹ìî, ùî Lz = 0, àáî Lz(f) = f(z0), äå
z0 = Lz(e), ïðè÷îìó z0 ∈ G. Íåõàé Lz ̸= 0 i
A1(e) = ψ. Òîäi z0 = ψ(z), ïðè÷îìó ψ(z) ∈ G
i òîìó Lz(f) = f(ψ(z)), òîáòî (A1f)(z) =
f(ψ(z)) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H(G).

Íåõàé U = {z ∈ G : Lz = 0}. Îñêiëüêè
A ̸= 0, òî A1 ̸= 0 i òîìó U ̸= G. Ïîêàæåìî,
ùî U = ∅. Ïðèïóñòèìî, ùî U ̸= ∅. Âèêîðè-
ñòîâóþ÷è îïèñ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ôóíêöiî-
íàëiâ íà ïðîñòîði H(G), îäåðæèìî, ùî

(A1f)(z) =

{
0, ÿêùî z ∈ U ;
f(ψ(z)), ÿêùî z ∈ G \ U

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H(G). Îòæå, ôóí-
êöiÿ A1(1) ç ïðîñòîðó H(G) íàáóâà¹ ëèøå
äâà çíà÷åííÿ: 0 òà 1, ùî íåìîæëèâî.

Òîìó U = ∅, i ìè îòðèìà¹ìî, ùî
(A1f)(z) = (f ◦ ψ)(z) ïðè z ∈ G äëÿ äîâiëü-
íî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H(G), äå ψ � äåÿêà ôóíêöiÿ
ç ïðîñòîðó H(G), ïðè÷îìó ψ(G) ⊂ G. Òîäi
îïåðàòîð A çîáðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (6).

Ïðè âèêîíàííi óìîâè (5) äëÿ äîâiëüíî¨
ôóíêöi¨ ψ ∈ H(G), äëÿ ÿêî¨ ψ(G) ⊂ G ôîð-
ìóëîþ (6) âèçíà÷à¹òüñÿ íåíóëüîâèé ëiíiéíèé
íà ïðîñòîði H(G) îïåðàòîð A, ÿêèé çàäî-
âîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (4). Òåîðåìà 1 äî-
âåäåíà.
Çàóâàæåííÿ 1. Ïðè h(z) ≡ 1 ç òåîðå-

ìè 1 îäåðæó¹ìî îïèñ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ
ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íà ïðîñòîði H(G). Ií-
øèì ìåòîäîì öåé îïèñ îäåðæàíî â [14].
Òåîðåìà 2. Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, α, β � äîâiëüíi êîì-
ïëåêñíi ÷èñëà. Äëÿ òîãî, ùîá ïàðà ëiíiéíèõ
îïåðàòîðiâ A òà B íà ïðîñòîði H(G) çàäî-
âîëüíÿëà ñïiââiäíîøåííÿ (3) íåîáõiäíî i äî-
ñòàòíüî, ùîá

1◦ ïðè α = −β îïåðàòîð A áóâ íóëüîâèì,
à B � äîâiëüíèì;

2◦ ïðè α = β ̸= 0 ïàðà öèõ îïåðàòîðiâ
âèçíà÷àëàñÿ îäíi¹þ ç íàñòóïíèõ óìîâ:

1) A = 0, B � äîâiëüíèé ëiíiéíèé îïåðà-
òîð íà H(G);

2) A(f) = φ · (f ◦ ψ); B(f) = 1
2α
f ◦ ψ, äå

φ, ψ ∈ H(G), ïðè÷îìó ψ(G) ⊂ G;
3) A(f) = φ · (f ′ ◦ u), B(f) = 1

α
f ◦ u, äå

φ, u ∈ H(G), ïðè÷îìó u(G) ⊂ G;
4) îïåðàòîðè A òà B âèçíà÷àþòüñÿ ôîð-

ìóëàìè
(Af)(z) =

=

 φ(z)
f
(
u(z)+

√
v(z)

)
−f

(
u(z)−

√
v(z)

)
2
√
v(z)

, z ∈ V,

φ(z)f ′(u(z)), ïðè z ∈ G \ V ;

òà
(Bf)(z) =

=

{
f
(
u(z)+

√
v(z)

)
+f

(
u(z)−

√
v(z)

)
2α

, ïðè z ∈ V,
1
α
f(u(z)), ïðè z ∈ G \ V,

â ÿêèõ φ, u, v ∈ H(G), ïðè÷îìó v ̸≡ 0, à
ìíîæèíà G\V çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ íó-
ëiâ ôóíêöi¨ v(z); êðiì òîãî, ôóíêöi¨ u(z)
òà v(z) ¹ òàêèìè, ùî äëÿ ôóíêöié χ1(z) =

u(z) +
√
v(z), χ2(z) = u(z) −

√
v(z) âèêîíó-

þòüñÿ óìîâè: χ1(G) ⊂ G, χ2(G) ⊂ G.
3◦ ïðè α2 ̸= β2 ïàðà öèõ îïåðàòîðiâ âè-

çíà÷àëàñÿ îäíi¹þ ç íàñòóïíèõ óìîâ:
1) A = 0, B � äîâiëüíèé ëiíiéíèé îïåðà-

òîð íà H(G);

2) Af =
a

(α + β)b
f ◦ ψ, Bf =

1

α + β
f ◦ ψ,

äå a, b, ψ ∈ H(G), ïðè÷îìó b(z) ̸= 0 ïðè z ∈
G i ψ(G) ⊂ G.
Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé α = −β i ëiíiéíi íà

ïðîñòîði H(G) îïåðàòîðè A òà B çàäîâîëü-
íÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (3). Ìiíÿþ÷è ìiñöÿ-
ìè â (3) f òà g i âðàõîâóþ÷è (3), îäåðæèìî,
ùî A(fg) = 0 äëÿ f, g ∈ H(G). Òîìó A = 0.
Çðîçóìiëî, ùî ïàðà îïåðàòîðiâ A = 0 i äî-
âiëüíèé ëiíiéíèé íà ïðîñòîðiH(G) îïåðàòîð
B çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü (3).

2. Íåõàé α = β ̸= 0. Òîäi ïàðà ëiíiéíèõ
íà ïðîñòîði H(G) îïåðàòîðiâ A òà B çàäî-
âîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (3) òîäi i òiëüêè òî-
äi, êîëè ïàðà îïåðàòîðiâ A òà αB çàäîâîëü-
íÿ¹ êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ Ðóáåëà (2). Òîìó ïðà-
âèëüíiñòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2 â öüîìó âè-
ïàäêó âèïëèâà¹ ç îñíîâíî¨ òåîðåìè ðîáîòè
[18].
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3. Íåõàé òåïåð α2 ̸= β2. Çðîçóìiëî, ùî
ïàðà îïåðàòîðiâ A = 0, B � äîâiëüíèé ëiíié-
íèé îïåðàòîð íà ïðîñòîði H(G) çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíiñòü (3). Òîìó íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî
A ̸= 0 i B ̸= 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïàðà íåíóëüîâèõ ëiíié-
íèõ îïåðàòîðiâ A òà B íà ïðîñòîði H(G) çà-
äîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (3). Ìiíÿþ÷è ìi-
ñöÿìè f òà g ç (3) îäåðæèìî, ùî

(A(fg))(z) =

= α(Ag)(z)(Bf)(z) + β(Af)(z)(Bg)(z) (8)

äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f, g ç ïðîñòîðóH(G).
Ç (3) òà (8) âèïëèâà¹, ùî

(Af)(z)(Bg)(z) = (Ag)(z)(Bf)(z) (9)

ïðè z ∈ G äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f, g ç ïðî-
ñòîðó H(G). Îñêiëüêè B ̸= 0, òî iñíó¹ ôóí-
êöiÿ g0 ∈ H(G) òàêà, ùî (Bg0)(z) ̸≡ 0 â G.
Ïîçíà÷èìî Ag0 = a0 i Bg0 = b0. Ïîêëàäàþ÷è
â (9) g = g0, îäåðæèìî, ùî

b0(z)(Af)(z) = a0(z)(Bf)(z) (10)

ïðè z ∈ G äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ç ïðîñòî-
ðó H(G). Îñêiëüêè b0(z) ̸≡ 0 â G i A ̸= 0, òî
ç (10) âèïëèâà¹, ùî a0(z) ̸≡ 0 â G.

Íåõàé S = {z ∈ G : a0(z)b0(z) = 0}. Òîäi
ìíîæèíà S ¹ ñêií÷åííîþ àáî çëi÷åííîþ. Ïî-
áóäó¹ìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ m : S −→ N.
Íåõàé z ∈ S. ßêùî a(z) = 0, à b(z) ̸= 0,
òî ââàæàòèìåìî, ùî m(z) äîðiâíþ¹ êðàòíî-
ñòi íóëÿ z äëÿ ôóíêöi¨ a. ßêùî b(z) = 0, à
a(z) ̸= 0, òî m(z) äîðiâíþ¹ êðàòíîñòi íóëÿ
z äëÿ ôóíêöi¨ b. ßêùî æ a(z) = b(z) = 0,
òî ââàæàòèìåìî, ùî m(z) äîðiâíþ¹ ìàêñè-
ìàëüíié êðàòíîñòi íóëÿ z äëÿ ôóíêöié a òà
b.

Íåõàé d � äîâiëüíà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ ç
ïðîñòîðó H(G), ìíîæèíà íóëiâ ÿêî¨ çáiãà¹-
òüñÿ ç ìíîæèíîþ S, ïðè÷îìó êðàòíiñòü äî-
âiëüíîãî íóëÿ z ∈ S äëÿ ôóíêöi¨ d äîðiâíþ¹
m(z). Iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ d âèïëèâà¹ ç óçà-
ãàëüíåíî¨ òåîðåìè Âåé¹ðøòðàññà (äèâ. [24],
ñòîð. 301). Ïðè z ∈ G\S ç (10) âèïëèâà¹, ùî

b0(z)

d(z)
(Af)(z) =

a0(z)

d(z)
(Bf)(z) (11)

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ç H(G). Ç ðiâíîñòi
(11) i âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ d(z) âèïëèâà¹, ùî
äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z0 ∈ S i äëÿ äîâiëüíî¨
ôóíêöi¨ f ∈ H(G) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
z→z0

(
b0(z)

d(z)
(Af)(z)

)
= lim

z→z0

(
a0(z)

d(z)
(Bf)(z)

)
ïðè÷îìó öi ãðàíèöi ¹ ñêií÷åííèìè. Òîìó êî-
æíà òî÷êà ç ìíîæèíè S ¹ óñóâíîþ îñîáëèâi-
ñòþ äëÿ ôóíêöi¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ
(11). Äëÿ f ∈ H(G) ïîêëàäåìî (Cf)(z) =
b0(z)
d(z)

(Af)(z) ïðè z ∈ G\S òà (Cf)(z) =

lim
t→z

(
b0(t)
d(t)

(Af)(t)
)
ïðè z ∈ S. Ç äîâåäåíîãî

âèùå âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð C äi¹ â ïðî-
ñòîði H(G). Î÷åâèäíî, ùî C ¹ ëiíiéíèì. Ïî-
çíà÷èìî a(z) = d(z)

b0(z)
i b(z) = d(z)

a0(z)
. Ôóíêöi¨

a(z) òà b(z) ¹ àíàëiòè÷íèìè íà ìíîæèíi G\S
i âñi òî÷êè ç ìíîæèíè S ¹ óñóâíèìè îñîáëè-
âîñòÿìè äëÿ öèõ ôóíêöié. Òîìó öi ôóíêöi¨ ¹
àíàëiòè÷íèìè â G. Ç ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åí-
íÿ îïåðàòîðà C âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨
ôóíêöi¨ f ∈ H(G) ïðè z ∈ G\S âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi

(Af)(z) = a(z)(Cf)(z), (12)

(Bf)(z) = b(z)(Cf)(z). (13)

Îñêiëüêè îïåðàòîð C äi¹ â ïðîñòîði H(G) i
ôóíêöi¨ a òà b íàëåæàòü ïðîñòîðó H(G), òî
ðiâíîñòi (12) i (13) áóäóòü ïðàâèëüíèìè ïðè
âñiõ z ∈ G.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (12) i (13) â (3) îäåðæèìî
ñïiââiäíîøåííÿ

(C(fg))(z) = (α + β)b(z)(Cf)(z)(Cg)(z)
(14)

äëÿ çíàõîäæåííÿ îïåðàòîðà C. Îñêiëüêè
A ̸= 0 i B ̸= 0, òî C ̸= 0. Êðiì òîãî, îñêiëü-
êè α+ β ̸= 0, òî ç òåîðåìè 1 îäåðæó¹ìî, ùî
b(z) ̸= 0 ïðè z ∈ G i îïåðàòîð C çîáðàæà¹-
òüñÿ ó âèãëÿäi

Cf =
1

(α + β)b
f ◦ ψ, (15)

äå ψ � äåÿêà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó H(G), äëÿ
ÿêî¨ ψ(G) ⊂ G. Ïiäñòàâëÿþ÷è (15) ó (12) i
(13), îäåðæèìî, ùî îïåðàòîðè A òà B çîáðà-
æàþòüñÿ ôîðìóëàìè 2) ç ïóíêòó 3◦ òåîðåìè
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2. Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ ïåðåêîíó¹ìî-
ñÿ, ùî ïàðà îïåðàòîðiâ A òà B, ÿêi âèçíà÷à-
þòüñÿ óìîâàìè 2) ç ïóíêòó 3◦ òåîðåìè 2, çà-
äîâîëüíÿ¹ óçàãàëüíåíå ðiâíÿííÿ Ðóáåëà (3).
Òåîðåìà äîâåäåíà.
Çàóâàæåííÿ 1. Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè

2 îäåðæàíî îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ âèäó

AfBg = AgBf. (16)

À ñàìå, äëÿ òîãî, ùîá ïàðà ëiíiéíèõ íà ïðî-
ñòîði H(G) îïåðàòîðiâ A òà B çàäîâîëüíÿ-
ëà ñïiââiäíîøåííÿ (16) äëÿ äîâiëüíèõ ôóí-
êöié f, g ∈ H(G) íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
öi îïåðàòîðè çîáðàæàëèñÿ ó âèãëÿäi

Af = a Cf, Bf = b Cf,

äå a, b � äåÿêi ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó H(G), à C
� ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ïðîñòîði H(G).
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