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ÇÀÄÀ×À ÊÎØI ÄËß ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÓ ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ IÇ
ÐÅÃÓËßÐÍÈÌÈ ÏÎ×ÀÒÊÎÂÈÌÈ ÐÎÇÏÎÄIËÀÌÈ ÒÈÏÓ S ′

Äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ òèïó Øèëîâà ðiâíÿíü iç çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè îáìåæåíî¨ ãëàäêîñòi
òà íåâiä'¹ìíèì ðîäîì âñòàíîâëåíî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi â êëàñi íåîáìåæåíèõ ïî÷àòêîâèõ
äàíèõ, ÿêi ¹ ðåãóëÿðíèìè ðîçïîäiëàìè òèïó S′.

The solvability of the Cauchy problem for the Shilov�type parabolic systems with coe�cients
of bounded smoothness and of nonnegative kind are established for the class of unlimited initial
data. The initial data are regular distributions of type S′.

Âñòóï. Ó [1] ß.I. Æèòîìèðñüêèé äîñëi-
äæóþ÷è ïðîáëåìó ðîçøèðåííÿ êëàñó ïàðà-
áîëi÷íèõ çà Ã.�. Øèëîâèì ñèñòåì ðiâíÿíü iç
ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, îçíà÷ó¹ íîâèé êëàñ
ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì òèïó Øèëîâà iç ìîëîä-
øèìè êîåôiöi¹íòàìè, çàëåæíèìè ëèøå âiä
ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨, ÿêi ¹ ïàðàáîëi÷íî ñòié-
êèìè äî çìiíè ñâî¨õ êîåôiöi¹íòiâ. Äëÿ òàêèõ
ñèñòåì ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü âií
óñòàíîâèâ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi
ç ãëàäêèìè îáìåæåíèìè ïî÷àòêîâèìè äàíè-
ìè, à âiäòàê, i êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü öi¹¨ çà-
äà÷i â êëàñi îáìåæåíèõ ôóíêöié. Ïîäàëüøå
äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ
ñèñòåì òèïó Øèëîâà ïðîâîäèòüñÿ â [2�6].
Òóò äëÿ ñèñòåì iç íåâiä'¹ìíèì ðîäîì êîå-
ôiöi¹íòè ÿêèõ âæå ìîæóòü çàëåæàòè i âiä
t (íåïåðåðâíî), ¹ îáìåæåíèìè òà íåñêií÷åí-
íî äèôåðåíöiéîâíèìè çà ïðîñòîðîâîþ çìií-
íîþ, ðîçâèíåíî òåîðiþ çàäà÷i Êîøi ó ïðî-
ñòîðàõ òèïó S òà S ′ Ãåëüôàíäà I.Ì. i Øè-
ëîâà Ã.�. Çîêðåìà, çíàéäåíî ôóíäàìåíòàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (ÔÐÇÊ) òà äîñëi-
äæåíî éîãî îñíîâíi âëàñòèâîñòi, âñòàíîâëå-
íî êîðåêòó ðîçâ'ÿçíiñòü öi¹¨ çàäà÷i ó çàçíà-
÷åíèõ ïðîñòîðàõ, äîñëiäæåíî ÿêiñíi âëàñòè-
âîñòi ðîçâ'ÿçêiâ, îïèñàíî êëàñè ãðàíè÷íèõ
çíà÷åíü ãëàäêèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ¹ åëåìåíòà-
ìè ïðîñòîðiâ òèïó S òà S ′, òîùî.

Ó [7] ðîçãëÿäàþòüñÿ ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿí-
íÿ òèïó Øèëîâà iç íåâiä'¹ìíèì ðîäîì, êî-
åôiöi¹íòè ÿêèõ ìàþòü ñêií÷åííèé ñòóïiíü
ãëàäêîñòi, òîáòî ¹ ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâ-
íèìè çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ. Äëÿ òàêèõ

ðiâíÿíü ïîáóäîâàíî ÔÐÇÊ òà äîñëiäæåíî
éîãî âëàñòèâîñòi.

Ó ïðîïîíîâàíié ðîáîòi äëÿ ðîçãëÿíóòèõ ó
[7] ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü iç çìiííèìè êîåôi-
öi¹íòàìè äîñëiäæóþòüñÿ ïèòàííÿ ïðî iñíó-
âàííÿ êëàñè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi â
êëàñi íåîáìåæåíèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, ÿêi ¹
ðåãóëÿðíèìè ðîçïîäiëàìè òèïó Æåâðå.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé T > 0 �

ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî; N � ìíîæèíà íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë; Rn � äiéñíèé n-âèìiðíèé
ïðîñòið iç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·) òà íîð-
ìîþ ∥x∥ := (x, x)1/2, R := R1; Zn+ � ìíîæèíà
âñiõ n-âèìiðíèõ ìóëüòèiíäåêñiâ, Z+ := Z1

+;
ΠM := {(t, x)| t ∈ M, x ∈ Rn}, M ⊂ R;
i � óÿâíà îäèíèöÿ, |x + iy| := (x2 + y2)1/2,
{x, y} ⊂ R; |z|+ := |z1| + . . . + |zn|, zl :=
zl11 . . . z

ln
n , ÿêùî z ∈ Rn i l ∈ Zn+. ×åðåç S ïî-

çíà÷èìî ïðîñòið Ë. Øâàðöà íåñêií÷åííî äè-
ôåðåíöiéîâíèõ íà Rn øâèäêîñïàäíèõ ôóí-
êöié, à ÷åðåç Sα, α > 0, � ïðîñòið òèïó S
Ãåëüôàíäà I.Ì. i Øèëîâà Ã.�. [8]:

Sα := {ϕ ∈ S| ∃δ > 0 ∀ k ∈ Zn+ ∃ ck > 0 ∀ x ∈ Rn :

|∂kxϕ(x)| ≤ cke
−δ∥x∥1/α};

S ′ i S ′
α � âiäïîâiäíi òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíi

ïðîñòîðè.
Çãiäíî ç êðèòåði¹ì çáiæíîñòi ó ïðîñòîði

Sα, ïîñëiäîâíiñòü {ϕν , ν ∈ N} ⊂ Sα çáiãà-
¹òüñÿ äî ϕ iç Sα ó öüîìó ïðîñòîði, òîáòî,
ϕν

Sα−→
n→∞

ϕ, ÿêùî [8]:
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1)∀ q ∈ Zn+ ∀K ⊂ Rn :

|∂kx(ϕν(x)− ϕ(x))|
K⊂Rn

−−−−−−→
−−−−−−→
ν→∞

0

(òóò éäåòüñÿ ïðî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü íà êî-
æíîìó êîìïàêòi K);

2) ∀δ > 0 ∀k ∈ Zn+ ∃ck > 0 ∀x ∈ Rn

∀ν ∈ N : |∂kxϕν(x)| ≤ cke
−δ∥x∥1/α .

Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ïðîñòîðàìè òèïó S
i òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèìè ç íèìè õàðàêòå-
ðèçóþòü íàñòóïíi íåïåðåðâíi âêëàäåííÿ:
Sα ⊂ Sβ ⊂ S ⊂ L2(Rn) ⊂ S ′ ⊂ S ′

β ⊂ S ′
α,

0 < α < β,

äå L2(Rn) � âiäïîâiäíèé ïðîñòið Ëåáåãà.
Äàëi, ñóêóïíiñòü óñiõ ðåãóëÿðíèõ óçà-

ãàëüíåíèõ ôóíêöié iç S ′
α ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Ŝ ′
α. Çàçíà÷èìî, ùî f iç S ′

α íàëåæèòü äî Ŝ ′
α,

ÿêùî éîãî äiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

⟨f, ϕ⟩ =
∫
Rn

f(x)ϕ(x)dx (∀ϕ ∈ Sα) (1)

çà äîïîìîãîþ äåÿêî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì
ôóíêöi¨ f(·), äëÿ ÿêî¨ ìàéæå ñêðiçü íà Rn

âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

|f(x)| ≤ cδe
δ∥x∥1/α (2)

ïðè êîæíîìó δ > 0. Ïðèêëàäîì ðåãóëÿð-
íî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ iç S ′

α ¹ ôóíêöiî-
íàë fP , ïîðîäæåíèé ìíîãî÷ëåíîì P (·) äî-
âiëüíî ôiêñîâàíîãî ñòåïåíÿ, ÿêèé íà åëåìåí-
òàõ ϕ ∈ Sα âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (1) ïðè
f(·) = P (·).

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïî-
ðÿäêó p âèãëÿäó

∂tu(t;x) =
∑

|q|+≤p

aq(t;x)i
|q|+∂qxu(t; x),

(t;x) ∈ Π(0,T ], (3)

ïðàâà ÷àñòèíà ÿêîãî äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ∑
|q|+≤p

aq(t;x)i
|q|+∂qxu(t; x) = {P0(t; i∂x)+

+P1(t, x; i∂x)}u(t; x),

äå

P0(t; i∂x) :=
∑

|q|+≤p

aq(t)i
|q|+∂qxu(t;x),

P1(t, x; i∂x) :=
∑

|k|+≤p1

ak(t;x)i
|k|+∂kxu(t;x),

ïðè÷îìó ðiâíÿííÿ

∂tu(t;x) = P0(t; i∂x)u(t;x), (t; x) ∈ Π(0,T ],
(4)

¹ ïàðàáîëi÷íèì çà Ã.�. Øèëîâèì ó øàði
Π(0,T ] ç ïîêàçíèêîì ïàðàáîëi÷íîñòi h, 0 <
< h ≤ p, çâåäåíèì ïîðÿäêîì p0 òà íåâiä'¹ì-
íèì ðîäîì µ [9].

Äëÿ ðiâíÿííÿ (3) ïðèïóñêàòèìåìî âèêî-
íàííÿ ùå òàêèõ óìîâ:

(À) 0 ≤ p1 < h− n(1− hµ/p0), 0 ≤ µ;
(B) êîåôiöi¹íòè aq(t; x) íà ìíîæèíi Π[0,T ]

¹ íåïåðåðâíèìè çà çìiííîþ t ðiâíîìiðíî ñòî-
ñîâíî x, íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè çà
çìiííîþ x äî ïîðÿäêó α∗ ≥ p âêëþ÷íî i
îáìåæåíèìè ðàçîì iç ñâî¨ìè ïîõiäíèìè êîì-
ïëåêñíî çíà÷íèìè ôóíêöiÿìè.
Ïðèêëàäîì ðiâíÿííÿ (3) ïðè n = 1, äëÿ

ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (À) i (Â) iç α∗ = 3
¹ òàêå ðiâíÿííÿ

∂tu(t; x) =
{
t2∂3x + ∂2x −

√
t∂x +

t
3
√
x10

(1 + x2)2

}
×

×u(t;x), t ∈ (0;T ], x ∈ R.
Âiäïîâiäíèì ïàðàáîëi÷íèì çà Øèëîâèì ðiâ-
íÿííÿì ¹

∂tu(t; x) =
{
t2∂3x + ∂2x −

√
t∂x

}
u(t; x),

t ∈ (0;T ], x ∈ R,
äëÿ ÿêîãî p = p0 = 3, h = 2, a µ ≥ 0.

Çàçíà÷èìî, ùî íàâåäåíå ðiâíÿííÿ íå âiä-
íîñèòüñÿ äî êëàñó ðiâíÿíü, ïàðàáîëi÷íèõ çà
Ïåòðîâñüêèì, íi äî êëàñó ðiâíÿíü, ïàðàáîëi-
÷íèõ çà Øèëîâèì.

Íàâåäåìî òåïåð âàæëèâi äëÿ ïîäàëüøèõ
íàøèõ äîñëiäæåíü âiäîìîñòi ïðî ÔÐÇÊ äëÿ
ðiâíÿíü (3) i (4).

Íåõàé G(t, τ ; ·), 0 ≤ τ < t ≤ T , � ÔÐÇÊ
äëÿ ðiâíÿííÿ (4). Âiäîìî [10], ùî

G(t, τ ; ·) = F−1
[
Θt
τ (ξ)

]
(t, τ ; ·),
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Θt
τ (ξ) := e

t∫
τ
P0(β;ξ)dβ

(òóò F � îïåðàòîð ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, à
P0(β; ·) � ñèìâîë äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó
P0(β; i∂x)), ïðè÷îìó ïðàâèëüíi òàêi îöiíêè:

∃δ > 0 ∀k ∈ Zn+ ∃c > 0 ∀t ∈ (τ ;T ] ∀τ ∈ [0;T )

∀x ∈ Rn : |∂kxG(t, τ ; x)| ≤ c(t− τ)−
n+|k|+

h ×

×e−δ(
∥x|

(t−τ)α )
1

1−α
, α := µ/p0.

Çãiäíî ç [7] ÔÐÇÊ äëÿ (3) ìà¹ ñòðóêòóðó

Z (t, x; τ, ξ) = G (t, τ ;x− ξ) +W (t, x; τ, ξ) ,

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ∈ Rn,

äå

W (t, x; τ, ξ) :=

t∫
τ

dβ

∫
Rn

G (t, β;x− y)×

×Φ (β, y; τ, ξ) dy.

Òóò Φ (t, x; τ, ξ) :=
∞∑
l=1

Kl (t, x, τ, ξ) � ôóí-

êöiîíàëüíèé ðÿä, ó ÿêîìó

K1 (t, x, τ, ξ) := P1 (t, x; i∂x)G (t, τ ;x− ξ) ,

Kl (t, x, τ, ξ) :=

t∫
τ

dβ

∫
Rn

K1 (t, x, β, y)×

×K(l−1) (β, y, τ, ξ) dy, l > 1.

Óìîâè (À) i (Â) äëÿ ôóíêöi¨ Z(t, x; τ, ξ) çà-
áåçïå÷óþòü ¨¨ äèôåðåíöiéîâíiñòü çà çìiííîþ
t òà íåïåðåðâíó äèôåðåíöiéîâíiñòü çà çìií-
íîþ x äî ïîðÿäêó α∗ âêëþ÷íî, à òàêîæ,
âèêîíàííÿ äëÿ âñiõ t ∈ (τ ;T ], τ ∈ [0;T ),
{x, ξ} ⊂ Rn i |q|+ ≤ α∗ òàêèõ îöiíîê [7]:

|∂tZ(t, x; τ, ξ)| ≤ c1(t− τ)−
n+p
h ×

×e−δ1(
∥x−ξ||
(t−τ)α )

1
1−α

; (5)

|∂qxZ(t, x; τ, ξ)| ≤ c2(t− τ)−
n+|q|+

h ×

×e−δ2(
∥x−ξ||
(t−τ)α )

1
1−α

; (6)

|∂qxΦ(t, x; τ, ξ)| ≤ c3(t− τ)−
n+p1+|q|+

h ×

×e−δ3(
∥x−ξ||
(t−τ)α )

1
1−α

(7)

(òóò îöiíî÷íi ñòàëi cj, δj íå çàëåæàòü âiä t,
τ , x i ξ, à δj � ùå é âiä q).

Äàëi, çàäàìî äëÿ ðiâíÿííÿ (3) ïî÷àòêîâó
óìîâó

u(t; ·)|t=0 = f, f ∈ S ′
1−α, (8)

ÿêó ðîçóìiòèìåìî ÿê ñëàáêó çáiæíiñòü ó
ïðîñòîði S ′

1−α, òîáòî

⟨u(t; ·), ϕ(·)⟩ −−−→
t→+0

⟨f, ϕ(·)⟩ (∀ϕ ∈ S1−α)

Îçíà÷åííÿ. Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (3),
(8) íàçâåìî çâè÷àéíó ôóíêöiþ u(t;x), âèçíà-
÷åíó íà ìíîæèíi Π(0;T ], ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâ-
íÿííÿ (3) ó êëàñè÷íîìó ðîçóìiííi, à ïî÷à-
òêîâó óìîâó (8) ó ñåíñi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â
ïðîñòîði S ′

1−α.
2. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi. Îöií-

êè (6) äîçâîëÿþòü ó êîæíié ôiêñîâàíié òî÷öi
(t; x) ∈ Π(0;T ] ïðîäîâæèòè äiþ óçàãàëüíåíî¨
ôóíêöi¨ f iç êëàñó Ŝ ′

1−α ⊂ S ′
1−α íå ôóíäàìåí-

òàëüíèé ðîçâ'ÿçîê Z (t, x; 0, ·) ðiâíÿííÿ (3)
çà ïðàâèëîì (1):

⟨f, Z(t, x; 0, ·)⟩ =
∫
Rn

f(ξ)Z (t, x; 0, ξ) dξ,

(t; x) ∈ Π(0;T ].

À öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ

u(t; x) = ⟨f, Z(t, x; 0, ·)⟩, f ∈ S ′
1−α, (9)

¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ íà ìíîæèíi Π(0;T ].
Äîñëiäèìî âëàñòèâîñòi öi¹¨ ôóíêöi¨ u.
Ëåìà 1. Íà ìíîæèíi Π(0;T ] ôóíêöiÿ

u(t; x), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (9), ¹ äè-
ôåðåíöiéîâíîþ îäèí ðàç çà çìiííîþ t, à çà
çìiííîþ x � äî ïîðÿäêó α∗ âêëþ÷íî, ïðè
öüîìó:

∂tu(t; x) = ⟨f, ∂tZ(t, x; 0, ·)⟩;

∂qxu(t;x) = ⟨f, ∂qxZ (t, x; 0, ·)⟩, |q|+ ≤ α∗.
(10)

Äîâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà âëàñòèâîñòi
ôóíêöi¨ Z ñòîñîâíî çìiííèõ t i x, äîâåäåí-
íÿ çâîäèòüñÿ äî îáãðóíòóâàííÿ ìîæëèâîñòi
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âíåñåííÿ âiäïîâiäíî¨ ïîõiäíî¨ ïiä çíàê iíòå-
ãðàëà ó ðiâíîñòi (9).

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó (t0, x0) iç
Π(0;T ] i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Q := [t0/2;T ]×
×Kr(x0), äå Kr(x0) � êóëÿ ó Rn ç öåíòðîì ó
ò. x0 ñêií÷åíîãî ðàäióñà r. Òîäi çãiäíî ç îöií-
êàìè (2), (5) i (6) äëÿ âñiõ (t; x) ∈ Q ìà¹ìî:

∣∣∣ ∫
Rn

f(ξ)∂tZ (t, x; 0, ξ) dξ
∣∣∣ ≤ cδc1

(
2

t0

)n+p
h

×

×
∫
Rn

eδ||ξ||
1

1−α
e−δ1(

||x−ξ||
Tα )

1
1−α

dξ ≤

≤ cδc1 sup
ξ∈Rn, x∈Kr(x0)

{e−
δ1
2 (

||x−ξ||
Tα )

1
1−α+δ||ξ||

1
1−α }×

×
∫
Rn

e−
δ1
2
(
||η||
Tα

)
1

1−α
dη;

∣∣∣ ∫
Rn

f(ξ)∂qxZ(t, x; 0, ξ)dξ
∣∣∣ ≤ cδc2

(
2

t0

)n+|q|+
h

×

×
∫
Rn

eδ||ξ||
1

1−α
e−δ2(

||x−ξ||
Tα )

1
1−α

dξ ≤

≤ cδc1 sup
ξ∈Rn, x∈Kr(x0)

{e−
δ2
2 (

||x−ξ||
Tα )

1
1−α+δ||ξ||

1
1−α }×

×
∫
Rn

e−
δ2
2 (

||η||
Tα )

1
1−α

dη, |q|+ ≤ α∗.

Îñêiëüêè ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó δ > 0

sup
ξ∈Rn, x∈Kr(x0)

{e−
δ2
2 (

||x−ξ||
Tα )

1
1−α+δ||ξ||

1
1−α } < +∞,

òî ïîïåðåäíi îöiíêè õàðàêòåðèçóþòü ðiâíî-
ìiðíó çáiæíiñòü íà ìíîæèíi Q ôîðìàëüíî
ïðîäèôåðåíöiéîâàíèõ iíòåãðàëiâ∫

Rn

f(ξ)∂tZ(t, x; 0, ξ)dξ

i ∫
Rn

f(ξ)∂qxZ(t, x; 0, ξ)dξ, |q|∗ ≤ α∗.

À öå, ó ñâîþ ÷åðãó, îáãðóíòîâó¹ iñíóâàííÿ
∂tu(t;x) ó ò. t = t0 ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíî-
ìó x ∈ Rn i � ∂qxu(t;x), |q|∗ ≤ α∗, ó ò. x = x0
ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t ∈ (0;T ], òà ïðà-
âèëüíiñòü ôîðìóë (10).

Ëåìà äîâåäåíà.
Ëåìà 2. Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t ∈

(0;T ] ôóíêöiÿ u(t; ·), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâ-

íiñòþ (9), ¹ åëåìåíòîì êëàñó Ŝ ′
1−α.

Äîâåäåííÿ. Ç äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóí-
êöi¨ u(t; ·), t ∈ (0;T ], âèïëèâà¹ ¨¨ íàëåæíiñòü
äî L1,loc (Rn).

Óðàõóâàâøè ñïiââiäíîøåííÿ

||ξ||β = ||ξ − x+ x||β ≤ (||x− ξ||+ ||x||)β ≤

≤ 2β(||x− ξ||β + ||x||β), β > 0, {x; β} ⊂ Rn,

çãiäíî ç îöiíêàìè (2) i (6) äëÿ âñiõ (t;x) ∈
Π(0;T ] i δ ∈

(
0; δ2/

(
2 (2tα)

1
1−α

))
, äå δ2 � êîí-

ñòàíòà ç (6), ìà¹ìî

|u(t; x)| ≤
∫
Rn

|f(ξ)||Z(t, x; 0, ξ)|dξ ≤

≤ cδc2t
−n+p1

h

∫
Rn

eδ||ξ||
1

1−α
e−δ2(

||x−ξ||
tα )

1
1−α

dξ ≤

≤ cδc2t
−n+p1

h eδ(2||x||)
1

1−α×

×
∫
Rn

e−(δ2/(2t
α

1−α )−δ2
1

1−α )||x−ξ||
1

1−α×

×e−
δ2
2 (

||x−ξ||
tα )

1
1−α

dξ ≤ cδc2t
αn−n+p1

h ×

×
(∫
Rn

e−
δ2
2
||η||

1
1−α

dη
)
eδ(2||x||)

1
1−α

.

Îòæå, ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t ç (0;T ]
äëÿ ôóíêöi¨ u(t; ·) íà Rn âèêîíó¹òüñÿ âiäïî-
âiäíà îöiíêà (2) iç äîâiëüíèì δ > 0.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî îöiíêà (11) çàáåçïå-
÷ó¹ âèçíà÷åíiñòü òà íåïåðåðâíiñòü ëiíiéíîãî
ôóíêöiîíàëà ut òèïó ôóíêöi¨ u(t; ·) íà åëå-
ìåíòàõ ϕ ∈ S1−α çà ïðàâèëîì

⟨ut, ϕ⟩ =
∫
Rn

u(t;x)ϕ(x)dx, t ∈ (0;T ].

Òàêèì ÷èíîì, ut ∈ Ŝ ′
1−α ïðè êîæíîìó t ∈

(0;T ].
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Ëåìà äîâåäåíà.
Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ñôîðìóëþ¹ìî ó âè-

ãëÿäi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà.Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (À)

i (Â), à ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië f iç S ′
1−α ¹ åëå-

ìåíòîì êëàñó Ŝ ′
1−α, òîäi ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

Êîøi (3), (8) ¹ âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ

u(t;x) = ⟨f, Z (t, x; 0, ·)⟩, (t; x) ∈ Π(0;T ],

ÿêà íà ìíîæèíi Π(0;T ] ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ çà
çìiííîþ t, à òàêîæ, äèôåðåíöiéîâíîþ çà
çìiííîþ x äî ïîðÿäêó α∗ âêëþ÷íî, ïðè÷î-
ìó äëÿ ¨¨ ïîõiäíèõ ñïðàâäæóþòüñÿ ôîðìó-
ëè (10).
Äîâåäåííÿ. Ç ëiíiéíîñòi ôóíêöiîíàëà f

òà òâåðäæåííÿ ëåìè 1 çíàõîäèìî, ùî{
∂t −

∑
|q|+≤p

aq(t;x)i
|q|+∂qx

}
u(t; x) =

= ⟨f,
{
∂t −

∑
|q|+≤p

aq(t;x)i
|q|+∂qx

}
Z (t, x; 0, ·)⟩ =

= ⟨f, 0⟩ = 0, (t;x) ∈ Π(0;T ].

Îòæå, çàçíà÷åíà ôóíêöiÿ u ¹ êëàñè÷íèì
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3) íà ìíîæèíi Π(0;T ].

Ç'ÿñó¹ìî òåïåð âèêîíàííÿ ïî÷àòêîâî¨
óìîâè (8). Ïåðåäóñiì çàçíà÷èìî, ùî òâåð-
äæåííÿ ëåìè 2 çàáåçïå÷ó¹ êîðåêòíiñòü ïî-
ñòàíîâêè öi¹¨ óìîâè äëÿ ôóíêöi¨ u.

Êîðèñòóâàòèìåìîñÿ òóò çîáðàæåííÿì

u(t;x) = ⟨f,G (t, 0;x− ·)⟩+⟨f,W (t, x; 0, ·)⟩ ≡

≡ uG (t;x) + uW (t;x) , (t;x) ∈ Π(0;T ],

ÿêå îäåðæó¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî iç ñòðóêòóðè
Z òà ëiíiéíîñòi f .

Îñêiëüêè f ∈ S ′
1−α, à G � ÔÐÇÊ äëÿ ðiâ-

íÿííÿ (4), òî, ÿê óñòàíîâëåíî â [10], uG ¹
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (4), (8), òîìó

⟨uG (t;x) , ϕ(x)⟩ −−−→
t→+0

⟨f, ϕ(x)⟩

(∀ϕ ∈ S1−α) .

Òàêèì ÷èíîì îáãðóíòóâàííÿ âèêîíàííÿ
óìîâè (8) çâîäèòüñÿ äî âñòàíîâëåííÿ ãðàíè-
÷íîãî ñïiââiäíîøåííÿ

⟨uW (t; x) , ϕ(x)⟩ −−−→
t→+0

0 (∀ϕ ∈ S1−α) . (12)

Çìiíèâøè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ çãiäíî ç
òåîðåìîþ Ôóáiíi, îäåðæèìî

⟨uW (t;x) , ϕ(x)⟩ =

=

∫
Rn

f(ξ)
(∫
Rn

W (t, x; 0, ξ)ϕ(x)dx
)
dξ ≡

≡
∫
Rn

f(ξ)IW (t; ξ)dξ, t ∈ (0;T ].

Òîäi äëÿ âñòàíîâëåííÿ (12) äîñèòü ïåðåêî-
íàòèñÿ ó ïðàâèëüíîñòi òàêèõ òâåðäæåíü:

à) IW (t; ξ)
ξ∈K

−−−−−−→
−−−−−−→
t→+0

0 (∀K ⊂ Rn);

á) ∃δ > 0 ∃ε ∈ (0; 1) ∃c > 0 ∀t ∈ (0; ε)

∀ξ ∈ Rn : |IW (t; ξ)| ≤ ce−δ||ξ||
1

1−α
.

Ùå ðàç ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ Ôóáiíi
òà ñòðóêòóðîþ W , äiñòàíåìî çîáðàæåííÿ

IW (t; ξ) =

t∫
0

dβ

∫
Rn

( ∫
Rn

G(t, β; x− y)ϕ(x)dx
)
Φ (β, y; 0, ξ)dy

≡
t∫

0

dβ

∫
Rn

J (t− β; y) Φ (β, y; 0, ξ)dy,

(t; ξ) ∈ Π(0,T ],

ó ÿêîìó

J(t; y) = G (t, 0; y) ∗ ϕ(y),

0 < t ≤ T, y ∈ Rn, ϕ ∈ S1−α.

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì ëåìè 3 iç [3], äëÿ J
ñïðàâäæó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

J(t; ·) S1−α−→
t→+0

ϕ (·) ,

ÿêå ãàðàíòó¹ îáìåæåíiñòü çà t (ïðè 0 < t <<
1) ñóêóïíîñòi J (t; ·) ó ïðîñòîði S1−α, òîáòî
∃δ > 0 ∃ε ∈ (0; 1) ∀k ∈ Zn+ ∃ck > 0∀t ∈ (0; ε)

∀ξ ∈ Rn : |∂kξ J(t; ξ)| ≤ cke
−δ||ξ||

1
1−α

(äèâ. êðèòåðié çáiæíîñòi â ïðîñòîðàõ òèïó
S).
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Çâiäñè òà ç îöiíêè (7), à òàêîæ, ç iñíóâà-
ííÿ ñòàëèõ δ0 > 0 i δ1 > 0, ç ÿêèìè âèêîíó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü

||x+ ξ||
1

1−α ≥ δ0||ξ||
1

1−α − δ1||x||
1

1−α ,

îäåðæó¹ìî, ùî

|IW (t; ξ)| ≤ c0c3×

×
t∫

0

(
β−n+p1

h

∫
Rn

e−δ||ξ+η||
1

1−α
e−δ3(

||η||
βα )

1
1−α

dη
)
dβ ≤

≤ c0c3e
−δ̃0||ξ||

1
1−α

t∫
0

(
β−n+p1

h ×

×
∫
Rn

eδ̃1||η||
1

1−α
e−δ3(

||η||
βα )

1
1−α

dη
)
dβ ≤

≤ c0c3e
−δ̃0||ξ||

1
1−α

t∫
0

βα0−1dβ

∫
Rn

e−
δ3
2
||y||

1
1−α

dy =

= ctα0e−δ̃0||ξ||
1

1−α
, 0 < t << 1, ξ ∈ Rn (13)

(òóò îöiíî÷íi ñòàëi c i δ̃0 íå çàëåæàòü âiä t i
ξ, à α0 := αn+ 1− n+p1

h
> 0 çãiäíî ç óìîâîþ

(À)).
Ç îãëÿäó íà îöiíêó (13), òâåðäæåííÿ à) i

á) ñòàþòü î÷åâèäíèìè.
Òåîðåìà äîâåäåíà.
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