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ÄÈÍÀÌIÊÈ ÂIÊÎÂÎ� ÑÒÐÓÊÒÓÐÈ ÏÎÏÓËßÖIÉ Ç

ÂÍÓÒÐIØÍÜÎÂÈÄÎÂÎÞ ÊÎÍÊÓÐÅÍÖIÞ

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåïåðåðâíà ìîäåëü äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè içîëüîâàíèõ ïîïóëÿöié ç
âíóòðiøíüîâèäîâîþ êîíêóðåíöi¹þ. Äëÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi, ùî ¹ íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ çà-
äà÷åþ äëÿ ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó âèâ÷à¹òüñÿ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ
òà ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ðîçïîäiëiâ âiêîâî¨ ñòðóêòóðè.

We consider continuous models of the dynamic age structure for isolation populations with an
interior genus competition. For a mathematical model that is a boundary value problem for a �rst
order partial di�erential equation we study the existence and stability of a stationary distributions
for the age structure.

1. Âñòóï
Îñîáëèâå ìiñöå ñåðåä ìîäåëåé äèíàìi-

êè ÷èñåëüíîñòi áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié çàéìà-
þòü ìîäåëi, ùî âðàõîâóþòü íåîäíîðiäíîñòi
îñîáèí ïîïóëÿöi¨, çîêðåìà âiêîâó ñòðóêòóðó.
Âîíè ÿâëÿþòü ñîáîþ ñèñòåìó ðiâíÿíü â ÷à-
ñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ùî îïè-
ñó¹ ïðîöåñ âèæèâàííÿ òà iíòåãðàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ âiäíîâëåííÿ, ùî âèçíà÷à¹ ïðîöåñ íà-
ðîäæóâàííÿ [1].

Â îñòàííié ÷àñ ïðèäiëÿ¹òüñÿ óâàãà ìî-
äåëÿì äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè ïîïóëÿ-
öi¨, ùî âðàõîâóþòü âïëèâ âíóòðiøíüîâèäî-
âî¨ êîíêóðåíöi¨, ÿêà âèíèêà¹ ïðè óìîâàõ íå-
äîñòàòíîñòi ðåñóðñiâ íà ïiäòðèìêó ïðîöåñiâ
âèæèâàííÿ òà íàðîäæóâàííÿ. Öå ïðèâîäèòü
äî âèâ÷åííÿ íåëiíiéíèõ ìîäåëåé äèíàìiêè
âiêîâîãî ñêëàäó [2,3].

Àíàëiòè÷íå äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëåé äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè áiîëî-
ãi÷íèõ ïîïóëÿöié ñïðèÿ¹ áiëüø ãëèáîêîìó
ðîçóìiííþ çàêîíîìiðíîñòåé ðîçâèòêó áiî-
ëîãi÷íèõ ñèñòåì òà âèðîáëåííþ ðîçóìíèõ
ñòðàòåãié ðàöiîíàëüíîãî êåðóâàííÿ íàÿâíè-
ìè áiîðåñóðñàìè.

Â ðîáîòi [3] äëÿ ìîäåëi äèíàìiêè âiêîâî¨
ñòðóêòóðè áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié, ùî âðàõî-
âó¹ âíóòðiøíüîâèäîâó êîíêóðåíöiþ, äîâåäå-
íà òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü íåâiä'-
¹ìíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ iñíó-

âàííÿ òà ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ðîçïîäiëiâ
âiêîâîãî ñêëàäó ïîïóëÿöié.
2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ìîäåëü, ùî âðà-

õîâó¹ íàÿâíiñòü âíóòðiøíüîâèäîâî¨ êîíêó-
ðåíöi¨, ìà¹ âèãëÿä

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −

[
d(τ, t) +

∞∫
0

a(τ, s, t)x(s, t)ds
]
x,

τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, t)x(τ, t)dτ, t > 0, (1)

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0.

Â öié ìîäåëi îñíîâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ
âiêîâî¨ ñòðóêòóðè ¹ ãóñòèíà ÷èñåëüíîñòi ïî-
ïóëÿöi¨ x(τ, t) (àáî ãóñòèíà áiîìàñè) òàê, ùî
∞∫
0

x(τ, t)dτ = N(t) âèçíà÷à¹ çàãàëüíó êiëü-

êiñòü îñîáèí ïîïóëÿöi¨ â ìîìåíò ÷àñó t. Ïà-
ðàìåòðè d(τ, t), b(τ, t) � öå ôóíêöi¨, ùî âè-
çíà÷àþòü ïðèðîäíó ñìåðòíiñòü òà íàðîäæó-
âàíiñòü îñîáèí âiêó τ â ìîìåíò ÷àñó t, ôóí-
êöiÿ a(τ, s, t) îïèñó¹ åôåêò êîíêóðåíöi¨ ìiæ
îñîáèíàìè âiêiâ τ òà s â ìîìåíò ÷àñó t òàê,

ùî âèðàç
∞∫
0

a(τ, s, t)x(s, t)ds çàäà¹ øâèäêiñòü

çìåíøåííÿ ÷èñåëüíîñòi îñîáèí âiêó τ âíàñëi-
äîê êîíêóðåíöi¨ ç óñiìà îñîáèíàìè áiîëîãi-
÷íîãî óãðóïîâàííÿ.
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Òàêó çàäà÷ó íàäàëi íàçèâàòèìåìî ïîïó-
ëÿöiéíîþ çàäà÷åþ.

Çðîáèìî òàêi ïðèïóùåííi âiäíîñíî ïàðà-
ìåòðiâ ìîäåëi (1):

à) d(τ, t), b(τ, t) ∈ C(R+,R+), φ(τ) ∈
C1(R+) ∩ L1(R+), R+ = [0,∞);

á) d(τ, t), b(τ, t), φ(τ) ≥ 0 äëÿ âñiõ τ, t ≥ 0;
â) a(τ, s, t) � íåïåðåðâíà, íåâiä'¹ìíà é

îáìåæåíà â îáëàñòi τ , s, t ≥ 0;
ã) b(τ, t) ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié ïðè êî-

æíîìó t ≥ 0 (ãðàôiê ôóíêöi¨ b(τ, t) ïðè ôi-
êñîâàíîìó t ≥ 0 íàâåäåíèé íà ðèñ. 1);

ä) φ(0) =
∞∫
0

b(τ, 0)φ(τ)dτ .

Ðèñ. 1
Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ùå ëiìiòîâàíi ïîïó-

ëÿöi¨, òîáòî ïîïóëÿöi¨, äëÿ ÿêèõ ïðè áóäü-
ÿêîìó t > 0 iñíó¹ τ0 ∈ (τ1(t), τ2(t)) òàêå, ùî
a(τ0, s, t) > 0 ïðè s ∈ (τ1(t), τ2(t)).

Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü (1) â ñòàöiîíàðíîìó
ñåðåäîâèùi òà âèêîíà¹ìî äîñëiäæåííÿ iñíó-
âàííÿ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ i ¨õ ñòiéêîñòi. Âî-
íà ìà¹ âèãëÿä

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −

[
d(τ) +

∞∫
0

a(τ, s)x(s, t)ds
]
x,

τ, t > 0, (2)

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ)x(τ, t)dτ, t > 0, (3)

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0.

Ðiâíÿííÿ (2) îïèñó¹ ïðîöåñ âèæèâàííÿ
ïîïóëÿöi¨, êðàéîâà óìîâà (3) � ïðîöåñ íàðî-
äæóâàííÿ. Ôóíêöi¨ d(τ), b(τ) õàðàêòåðèçó-
þòü ïðîöåñè âèæèâàííÿ òà íàðîäæóâàííÿ,
à ôóíêöiÿ φ(τ) çàäà¹ ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië
âiêîâîãî ñêëàäó ïðè t = 0.

3. Iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ ïîïóëÿöiéíî¨ çàäà÷i

Ïðè ìîäåëþâàííi äèíàìiêè ïîâåäiíêè
áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié îñîáëèâó ðîëü âiäi-
ãðàþòü ñòàöiîíàðíi ðåæèìè, îñêiëüêè ñà-
ìå öi ðåæèìè ÷àñòiøå âñüãî ðåàëiçóþòüñÿ â
ïðèðîäi. Òîìó ¨õ äîñëiäæåííÿ ìà¹ êîíêðå-
òíå ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ ÿê iñòîòíié êðîê íà
øëÿõó ðîçóìiííÿ ïðèðîäíiõ ïðîöåñiâ.

Ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè x(τ) ðiâíÿíü (2),
(3) çíàõîäÿòüñÿ ç ñèñòåìè

dx

dτ
= −

[
d(τ) +

∞∫
0

a(τ, s)x(s)ds
]
x, (4)

x(0) =

∞∫
0

b(τ)x(τ)dτ. (5)

Äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäîê ïðèïóñòèìî,
ùî a(τ, s) = γ(τ)p(s), ïðè öüîìó (4) íàáóäå
âèãëÿäó

dx

dτ
= −

[
d(τ) + γ(τ)

∞∫
0

p(s)x(s)ds
]
x. (6)

Ïîçíà÷èìî
∞∫
0

p(s)x(s)ds = c. (7)

Òîäi ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4) ìîæíà çàïè-
ñàòè ó âèãëÿäi

x(τ) = x(0)e
−
τ∫
0

d(s)ds
e
−c

τ∫
0

γ(s)ds
. (8)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (8) â (5) îäåðæèìî, ùî
êðiì íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó x(τ) = 0 ìîæå ùå
iñíóâàòè íåòðèâiàëüíèé äîäàòíèé ñòàöiîíàð-
íèé ðîçâ'ÿçîê.

Âií âèçíà÷à¹òüñÿ ïàðàìåòðîì c, ùî çíà-
õîäèòüñÿ ç ðiâíÿííÿ

1 = Φ(c), (9)

äå

Φ(c) =

∞∫
0

b(τ)e
−
τ∫
0

d(s)ds
e
−c

τ∫
0

γ(s)ds
dτ.
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Îñêiëüêè Φ′(c) < 0 i Φ(0) =
∞∫
0

b(τ)e
−
τ∫
0

d(s)ds
dτ , òî ðiâíÿííÿ (9) ìà¹

¹äèíèé äîäàòíèé êîðiíü c∗ ïðè óìîâi, ùî
Φ(0) > 1 (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2
Ç ïîçíà÷åííÿ (7) çíàõîäèìî çíà÷åííÿ

x(0), ùî îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ñòàöiîíàðíèé
ðîçïîäië x(τ). Ìà¹ìî

x(0) =
c∗

∞∫
0

p(τ)e
−
τ∫
0

d(s)ds
e
−c∗

τ∫
0

γ(s)ds
dτ

,

à îòæå,

x(τ) =
c∗e

−
τ∫
0

d(s)ds
e
−c

τ∫
0

γ(s)ds

∞∫
0

p(τ)e
−
τ∫
0

d(s)ds
e
−c∗

τ∫
0

γ(s)ds
dτ

. (10)

Ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ çà óìîâè,
ùî

µ =

∞∫
0

b(τ)e
−
τ∫
0

d(s)ds
dτ > 1. (11)

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíà òåîðåìà
Òåîðåìà 1. Íåõàé ïàðàìåòðè d(τ),

a(τ, s), b(τ) ñèñòåìè (2), (3) çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè à) � ã) i µ > 1, òîäi iñíó¹ ¹äèíèé äî-
äàòíèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çàïè-
ñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi (10).

Çàóâàæèìî, ùî âåëè÷èíó µ íàçèâàþòü
áiîëîãi÷íèì ïîòåíöiàëîì. Âîíà âáèðà¹ â ñå-
áå ïàðàìåòðè, ùî õàðàêòåðèçóþòü ïðîöåñè
ïðèðîäíîãî âèæèâàííÿ i íàðîäæóâàííÿ. Ñà-
ìå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà µ âèçíà÷à¹ ïîâåäií-
êó äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨.

4. Ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
Äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ñòà-

íiâ åêîñèñòåì ¹ îäíi¹þ ç îñíîâíèõ çàäà÷ ïî-
ïóëÿöiéíî¨ åêîëîãi¨, îñêiëüêè ñòiéêiñòü ñòà-
öiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïî âiäíîøåííþ äî ìà-
ëèõ çáóðåíü ìîæå ñëóæèòè îçíàêîþ ðåàëi-
çàöi¨ âiäïîâiäíîãî ðåæèìó â ðåàëüíèõ áiîëî-
ãi÷íèõ óãðóïóâàííÿõ.

Íåõàé iñíó¹ ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê x(τ)
ïîïóëÿöiéíî¨ çàäà÷i (2), (3). Äëÿ äîñëiäæåí-
íÿ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíîãî ðîçïîäiëó ïîêëà-
äåìî x(τ, t) = x(τ) + ξ(τ, t).

Ëiíåàðèçàöiÿ â îêîëi íóëüîâîãî ñòàöiî-
íàðíîãî ðîçâ'ÿçêó äà¹ ëiíiéíi ìîäåëi äèíà-
ìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè, ÿêi âèâ÷àëèñÿ â ðî-
áîòàõ [1,4]. Â íèõ âñòàíîâëåíî, ùî íóëüîâèé
ðîçâ'ÿçîê ïðè µ < 1 ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòié-
êèì.

Äëÿ íåíóëüîâîãî ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó
x(τ) îäåðæó¹ìî îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ ïåðøî-
ãî íàáëèæåííÿ âèãëÿäó

∂ξ

∂τ
+
∂ξ

∂t
= −

[
d(τ) + c∗γ(τ)

]
ξ−

−γ(τ)
∞∫
0

p(s)ξ(s, t)ds, (12)

ξ(0, t) =

∞∫
0

b(τ)ξ(τ, t)dτ. (13)

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (12), (13)
ó âèãëÿäi

ξ(τ, t) = ξ(τ) · T (t).

Òîäi äëÿ T (t) ìà¹ìî T (t) = eλt, à ξ(τ) âèçíà-
÷àòèìåòüñÿ ç ðiâíÿíü

∂ξ

∂τ
= −(λ+ d(τ) + c∗γ(τ))ξ − qγ(τ), (14)

ξ(0) =

∞∫
0

b(τ)ξ(τ)dτ, (15)

äå

q =

∞∫
0

p(s)ξ(s)ds. (16)
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Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (14) ¹ ôóíêöiÿ

ξ(τ) =
(
ξ(0)−

−q
τ∫

0

γ(s)Λ+(s)eλ(s−τ)ds
)
Λ−(τ),

äå

Λ±(τ) = e
±
τ∫
0

d(s)ds
· e

±c∗
τ∫
0

γ(s)ds
.

Ç ïîçíà÷åííÿ (16) çíàõîäèìî, ùî q =
ξ(0) · q, äå

q =

∞∫
0

p(τ)Λ−(τ)e−λτdτ

1 +
∞∫
0

p(τ)Λ−(τ)
τ∫
0

γ(s)Λ+(s)eλ(s−τ)dsdτ

.

Òîäi

ξ(τ) = ξ(0)
(
1−q

τ∫
0

γ(s)Λ+(s)eλ(s−τ)ds
)
Λ−(τ).

Ç (15) îäåðæó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ
âèãëÿäó

1 =

∞∫
0

b(τ)
(
1− q

τ∫
0

γ(s)×

×Λ+(s)eλ(s−τ)ds
)
Λ−(τ)dτ. (17)

ßêùî êîðåíi ðiâíÿííÿ (17) ìàþòü âiä'¹ì-
íi äiéñíi ÷àñòèíè, òî âñi ðîçâ'ÿçêè ξ(τ, t) =
ξ(τ)eλt ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè t → ∞, öå
îçíà÷à¹, ùî x(τ, t) → x(τ) ïðè t → ∞,
τ ∈ [0,∞).

Öiëêîì íåî÷åâèäíî, ùî ïðè µ > 1 ðiâíÿ-
ííÿ (17) ìà¹ êîðåíi λ ç Reλ < 0.

Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî
ξ(τ, t) → 0 ïðè t → ∞ çàñòîñó¹ìî ïðÿìèé
ìåòîä Ëÿïóíîâà. Òàêèé ïiäõiä çàïðîïîíîâà-
íî â [4].

Äëÿ âèâ÷åííÿ ñòiéêîñòi íåòðèâiàëüíèõ
ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðîçãëÿíåìî ôóí-
êöiîíàë

v(ξ) =
1

2

[ ∞∫
0

ω(τ)ξ(τ, t)dτ
]2
> 0, (18)

äå ω(τ) � ôóíêöiÿ, ÿêó ïîòðiáíî âèçíà÷èòè.
Ïîõiäíà ïî ÷àñó ôóíêöiîíàëó (18), â ñèëó

çáóðåíèõ ðiâíÿíü, ìà¹ âèãëÿä

dv

dt
=

∞∫
0

ω(τ)ξ(τ, t)dτ×

×
∞∫
0

(dω
dτ

+ ω(0)b(τ)− (d(τ) + c∗γ(τ))ω(τ)−

−p(τ)
∞∫
0

ω(τ)x(τ)γ(τ)dτ
)
ξ(τ, t)dτ.

Âèáåðåìî ω(τ) ç óìîâè

dω

dτ
+ ω(0)b(τ)− (d(τ) + c∗γ(τ))ω(τ)−

−p(τ)
∞∫
0

ω(τ)x(τ)γ(τ)dτ = −hω,

äå h � äåÿêà êîíñòàíòà.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî öå ðiâíÿííÿ äîïóñêà¹

ðîçâ'ÿçêè ïðè h > 0. Òîäi

dv

dt
= −h

[ ∞∫
0

ω(τ)ξ(τ, t)dτ
]2
< 0.

À öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiîíàë v(ξ) çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè ïðî àñèìïòîòè÷íó
ñòiéêiñòü íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (12),
(13). Òîìó íåíóëüîâi ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè
x(τ) ñèñòåìè (5), (6) çà óìîâè, ùî âîíè iñíó-
þòü (òîáòî ïðè µ > 1) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêi
çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì çà íîðìîþ

ρ(ξ) =
[ ∞∫

0

ξ(τ)dτ
]2
.

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëüíó ñèñòåìó
âèãëÿäó

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
=

= −
(
d+

∞∫
0

x(τ, t)dτ
)
x(τ, t), d = α− 1

α
, (19)
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x(0, t) =

∞∫
0

αx(τ, t)dτ, (20)

äå α � äåÿêà ñòàëà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
α > 1.

Íåíóëüîâèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê x(τ)
ñèñòåìè (19), (20) çíàõîäèòüñÿ ç ñèñòåìè

dx

dτ
= −[d+ c]x, c =

∞∫
0

x(τ)dτ,

x(0) = α

∞∫
0

x(τ)dτ

i ìà¹ âèãëÿä x(τ) = e−ατ , x(0) = 1, ïðè÷îìó
c∗ = 1

α
.

Íåíóëüîâèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê
iñíó¹, ÿêùî

Φ(0) = α

∞∫
0

e−(α− 1
α
)τdτ > 1,

òîáòî ïðàâèëüíîþ ¹ íåðiâíiñòü α2

α2−1
> 1, ÿêà

âèêîíó¹òüñÿ ïðè α > 1.
Ïðè äîñëiäæåííi ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíî-

ãî ðîçâ'ÿçêó x(τ) äëÿ âiäõèëåííÿ ξ(τ, t) =
x(τ, t)− x(τ) îäåðæó¹ìî ñèñòåìó âèãëÿäó

∂ξ

∂τ
+
∂ξ

∂t
=

= −
(
αξ + e−ατ

∞∫
0

ξ(τ, t)dτ, (21)

ξ(0, t) = α

∞∫
0

ξ(τ, t)dτ. (22)

Ðîçâ'ÿçîê (21), (22) ξ(τ, t) øóêà¹ìî ó âè-
ãëÿäi ξ(τ, t) = ξ(τ)eλτ .

Ðiâíÿííÿ äëÿ ξ(τ) ìà¹ âèãëÿä

dξ

dτ
+ (λ+ α)ξ + qe−ατ = 0, (23)

ξ(0) = α

∞∫
0

ξ(τ)dτ, (24)

äå

q =

∞∫
0

ξ(τ)dτ. (25)

Ç ðiâíÿííÿ (23) ìà¹ìî

ξ(τ) =
(
ξ(0)− q

eλτ − 1

λ

)
e−(λ+α)τ . (26)

Òîäi ç ïîçíà÷åííÿ (25) çíàõîäèìî

q =
ξ(0)αλ

αλ(λ+ α) + λ+ α + 1
. (27)

Âðàõîâóþ÷è (26), (27), ç (24) îäåðæó¹ìî
ðiâíÿííÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ λ ó
âèãëÿäi

1 = α

∞∫
0

e−(λ+α)τ×

×
(
1− α

αλ(α + λ) + α + λ+ 1
(eλτ − 1)

)
dτ.

(28)
Ñïðîùóþ÷è (28), îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

αλ2 + (α2 + 1)λ+ 2α + 1 = 0,

ÿêå ìà¹ êîðåíi ç Reλ < 0.
Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíà àñèìïòîòè÷íà

ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêó x(τ) = e−ατ äëÿ ñèñòå-
ìè (19), (20) ïðè óìîâi, ùî α > 1.
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