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ÄÎÁÓÒÎÊ ÄÂÎÕ ÖIËÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÎÁÌÅÆÅÍÎÃÎ L-IÍÄÅÊÑÓ ÇÀ
ÍÀÏÐßÌÊÎÌ � ÔÓÍÊÖI�Þ Ç ÒÎÃÎ Æ ÊËÀÑÓ

Óçàãàëüíåíî ðåçóëüòàòè À. Ä. Êóçèêà òà Ì. Ì. Øåðåìåòè ïðî âëàñòèâîñòi öiëèõ ôóí-
êöié îáìåæåíîãî l-iíäåêñó íà âèïàäîê öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íàïðÿìêîì.
Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî êëàñ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íàïðÿìêîì ¹ çàìêíåíèì
âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ôóíêöié.

We generalize the results of A. D. Kuzyk and M. M. Sheremeta on properties of entire functions
of bounded l-index for entire functions of bounded L-index in direction. In particular, it is proved
that a class of entire functions of bounded L-index in direction is closed under the operation of
multiplication of functions.

1. Âñòóï. À. Êóçèê òà Ì. Øåðåìåòà ([1]-[2])
çðîáèëè âàæëèâèé âíåñîê ó ïîáóäîâó òåîði¨
öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî l-iíäåêñó ó âè-
ïàäêó îäíi¹¨ çìiííî¨. Íàìè ñïiëüíî iç Î. Ñêà-
ñêiâèì óçàãàëüíåíî ¨õí¹ îçíà÷åííÿ äëÿ öi-
ëèõ ôóíêöié äåêiëüêîõ çìiííèõ, çàìiíèâøè
ó íüîìó çâè÷àéíó ïîõiäíó íà ïîõiäíó çà íà-
ïðÿìêîì. Âiäïîâiäíî òàêi ôóíêöi¨ íàçèâàþ-
òüñÿ ôóíêöiÿìè îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íà-
ïðÿìêîì (äèâ. îçíà÷åííÿ íèæ÷å). �õíi âëà-
ñòèâîñòi äîñëiäæåíi ó áàãàòüîõ ñòàòòÿõ ([3]-
[6]). Ïiäñóìêîì öèõ äîñëiäæåíü ¹ ìîíîãðà-
ôiÿ [7]. Çàçíà÷èìî, ùî íàÿâíèé iíøèé ïiä-
õiä äî ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ îáìåæåíîãî iíäåêñó
ó Cn ÷åðåç çàìiíó ïîõiäíî¨ íà ÷àñòèííi ïî-
õiäíi (äèâ., íàïðèêëàä, ñòàòòi Ì. Ñàëìàññi,
Ì. Áîðäóëÿê, Ì. Øåðåìåòè, Ô. Íóðàÿ òà Ð.
Ïàòåðñîíà [8]-[12]).

Ó öié ñòàòòi ìè äîâåäåìî îäèí êðèòåðié
îáìåæåíîñòi L-iíäåêñó çà íàïðÿìêîì äëÿ öi-
ëèõ ôóíêöié ó Cn, à òàêîæ òå, ùî äîáóòîê
öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íà-
ïðÿìêîì ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî L-iíäåêñó
çà íàïðÿìêîì. �. Ôðiêå [13] îòðèìàâ âiäïî-
âiäíèé êðèòåðié äëÿ öiëèõ ôóíêöié îáìåæå-
íîãî iíäåêñó, à Ì. Øåðåìåòà [14] éîãî óçà-
ãàëüíèâ äëÿ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî l-
iíäåêñó. Âèêîðèñòîâóþ÷è îïèñ ïîâîäæåííÿ
ëîãàðèôìi÷íî¨ ïîõiäíî¨ òà ðîçïîäiëó íóëiâ
öèõ ôóíêöié �. Ôðiêå [15] äîâiâ, ùî êëàñ öi-
ëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî iíäåêñó ¹ çàìêíå-
íèì âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Äëÿ l-iíäåêñó âiä-

ïîâiäíå òâåðäæåííÿ îòðèìàëè Ì. Øåðåìåòà
òà À. Êóçèê [2]. Âîäíî÷àñ çàóâàæèìî, ùî ñó-
ìà äâîõ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî iíäåêñó
ìîæå íå áóòè ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî iíäåêñó
[17]. Ó êiíöi ñòàòòi íàâåäåíî ïîäiáíèé ïðè-
êëàä äëÿ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî iíäåêñó
çà íàïðÿìêîì.
2. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ïîçíà÷åííÿ. Íå-
õàé L : Cn → R+ � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.
Íàâåäåìî îñíîâíå îçíà÷åííÿ.
Îçíà÷åííÿ 1. [3] Öiëà ôóíêöiÿ F (z), z ∈
Cn, íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî L-
iíäåêñó çà íàïðÿìêîì b ∈ Cn \ {0}, ÿêùî
iñíó¹ m0 ∈ Z+ òàêå ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ Z+

òà êîæíîãî z ∈ Cn∣∣∂mF (z)
∂bm

∣∣
m!Lm(z)

≤ max

{∣∣∂kF (z)
∂bk

∣∣
k!Lk(z)

: 0 ≤ k ≤ m0

}
,

äå ∂0F (z)
∂b0 := F (z), ∂F (z)

∂b
:=

n∑
j=1

∂F (z)
∂zj

bj =

⟨gradF,b⟩, ∂
kF (z)
∂bk

:= ∂
∂b

(
∂k−1F (z)
∂bk−1

)
, k ≥ 2.

Íàéìåíøå òàêå m0 = m0(b) íàçèâà¹òüñÿ
L-iíäåêñîì çà íàïðÿìêîì b ∈ Cn \ {0} öiëî¨
ôóíêöi¨ F (z) i ïîçíà÷à¹òüñÿ Nb(F,L) = m0.

ßêùî L(z) ≡ 1, òî F (z) íàçèâà¹òüñÿ ôóí-
êöi¹þ îáìåæåíîãî iíäåêñó çà íàïðÿìêîì b
òà Nb(F ) = Nb(F, 1).

Ó âèïàäêó n = 1, b = 1 òà L = l ìè
îòðèìà¹ìî îçíà÷åííÿ öiëî¨ ôóíêöi¨ îáìåæå-
íîãî l-iíäåêñó (äèâ. [1,2,14]); à ÿêùî æ ùå
é L(z) ≡ 1, òî âîíî çâîäèòüñÿ äî îçíà÷åííÿ
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öiëî¨ ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî iíäåêñó, ÿêå çàïðî-
ïîíîâàíå Á. Ëåïñîíîì [16].

Íàì áóäóòü ïîòðiáíi äåÿêi ïîçíà÷åí-
íÿ. Äëÿ η > 0, z ∈ Cn âèçíà÷èìî λb1 (η) =

inf
z∈Cn

inf
t0∈C

inf
{
L(z+tb)
L(z+t0b)

: |t− t0| ≤ η
L(z+t0b)

}
,λb2 (η) =

sup
z∈Cn

sup
t0∈C

sup
{

L(z+tb)
L(z+t0b)

: |t− t0| ≤ η
L(z+t0b)

}
.

×åðåç Qn
b ïîçíà÷èìî êëàñ ôóíêöié L, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (∀η ≥ 0) : 0 <
λb1 (η) ≤ λb2 (η) < +∞.

Íåõàé L∗(z) � äîäàòíà íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ ó Cn. Ìè ïèøåìî L ≍ L∗, ÿêùî äëÿ äå-
ÿêèõ θ1, θ2, 0 < θ1 ≤ θ2 < +∞, òà óñiõ z ∈ Cn

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi θ1L(z) ≤ L∗(z) ≤
θ2L(z).

Äëÿ çàäàíîãî z0 ∈ Cn ïîçíà÷èìî
gz0(t) := F (z0+ tb). ßêùî gz0(t) ̸= 0 äëÿ óñiõ
t ∈ C, òî ïîêëàäåìî Gb

r (F, z
0) := ∅; ÿêùî

gz0(t) ≡ 0, òî Gb
r (F, z

0) := {z0 + tb : t ∈ C}.
I íàðåøòi êîëè gz0(t) ̸≡ 0 òà (a0k) ¹ ïîñëiäîâ-
íiñòþ íóëiâ ôóíêöi¨ gz0(t), òîäi Gb

r (F, z
0) :=∪

k

{
z0 + tb : |t− a0k| ≤ r

L(z0+a0kb)

}
, r > 0.

Íåõàé Gb
r (F ) =

∪
z0∈Cn G

b
r (F, z

0). Çà-
óâàæèìî, ùî ïðè L(z) ≡ 1, òî
Gb
r (F ) ⊂ {z ∈ Cn : dist(z, ZF ) < r|b|} ,

äå ZF � íóëüîâà ìíîæèíà ôóíêöi¨ F . ×åðåç
n
(
r, z0, t0, 1/F

)
=

∑
|a0k−t0|≤r

1 ïîçíà÷èìî
ëi÷èëüíó ôóíêöiþ ïîñëiäîâíîñòi íóëiâ (a0k).
2. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ. Íàì áóäóòü
ïîòðiáíi òðè íàñòóïíi òâåðäæåííÿ, îòðèìàíi
ó [3].

Òåîðåìà 1. Íåõàé L ∈ Qn
b, L ≍ L∗. Öiëà

ôóíêöiÿ F (z) ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî L∗-
iíäåêñó çà íàïðÿìêîì b òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè F ¹ îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íàïðÿì-
êîì b.

Òåîðåìà 2. Íåõàé L ∈ Qn
b. Öiëà ôóíêöiÿ

F (z) ìà¹ îáìåæåíèé L-iíäåêñ çà íàïðÿìêîì
b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü ÷èñëà
p ∈ Z+ òà C > 0 òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî
z ∈ Cn ∣∣∂p+1F (z)

∂bp+1

∣∣
Lp+1(z)

≤ C max
0≤k≤p

∣∣∂kF (z)
∂bk

∣∣
Lk(z)

. (1)

Òåîðåìà 3. Íåõàé F � öiëà ôóíêöiÿ ó Cn,
L ∈ Qn

b. F (z) ìà¹ îáìåæåíèé L-iíäåêñ çà
íàïðÿìêîì b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

1) äëÿ êîæíîãî r > 0 iñíó¹ P = P (r) > 0
òàêå, ùî äëÿ óñiõ z ∈ Cn\Gb

r (F )∣∣∣∣ 1

F (z)

∂F (z)

∂b

∣∣∣∣ ≤ PL(z); (2)

2) äëÿ áóäü-ÿêîãî r > 0 iñíó¹ ñ(r) ∈ Z+,
ùî äëÿ êîæíîãî z0 ∈ Cn òàêîãî, ùî
F (z0 + tb) ̸≡ 0, òà óñiõ t0 ∈ C

n

(
r

L(z0 + t0b)
, z0, t0,

1

F

)
≤ ñ(r). (3)

3. Îñíîâíi òåîðåìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è òå-
îðåìó 2, äîâåäåìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4. Íåõàé L ∈ Qn
b. Öiëà ôóíêöiÿ F

ìà¹ îáìåæåíèé L-iíäåêñ çà íàïðÿìêîì b ∈
Cn \ {0} òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü
÷èñëà C ∈ (0,+∞) òà N ∈ N òàêi, ùî äëÿ
óñiõ z ∈ Cn

N∑
k=0

∣∣∣∂kF (z)
∂bk

∣∣∣
k!Lk(z)

≥ C

∞∑
k=N+1

∣∣∣∂kF (z)
∂bk

∣∣∣
k!Lk(z)

. (4)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 0 < θ < 1. ßêùî öi-
ëà ôóíêöiÿ F ìà¹ îáìåæåíèé L-iíäåêñ çà íà-
ïðÿìêîì b, òî çà òåîðåìîþ 1 âîíà ¹ îáìåæå-
íîãî L∗-iíäåêñó çà íàïðÿìêîì b, äå L∗(z) =
θL(z). Ïîçíà÷èìî N∗ = Nb(L∗, F ). Òàêèì
÷èíîì, ìîæíà âèâåñòè (äèâ. òàêîæ äîâåäå-
ííÿ òåîðåìè 2.9, [7,c.38-39]), ùî

max
0≤k≤Nb(L∗,F )

∣∣∣∂kF (z)
∂bk

∣∣∣
k!Lk(z)

≥ θNb(L∗,F )−j

∣∣∣∂jF (z)
∂bj

∣∣∣
j!Lj(z)

äëÿ óñiõ j ≥ 0 òà

∑
j=Nb(L∗,F )+1

∣∣∣∂jF (z)
∂bj

∣∣∣
j!Lj(z)

≤ θ

1− θ

Nb(L∗,F )∑
k=0

∣∣∣∂kF (z)
∂bk

∣∣∣
k!Lk(z)

,

òîáòî îòðèìàëè (4) iç N = N∗ òà C = 1−θ
θ
.

Òåïåð äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Ìiðêóþ÷è
ïîäiáíî, ÿê ó ñòàòòi �. Ôðiêå [13], ç (4) âèâî-
äèìî, ùî∣∣∣∂N+1F (z)

∂bN+1

∣∣∣
(N + 1)!LN+1(z)

≤ N + 1

C
max
0≤k≤N

∣∣∣∂kF (z)
∂bk

∣∣∣
k!Lk(z)

.

Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð òåîðåìó 2, îòðèìó¹ìî
ïîòðiáíèé âèñíîâîê.

Íàâåäåìî çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 3.
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Òåîðåìà 5. Íåõàé L ∈ Qn
b, F (z) � öiëà

ôóíêöiÿ îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íàïðÿì-
êîì b ∈ Cn \ {0}, Φ(z) � öiëà ôóíêöiÿ ó Cn

òà Ψ(z) = F (z)Φ(z). Ôóíêöiÿ Ψ(z) ¹ ôóí-
êöi¹þ îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íàïðÿìêîì
b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ôóíêöiÿ Φ(z) ¹
ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íàïðÿì-
êîì b.

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê öiëà ôóíêöiÿ F (z)
ìà¹ îáìåæåíèé L-iíäåêñ çà íàïðÿìêîì b,
çà òåîðåìîþ 3 äëÿ êîæíîãî r > 0 iñíó¹
ñ(r) ∈ Z+ òàêå, ùî äëÿ óñiõ z0 ∈ Cn,
ïðè ÿêèõ F (z0 + tb) ̸≡ 0, òà óñiõ t0 ∈ C
n
(

r
L(z0+t0b)

, z0, t0,
1
F

)
≤ ñ(r). Çâiäñè,

n

(
r

L(z0 + t0b)
, z0, t0,

1

Φ

)
≤

≤ n

(
r

L(z0 + t0b)
, z0, t0,

1

Ψ

)
≤

≤ n

(
r

L(z0 + t0b)
, z0, t0,

1

Φ

)
+ ñ(r).

Òàêèì ÷èíîì, óìîâà 2 òåîðåìè 3 âèêîíó¹-
òüñÿ àáî íå âèêîíó¹òüñÿ îäíî÷àñíî äëÿ îáîõ
ôóíêöié Ψ(z) òà Φ(z). ßêùî Φ(z) ìà¹ îáìå-
æåíèé L-iíäåêñ çà íàïðÿìêîì b, òî äëÿ êî-
æíîãî r > 0 iñíóþòü ÷èñëà PF (r) > 0 òà

PΦ(r) > 0 òàêi, ùî
∣∣∣ 1
F (z)

∂F (z)
∂b

∣∣∣ ≤ Pf (r)L(z),∣∣∣ 1
Φ(z)

∂Φ(z)
∂b

∣∣∣ ≤ PΦ(r)L(z) äëÿ óñiõ z ∈ (Cn \
Gb
r (F )) ∩ (Cn \Gb

r (Φ)). Îñêiëüêè

Cn \Gb
r (Ψ) ⊂ (Cn \Gb

r (F )) ∩ (Cn \Gb
r (Φ)),∣∣∣∣ 1

Ψ(z)

∂Ψ(z)

∂b

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

F (z)

∂F (z)

∂b

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1

Φ(z)

∂Φ(z)

∂b

∣∣∣∣ ,
äëÿ óñiõ z ∈ Cn \ Gb

r (Ψ) ìè ìà¹ìî∣∣∣ 1
Ψ(z)

∂Ψ(z)
∂b

∣∣∣ ≤ (PF (r) + PΦ(r))L(z), òîáòî çà

òåîðåìîþ 3 ôóíêöiÿ Ψ(z) ìà¹ îáìåæåíèé L-
iíäåêñ çà íàïðÿìêîì b.

Íàâïàêè, íåõàé Ψ(z) ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæå-
íîãî L-iíäåêñó çà íàïðÿìêîì b i r > 0. Ñïåð-
øó ìè ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî z̃0 = z0 +

t0b ∈ Cn\Gb
r (F ) (r > 0) òà óñiõ d̃k = z0+d0kb,

äå d0k ¹ íóëÿìè ôóíêöi¨ Φ(z
0 + tb), ìà¹ìî

|z̃0 − d̃k| > r|b|
2L(z̃0)λb2 (z

0, r)
≥ r|b|

2L(z̃0)λb2 (r)
.

(5)

Ç iíøî¨ ñòîðîíè, íåõàé iñíóþòü z̃0 = z0 +

t0b ∈ Cn\Gb
r (Φ) òà d̃

k = z0 + d0kb òàêi, ùî
|z̃0 − d̃k| ≤ r|b|

2L(z̃0)λb2 (z
0,r)
. Òîäi çà âèçíà÷åí-

íÿì λb2 ¹ ñïðàâåäëèâîþ òàêà îöiíêà L(d̃k)≤
λb2 (z

0, r)L(z̃0). Çâiäñè, |z̃0 − d̃k| = |b| · |t0 −
d0k| ≤

r|b|
2L(d̃k)

, òîáòî |t0 − d0k| ≤ r
2L(ãk)

, à öå ñó-

ïåðå÷èòü òîìó, ùî z̃0 ∈ Cn\Gb
r (Φ).

Ðîçãëÿíåìî K0 ={
z0 + tb : |t− t0| ≤ r

2L(z̃0)λb2 (r)

}
. Öÿ ìíîæèíà

íå ìiñòèòü íóëiâ ôóíêöi¨ Φ(z0+b), àëå ìîæå
ìiñòèòè íóëi c̃k = z0+c0kb ôóíêöi¨ Ψ(z0+tb).
Ïîçàÿê Ψ(z) ¹ îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íà-
ïðÿìêîì b, òî ìíîæèíà K0 çà òåîðåìîþ 3

ìiñòèòü ùîíàéáiëüøå ñ1 = ñ1

(
r

2λb2 (r)

)
íóëiâ c0k ôóíêöi¨ Ψ(z0 + tb). Äëÿ óñiõ
c0k ∈ K0, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ Qn

b, ìè
îòðèìà¹ìî òàêó íåðiâíiñòü L(z0 + c0kb) ≥
λb1

(
r

λb2 (r)

)
L(z0 + t0b). Òîìó, êîæíà ìíî-

æèíà m0
k =

{
z0 + tb : |t− c0k| ≤ r1

L(z0+c0kb)

}
ç r1 =

rλb1

(
r

λb2 (r)

)
4(ñ1+1)λb2 (r)

ìiñòèòüñÿ ó ìíîæèíi

s0k =

{
z0 + tb : |t − c0k| ≤ r1

λb1

(
r

λb2 (r)

)
L(z0+t0b)

}
.

Çàãàëüíà ñóìà äiàìåòðiâ öèõ ìíîæèí íå
ïåðåâèùó¹

2ñ1r1

λb1

(
r

λb2 (r)

)
L(z0 + t0b)

=
r

2λb2 (r)L(z
0+t0b)

×

× ñ1

(ñ1 + 1)
<

r

2λb2 (r)L(z
0+t0b)

.

Òîìó, iñíó¹ òàêå r∗ ∈
(
0, r

2λb2 (r)

)
, ùî äëÿ

âñiõ t ç êîëà {t : |t − t0| = r∗

L(z0+t0b)
} òî÷êà

z0 + tb /∈ Gb
r1
(Ψ), à òîìó z0 + tb /∈ Gb

r1
(F ).

Çà òåîðåìîþ 3 äëÿ óñiõ òàêèõ òî÷îê z0 + tb
ñïðàâäæó¹òüñÿ∣∣∣∣ 1

Φ(z0 + tb)

∂Φ(z0 + tb)

∂b

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣ 1

Ψ(z0 + tb)

∂Ψ(z0 + tb)

∂b

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ 1

F (z0 + tb)

∂F (z0 + tb)

∂b

∣∣∣∣ ≤
10 ISSN 2309-4001. Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2016. � Ò. 4, � 1�2.



≤ (P ∗
Ψ + P ∗

F )L(z
0 + tb), (6)

äå P ∗
Ψ òà P ∗

F çàëåæàòü òiëüêè âiä r1, òîá-
òî ëèøå âiä r. Àëå ôóíêöi¨ 1

Φ(z)
∂Φ(z)
∂b

¹

àíàëiòè÷íèìè ó K0. Îòîæ, çàñòîñîâóþ÷è
ïðèíöèï ìàêñèìóìó ìîäóëÿ äî ôóíêöi¨

1
Φ(z0+tb)

∂Φ(z0+tb)
∂b

ÿê ôóíêöi¨ çìiííî¨ t, ìè
îòðèìà¹ìî, ùî ìîäóëü òàêî¨ ôóíêöi¨ ó òî÷öi
t0 íå ïåðåâèùó¹ ìàêñèìóìó ¨¨ ìîäóëÿ íà êîëi{
t ∈ C : |t− t0| = r∗

L(z0+t0b)

}
. Öå îçíà÷à¹, ùî

íåðiâíiñòü (6) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ z0 + t0b. Îò-
æå, ìè äîâåëè, ùî ïåðøà óìîâà òåîðåìè 3
âèêîíó¹òüñÿ. Âèùå ìè ïåðåâiðèëè, ùî äðóãà
óìîâà òåîðåìè 3 òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ. Ç îãëÿ-
äó íà òåîðåìó 3 ôóíêöiÿ Φ(z) ìà¹ îáìåæå-
íèé L-iíäåêñ çà íàïðÿìêîì b.

Íèæ÷å íàâåäåíî ïðèêëàä ôóíêöié îáìå-
æåíîãî iíäåêñó çà íàïðÿìêîì, ñóìà ÿêèõ ¹
ôóíêöi¹þ íåîáìåæåíîãî iíäåêñó çà òèì ñà-
ìèì íàïðÿìêîì. Íàøà ïîáóäîâà áàçóâàòè-
ìåòüñÿ íà iäåÿõ çi ñòàòòi [17] (äèâ. òàêîæ [14,
c.36]).

Ïðèêëàä 1. Íåõàé F (z) = cos⟨z, c⟩ +
cosh⟨z, c⟩, äå c ∈ Cn âèáðàíå òàê, ùî ⟨c,b⟩ =
1. Ïîçàÿê ∂4F (z)

∂b4 ≡ F (z), äëÿ p ≥ 4 ìà¹ìî

1

p!

∣∣∣∣∂pF (z)∂bp

∣∣∣∣ ≤ G(z)

4
, (7)

äå G(z) = max
{

1
k!

∣∣∣∂kF (z)
∂bk

∣∣∣ : 0 ≤ k ≤ 3
}
. Îò-

æå, F (z) � îáìåæåíîãî iíäåêñó çà íàïðÿì-
êîì b i Nb(F ) = 3.

Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ ç [17], îòðèìà¹-
ìî, ùî

(∀z ∈ Cn) : G(z) ≥ A exp{0, 5|⟨z, c⟩|}, (8)

äå A = const > 0.
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

Φ(z) =
∞∏
j=1

(1 + ⟨z, c⟩2−j)j.

ßê âiäîìî, âîíà ¹ ôóíêöi¹þ íåîáìåæåíîãî
iíäåêñó çà êîæíèì íàïðÿìêîì b òàêèì, ùî
⟨b, c⟩ ̸= 0, áî êðàòíiñòü ¨¨ íóëiâ íåîáìåæå-
íà (äèâ. òàêîæ ïðèêëàä 1.4 [7, ñ.19]). Ïî-
çíà÷èâøè t = ⟨z, c⟩, îòðèìà¹ìî ôóíêöiþ

φ(t) =
∏∞

j=1(1+ t2−j)j, ÿêà ¹ ôóíêöi¹þ îäíi-
¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Äëÿ íå¨ ó ñòàòòi [17]
îòðèìàíi òàêi ñïiââiäíîøåííÿ

|φ(p)(t)|
p!

≤ BM(2r, φ), (9)

M(2r, φ) ≤ C exp{0, 5|⟨z, c⟩|} ≤ C ′G(z),
(10)

äå |t| = r, B = M(2, φ) ≥ 1, M(r, φ) =
max{|φ(t)| : |t| = r}, C òà C ′ � äîäàòíi
ñòàëi.

Íåõàé ε > 0 äîñèòü ìàëà ñòàëà, H(z) =
F (z) + εΦ(z). Òîäi ç âðàõóâàííÿì (7), (9),
(10) äëÿ n ≥ 4

1

p!

∣∣∣∣∂pH(z)

∂bp

∣∣∣∣ ≤ G(z)

4
+ εBM(2r, φ) ≤

≤
(
1

4
+ εBC ′

)
G(z). (11)

À äëÿ n ≤ 3 ç (9) òà (10) âèïëèâà¹

1

p!

∣∣∣∣∂pH(z)

∂bp

∣∣∣∣ ≥ 1

p!

∣∣∣∣∂pF (z)∂bp

∣∣∣∣− εBM(2r, φ) ≥

≥ 1

p!

∣∣∣∣∂pF (z)∂bp

∣∣∣∣− εBC ′G(z),

òîáòî

max
0≤p≤3

1

p!

∣∣∣∂pH(z)

∂bp

∣∣∣ ≥ G(z)− εBCG(z) =

= (1− εBC ′)G(z). (12)

Ç (11) òà (12) ïðè ε =
3

8BC ′ òåïåð îòðèìó¹ìî

1

p!

∣∣∣∂pH(z)

∂bp

∣∣∣≤ 1/4 + εBC ′

1− εBC ′ max
0≤k≤3

1

k!

∣∣∣∂kH(z)

∂bk

∣∣∣=
= max

{ 1

k!

∣∣∣∂kH(z)

∂bk

∣∣∣ : 0 ≤ k ≤ 3
}
.

Îòæå, H � ôóíêöiÿ îáìåæåíîãî iíäåêñó çà
íàïðÿìêîì b i Nb(H) = 3. Âîäíî÷àñ, F �
ôóíêöiÿ îáìåæåíîãî iíäåêñó çà íàïðÿìêîì
b, àëå Φ(z) = H(z)−F (z)

ε
� íåîáìåæåíîãî ií-

äåêñó çà íàïðÿìêîì b.
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