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IСНУВАННЯ РОЗВ’ЯЗКУ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ
IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПУ

Методом стискаючих вiдображень встановлено достатнi умови iснування розв’язку крайо-
вої задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь нейтрального типу.

Sufficient conditions for boundary value problem solution existence for neutral integral-
differential equations are obtained using the contraction mapping principle.

1. Вступ
Диференцiальнi та iнтегро-диференцiальнi
рiвняння з аргументом, що вiдхиляється,
описують багато прикладних задач в еле-
ктродинамiцi, теорiї автоматичного керува-
ння, хiмiко-технологiчних процесах та iн.
Значний iнтерес представляють крайовi за-
дачi для таких рiвнянь, що виникають у за-
дачах оптимального керування системами iз
запiзненням, у задачах балiстики, екологiї
тощо.

Iснування та єдинiсть розв’язкiв крайо-
вих задач для рiвнянь iз запiзненням ви-
вчались у роботах [1-3]. Крайовi задачi для
диференцiальних рiвнянь нейтрального ти-
пу дослiджувались у працях [4-5] iз викори-
станням методу стискаючих вiдображень та
топологiчних методiв.

У данiй роботi встановлено достатнi умо-
ви iснування розв’язку крайової задачi для
iнтегро-диференцiальних рiвнянь нейтраль-
ного типу, якi продовжують дослiдження
роботи [6].

2. Позначення та постановка задачi
Розглянемо крайову задачу

y′′ (x) = f
(
x, y (x) , y (x− τ0 (x)) , y

′ (x) ,

y′ (x− τ1 (x)) , y
′′ (x− τ2 (x))

)
+ (1)

+

b∫
a

g
(
x, s, y (s) , y (s− τ0 (s)) , y

′ (s) ,

y′ (s− τ1 (s)) , y
′′ (s− τ2 (s))

)
ds,

y(i) (x) = φ(i) (x) , i = 0, 1, 2, (2)
x ∈ [a∗; a] , y (b) = β,

де запiзнення τ0 (x) , τ1 (x) , τ2 (x) – непе-
рервнi невiд’ємнi функцiї, визначенi на
[a, b], φ (x) – задана двiчi неперервно-
диференцiйовна функцiя на [a∗; a], β ∈ R,

a∗ = max

{
min
x∈[a;b]

(x− τ0 (x)) , min
x∈[a;b]

(x− τ1 (x)) ,

min
x∈[a;b]

(x− τ2 (x))

}
.

Нехай функцiї f (x, u0, u1, v0, v1, w),
g (x, s, u0, u1, v0, v1, w) неперервнi за сукупнi-
стю змiнних в областiG = [a, b]×G2

1×G2
2×G3

таQ = [a, b]×G, де G1 = {u ∈ R : |u| < P1},
G2 = {v ∈ R : |v| < P2}, G3 =
{w ∈ R : |w| < P3}, P1, P2, P3 – додатнi
сталi.

Введемо множини точок, що визначаю-
ться запiзненнями τ1 (x) , τ2 (x):

E1 =
{
xi ∈ [a, b] : xi−τ1 (xi) = a, i = 1, 2, ...

}
,

E2 =
{
xj ∈ [a, b] : x0 = a,

xj+1 − τ2 (xj+1) = xj, j = 1, 2, ...
}
,

E = E1 ∪ E2.

Нехай функцiї τ1 (x) , τ2 (x) такi, що мно-
жини E1, E2 є скiнченними. Точки множини
E занумеруємо в порядку їхнього зростання:

a = x0 < x1 < ... < xk < b.
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Введемо такi позначення:

P = sup

{∣∣∣f (x, u, u1, v, v1, w)∣∣∣+∣∣∣∣∣
b∫

a

g(x, s, u, u1, v, v1, w)ds

∣∣∣∣∣ : |ui| < P1,

|vi| < P2, i = 0, 1, |w| < P3, x, s ∈ [a, b]

}
,

J = [a∗, a], I = [a, b], I1 = [a, x1], I2 = [x1, x2],

. . . , Ik = [xk−1, xk] , Ik+1 = [xk, b] .

Означимо множину функцiй

B (J ∪ I) =
{
y (x) : (3)

y(x) ∈
(
C(J ∪ I) ∩

(
C1(I)

)
∩
( k+1∪
j=1

C2(Ij)
))
,

|y (x)| ≤ P1, |y′ (x)| ≤ P2, |y′′ (x)| ≤ P3

}
.

Функцiю y = y (x) iз простору B (J ∪ I)
називатимемо розв’язком задачi (1)-(2),
якщо вона задовольняє рiвняння (1) на [a; b]
(за можливим винятком точок множини E)
i крайовi умови (2).

3. Iснування розв’язку
Введемо у просторi B (J ∪ I) норму

∥y∥B = max

{
8

(b− a)2
max
x∈J ∪ I

|y (x)| , (4)

2

b− a
max

(
max
x∈J

|y′ (x)| ,max
x∈I

|y′ (x)|
)

max
(
max
x∈J

|y′′ (x)| ,max
x∈I1

|y′′ (x)| , . . . ,

max
x∈Ik+1

|y′′ (x)|
)}

.

Простiр B (J ∪ I) iз цiєю нормою є банахо-
вим простором.

Крайова задача (1)-(2) еквiвалентна та-
кому iнтегральному рiвнянню [1, 5]:

y (x) =

b∫
a∗

[
f
(
s, y (s) , y (s− τ0 (s)) , y

′ (s) ,

y′ (s− τ1 (s)) , y
′′ (s− τ2 (s))

)
+ (5)

+

b∫
a

g
(
s, ξ, y (ξ) , y (ξ − τ0 (ξ)) , y

′ (ξ) ,

y′ (ξ − τ1 (ξ)) , y
′′ (ξ − τ2 (ξ))

)
dξ

]
Ḡ (x, s) ds+

l (x) , x ∈ J ∪ I,

де Ḡ (x, s) =

{
G (x, s) , x, s ∈ I,

0, x, s /∈ I,

l(x) =

{
φ (x) , x ∈ J,

β−φ(a)
b−a (x− a) + φ (a) , x ∈ I,

а G (x, s) – функцiя Грiна для такої крайової
задачi:

y′′ (x) = 0, x ∈ I, y (a) = y (b) = 0.

Зазначимо, що, не зменшуючи загальностi,
можна вважати крайовi умови (2) нульови-
ми. У протилежному випадку, лiнiйна замi-
на

z (x) = y (x)− ψ (x) ,

де ψ (x) =

{
φ (x) , x ∈ [a∗, a] ,

φ(a)(b−x)+β(x−a)
b−a , x ∈ [a, b] ,

приводить до крайової задачi типу (1)-(2) з
нульовими крайовими умовами

y(i) = 0, x ∈ [a∗, a] , i = 0, 1, 2, y (b) = 0. (6)

Визначимо оператор T , що дiє в просторi
B (J ∪ I), формулою

(Ty) (x) =

b∫
a∗

[
f
(
s, y (s) , y (s− τ0 (s)) , y

′ (s) ,

y′ (s− τ1 (s)) , y
′′ (s− τ2 (s))

)
+ (7)

+

b∫
a

g
(
s, ξ, y (ξ) , y (ξ − τ0 (ξ)) , y

′ (ξ) ,

y′ (ξ − τ1 (ξ)) , y
′′ (ξ − τ2 (ξ))

)
dξ

]
Ḡ (x, s) ds+

+l (x) , x ∈ J ∪ I.
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Тодi

(Ty)′ (x) =

b∫
a∗

[
f
(
s, y (s) , y (s− τ0 (s)) , y

′ (s) ,

y′ (s− τ1 (s)) , y
′′ (s− τ2 (s))

)
+ (8)

+

b∫
a

g
(
s, ξ, y (ξ) , y (ξ − τ0 (ξ)) , y

′ (ξ) ,

y′ (ξ − τ1 (ξ)) , y
′′ (ξ − τ2 (ξ))

)
dξ

]
Ḡ′
x (x, s) ds+

+l′ (x) , x ∈ J ∪ I,

(Ty)′′ (x) = f
(
s, y (s) , y (s− τ0 (s)) , y

′ (s) ,

y′ (s− τ1 (s)) , y
′′ (s− τ2 (s))

)
+ (9)

+

b∫
a

g
(
s, ξ, y (ξ) , y (ξ − τ0 (ξ)) , y

′ (ξ) ,

y′ (ξ − τ1 (ξ)) , y
′′ (ξ − τ2 (ξ))

)
dξ+

+l′′ (x) , x ∈ J ∪ I.

Теорема 1. Нехай справджуються такi
припущення:

1) max

{
max
x∈J

|φ (x)| , (b−a)2
8

P +

max (|φ (a)| , |γ|)
}

≤ P1,

2) max

{
max
x∈J

|φ′ (x)| , b−a
2
P +

∣∣∣γ−φ(a)b−a

∣∣∣} ≤

P2,

3) max

{
max
x∈J

|φ′′ (x)| , P
}

≤ P3,

4) функцiї f (x, u0, u1, v0, v1, w) ,
g (x, s, u0, u1, v0, v1, w) задовольня-
ють умову Лiпшиця по змiн-
них ui, vi, i = 0, 1, w зi сталими
Lj,Mj, j = 1, 5 в G та Q,

5) (b−a)2
8

2∑
j=1

(
Lj+(b− a)Mj

)
+ b−a

2

4∑
j=3

(
Lj+

(b− a)Mj

)
+ L5 + (b− a)M5 < 1.

Тодi iснує єдиний розв’язок крайової задачi
(1)-(2) в B (J ∪ I).

Доведення. Для функцiї Грiна має мi-
сце спiввiдношення [5]

G (x, s) =

{
(s−a)(x−b)

b−a , a ≤ s ≤ x ≤ b,
(x−a)(s−b)

b−a , a ≤ x ≤ s ≤ b,

i правильнi такi оцiнки

b∫
a

|G (x, s)| ds ≤ (b− a)2

8
, (10)

b∫
a

∣∣∣G′

x (x, s)
∣∣∣ ds ≤ b− a

2
.

Якщо умови 1)-3) та нерiвностi (10)
справджуються, тодi оператор T вiдображає
простiр B (J ∪ I) у себе.

Нехай y1, y2 ∈ B(J ∪ I). Враховуючи умо-
ву 4) та оцiнки (10), одержуємо:∣∣∣(Ty1)(x)− (Ty2)(x)

∣∣∣ ≤
≤

b∫
a∗

[
(L1 + L2) max

x∈J ∪ I
|y1(x)− y2(x)|+

+(L3 + L4)max

{
max
x∈I

∣∣∣y′

1 (x)− y
′

2 (x)
∣∣∣ ,

max
x∈J

∣∣∣y′

1 (x)− y
′

2 (x)
∣∣∣}+

+L5 max

{
max
x∈J

∣∣∣y′′

1 (x)− y
′′

2 (x)
∣∣∣ ,

max
x∈I1

∣∣∣y′′

1 (x)− y
′′

2 (x)
∣∣∣ , . . . ,

max
x∈Ik+1

∣∣∣y′′

1 (x)− y
′′

2 (x)
∣∣∣}+

+(b− a) (M1 +M2) max
x∈J ∪ I

|y1 (x)− y2 (x)|+

+(b− a) (M3 +M4)max

{
max
x∈I

∣∣∣y′

1 (x)− y
′

2 (x)
∣∣∣ ,

max
x∈J

∣∣∣y′

1 (x)− y
′

2 (x)
∣∣∣}+

+M5 (b− a)max

{
max
x∈J

∣∣∣y′′

1 (x)− y
′′

2 (x)
∣∣∣ ,
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max
x∈I1

∣∣∣y′′

1 (x)− y
′′

2 (x)
∣∣∣ , . . . ,

max
x∈Ik+1

∣∣∣y′′

1 (x)− y
′′

2 (x)
∣∣∣}]

×Ḡ (x, s) ds ≤

≤ (b− a)2

8

[
(b− a)2

8

(
L1 + L2+

+(b− a) (M1 +M2)
)
+

+
b− a

2

(
L3 + L4 + (b− a) (M3 +M4)

)
+

+L5 + (b− a)M5

]
∥y1 − y2∥B,∣∣∣(Ty1)′ (x)− (Ty2)

′
(x)
∣∣∣ ≤

≤ b− a

2

[
(b− a)2

8

(
L1 + L2+

+(b− a)
(
M1 +M2

))
+

+
b− a

2

(
L3 + L4 + (b− a) (M3 +M4)

)
+

+L5 + (b− a)M5

]
∥y1 − y2∥B,

∣∣∣(Ty1)′′ (x)− (Ty2)
′′
(x)
∣∣∣ ≤

≤
[
(b− a)2

8

(
L1 + L2 + (b− a)

(
M1 +M2

))
+

+
b− a

2

(
L3 + L4 + (b− a) (M3 +M4)

)
+

+L5 + (b− a)M5

]
∥y1 − y2∥B.

Виходячи iз одержаних оцiнок та означе-
ння норми в просторi B (J ∪ I), маємо

∥(Ty1) (x)− (Ty2) (x)∥B ≤ (11)

≤

[
(b− a)2

8

2∑
j=1

(Lj + (b− a)Mj)+

+
b− a

2

4∑
j=3

(Lj + (b− a)Mj)+

+L5 + (b− a)M5

]
∥y1 − y2∥B.

Iз нерiвностi (11), при виконаннi умови
5), дiстаємо, що оператор T є стискаючим у
просторi B (J ∪ I) i має єдину нерухому то-
чку в цьому просторi. Отже, крайова задача
(1)-(2) має єдиний розв’язок у B (J ∪ I). Те-
орему доведено.

Зауваження. Iтерацiйна схема знахо-
дження наближеного розв’язку крайової за-
дачi (1)-(2) за допомогою кубiчних сплайнiв
дефекту 2 дослiджена в роботi [7].
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