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ВЛАСТИВОСТI ОБ’ЄМНОГО ПОТЕНЦIАЛУ ДЛЯ ОДНОГО КЛАСУ
УЛЬТРАПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ ДОВIЛЬНОГО ПОРЯДКУ

Розглядається задача Кошi для виродженого параболiчного рiвняння типу Колмогорова
довiльного порядку iз залежними лише вiд часової змiнної t коефiцiєнтами. Встановлюються
властивостi вiдповiдного такiй задачi об’ємного потенцiалу в просторах Гельдера зростаючих
при |x| → ∞ функцiй. З цих властивостей випливає коректна розв’язнiсть задачi Кошi з
однорiдними початковими умовами.

A Cauchy problem for degenerate parabolic equation of Kolmogorov type of arbitrary order
with dependent on only time-variable t coefficients is considered. Properties of a volume potential
which corresponding to the problem are established in Hölder spaces of increased as |x| → ∞
functions. From these properties a well-posedness of the Cauchy problem with homogeneous initial
conditions is implied.

Вступ. Розглядатимемо одновимiрну ча-
сову змiнну t i n-вимiрну просторову змiн-
ну x, яка складається з груп змiнних xj :=
(xj1, ...xjnj

) ∈ Rnj , j ∈ {1, 2, 3}, де n1 ≥ n2 ≥
n3 ≥ 0, n = n1+n2+n3. Об’єктом дослiдже-
ння в цiй статтi є задача Кошi вигляду(
∂t−

n2∑
j=1

x1j∂x2j−
n3∑
j=1

x2j∂x3j−
∑

|k1|≤2b

ak1(t)∂
k1
x1

)
×

×u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1)

u(t, x)|t=0 = 0, x ∈ Rn, (2)

де b – задане натуральне число, Π(0,T ] :=
(0, T ] × Rn, T – додатне число. Припускає-
ться, що коефiцiєнти ak1 , k1 ∈ Zn1

+ , |k1| ≤ 2b,
є неперервними комплекснозначними фун-
кцiями на [0, T ] i такими, що диференцiаль-
ний вираз ∂t −

∑
|k1|≤2b

ak1(t)∂
k1
x1

рiвномiрно на

[0, T ]× Rn1 параболiчний за Петровським.
Якщо n3 ≥ 1, то рiвняння (1) вироджує-

ться за двома групами змiнних x2 i x3. Коли
n3 = 0, а n2 ≥ 1, то є виродження за однiєю
групою змiнних x2. У випадку n2 = n3 = 0
рiвняння (1) невироджене.

Для рiвняння (1) iснує фундаментальний
розв’язок задачi Кошi (ФРЗК) G, детальнi
властивостi якого наведено в [1]. Функцiя G
породжує об’ємний потенцiал з густиною f

вигляду

u(t, x) :=
t∫
0

dτ
∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ]. (3)

Для випадку, коли рiвняння (1) 2-го по-
рядку, тобто b = 1, в [1] дослiджувались вла-
стивостi функцiї (3) в припущеннi локальної
гельдеровостi й експоненцiального зростан-
ня при |x| → ∞ функцiї f , у [2] з’ясовувався
зв’язок гельдерiвських властивостей i пове-
дiнки при |x| → ∞ густини f i функцiї u та
її похiдних. Тут ми дослiджуємо аналогiчнi
властивостi (3) для рiвняння (1) довiльного
порядку 2b.

1. Означення норм i просторiв. Кори-
стуватимемось такими позначеннями: M :=
{1, 2, 3}; N := (n1 + (2b + 1)n2 + (4b +
1)n3)/(2b), N1 := n1/(2b), N2 := (n1 + (2b +
1)n2)/(2b); q := 2b/(2b − 1); x1j(t) := x1j,
j ∈ {1, ..., n1}; x2j(t) := x2j + tx1j, j ∈
{1, ..., n2}; x3j(t) := x3j + tx2j + (t2/2)x1j,
j ∈ {1, ..., n3}; xl(t) := (xl1(t), ..., xlnl

(t)),
l ∈ M ; X1(t) := (x1(t), x2(t), x3(t)); X2(t) :=
(ξ1, x2(t), x3(t)); X3(t) := (ξ1, ξ2, x3(t));

ρs(t, x, ξ) :=
s∑
l=1

t1−lq|xl(t) − ξl|q, s ∈ M ;

ρ0(t, x, ξ) := 0; ρ(t, x, ξ) := ρ3(t, x, ξ);
Ec(t, x; τ, ξ) := exp{−cρ(t − τ, x, ξ)}, якщо
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c – додатна стала; [a, x] :=
3∑
l=1

al|xl|q, якщо

a = (a1, a2, a3) ∈ R3, x = (x1, x2, x3) ∈ Rn,

|xl| :=
( nl∑
j=1

x2lj

)1/2
, xl ∈ Rnl , l ∈ M ; Zl+

– множина всiх l-вимiрних мультиiндексiв;
ml := (ml1, ...,mlnl

) – елемент множини Znl
+ ,

l ∈ M ; m := (m1,m2,m3) – елемент мно-
жини Zn+; |ml| := ml1 + ... + mlnl

, якщо
ml ∈ Znl

+ , l ∈ M ; ∂t, ∂y – операцïı дифе-
ренцiювання першого порядку вiдповiдно за
змiнними t, y; ∂ky – операцiя диференцiюва-
ння порядку k > 1 за змiнною y; ∂ml

xl
:=

∂ml1
xl1
...∂

mlnl
xlnl

, якщо xl ∈ Rnl , ml ∈ Znl
+ , l ∈ M ;

∆x′
x f(·, x, ·) := f(·, x, ·)−f(·, x′, ·); d(x, ξ;α) :=

d(x, ξ;α1, α2, α3) :=
3∑
l=1

|xl − ξl|αl/(2b(l−1)+1),

d(x, ξ) := d(x, ξ; 1, 1, 1), якщо {x, ξ} ⊂ Rn,
α = (α1, α2, α3), α1 ∈ [0, 1], α2 ∈ [0, 2b + 1],
α3 ∈ [0, 4b+ 1]; BR := {x ∈ Rn|d(x, 0) ≤ R}.

Зауважимо, що iснюють додатнi числа b1,
b2 такi, що для довiльних {x, ξ} ⊂ Rn i γ > 0:
b1(d(x; ξ))

γ ≤ d(x, ξ; γ, γ, γ) ≤ b2(d(x; ξ))
γ.

Однаково позначаються рiзнi сталi, якщо
ı̈х величини нас не цiкавлять.

Для додатного числа c0 i набору a :=
(a1, a2, a3) невiд’ємних чисел al, l ∈ M , та-
ких, що T < min

l∈M
(c0/al)

(2b−1)/(2b(l−1)+1), роз-

глянемо функцïı [1]
kl(t, al) :=c0al(c

2b−1
0 −a2b−1

l t2b(l−1)+1)1−q, l∈M ,
k(t) := (k1(t, a1), k2(t, a2), k3(t, a3)),
s1(t) :=k1(t,a1)+2

q−1tqk2(t,a2)+2
q−2t2qk3(t,a3),

s2(t) := 2q−1k2(t, a2) + 4q−1tqk3(t, a3),
s3(t) := 4q−1k3(t, a3),
s(t) := (s1(t), s2(t), s3(t)), t ∈ [0, T ],
якi мають такi властивостi:
k(0) = a, al ≤ kl(τ, al) < kl(t, al) < sl(t),
0 ≤ τ < t ≤ T, l ∈M ; (4)
kl(t− τ, kl(τ, al)) ≤ kl(t, al), 0 ≤ τ ≤ t ≤ T,
l ∈M ; (5)
−c0ρ(t, x, ξ) + [a, ξ] ≤ [k(t), X1(t)] ≤ [s(t), x],
t ∈ (0, T ], {x, ξ} ⊂ Rn. (6)

Крiм того, легко переконатися, що справ-
джуються ще такi нерiвностi:
−c0ρ(t−τ, x, ξ)+[k(τ), ξ)] ≤ [k(t), X1(t−τ)] ≤
≤ [s(t), x], 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn; (7)
−c0ρl−1(t− τ, x, ξ) + [k(τ), Xl(t− τ)] ≤
≤ [k(t), X1(t−τ)], 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ}⊂Rn,

l ∈M ; (8)
[k(T ), X1(t)] ≤ [s(T ), x], t ∈ [0, T ], x ∈ Rn. (9)

Означимо норми i простори функцiй. Не-
хай α1 ∈ (0, 1], α2 ∈ (1, 2b + 1], α3 ∈ (2b +
1, 4b + 1], α := (α1, α2, α3), p1 ∈ {0, 1, ..., 2b},
{p2, p3} ⊂ {0, 1}, p := (p1, p2, p3). Використо-
вуватимемо такi гельдеровi простори фун-
кцiй w : Π[0,T ] → C:
Ck(·) – простiр усiх неперервних функцiй

w, для яких скiнченною є норма
||w||k(·) := sup

(t,x)∈Π[0,T ]

(|w(t, x)| exp{−[k(t), x]});

Cα
k(·) – простiр усiх функцiй w, для яких

скiнченною є норма
||w||αk(·) := ||w||k(·) + [w]αk(·),

де [w]αk(·) := sup
{(t,x),(t,x′)}⊂Π[0,T ]

x̸=x′

|∆x′
x w(t,x)|
d(x,x′;α)

×

×(exp{[k(t), x]}+ exp{[k(t), x′]})−1;

Cp,α
k(·) – простiр усiх функцiй w, якi разом

зi свӧıми похiдними ∂ml
xl
w, |ml| ≤ pl, l ∈ M ,

належать до простору Cα
k(·), тобто є скiнчен-

ною норма

||w||p,αk(·) := ||w||αk(·) +
3∑
l=1

∑
0<|ml|≤pl

||∂ml
xl
w||αk(·);

Cp,α
s(·) – простiр, означення якого одержу-

ється з означення простору Cp,α
k(·) замiною

функцïı k на функцiю s.
2. Вiдомостi про фундаментальний

розв’язок задачi Кошi. В [1] встановлено,
що ФРЗК G для рiвняння (1) має вигляд

G(t, x; τ, ξ) =
= (t− τ)−NF−1

σ→y[Ṽ (t, τ, σ)](t, τ, y)|y=y(t−τ,x,ξ),
0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

де F−1 – обернене перетворення Фур’є за
просторовими змiнними,
Ṽ (t, τ, σ) := exp{

∑
|k1|≤2b

i|k1|(t− τ)1−|k1|/(2b)×

×
1∫
0

ak1(τ + (t− τ)β)(σ′
1 + βσ′

2 +
β2

2
σ3)

k′1×

×(σ′′
1 + βσ′′

2)
k′′1 (σ′′′

1 )
k′′′1 dβ},

y(t, x, ξ) := (t−1/(2b)(x1 − ξ1), t
−1−1/(2b)(x2 +

tx̂1 − ξ2), t
−2−1/(2b)(x3 + tx′2 +

t2

2
x′1 − ξ3)),

x′1 := (x11, ..., x1n3), x′′1 := (x1(n3+1), ..., x1n2),
x′′′1 := (x1(n2+1), ..., x1n1), x̂1 := (x11, ..., x1n2),
i такi властивостi:

1) функцiя G(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T ,
{x, ξ} ⊂ Rn, неперервна при (t, x) ̸= (τ, ξ) ра-
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зом зi свӧıми похiдними ∂m1
x1
∂m2
x2
∂m3
x3
G i справ-

джуються оцiнки
|∂m1
x1
∂m2
x2
∂m3
x3
G(t, x; τ, ξ)| ≤

≤ Cm(t− τ)−N−(|m1|+(2b+1)|m2|+(4b+1)|m3|)/(2b)×
×Ec(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

ml ∈ Znl
+ , l ∈M, (10)

де Cm i c – деякi додатнi сталi;
2) для довiльного γ ∈ (0, 1] i того самого

c, що в (10), правильними є оцiнки
|∆x′

x ∂
m
x G(t, x; τ, ξ)| ≤ Cm(d(x; x

′))γ×
×(t− τ)−N−(|m1|+(2b+1)|m2||(4b+1)|m3|+γ)/(2b)×

×Ec(t, x; τ, ξ), (d(x;x′))2b ≤ t− τ,

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, x′, ξ} ⊂ Rn,m ∈ Zn+; (11)

3) справджується рiвнiсть∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)dξ =

= exp{(t− τ)
1∫
0

a0(τ + (t− τ)β)dβ},

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn; (12)

4) для 0 ≤ τ < t ≤ T i x ∈ Rn правильнi
рiвностi

∂mx
∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)dξ = 0, m ∈ Zn+ \ {0};

∂m2
x2
∂m3
x3

∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ)dξ2dξ3 = 0,

(m2,m3) ∈ Zn2+n3
+ \ {0};

∂m3
x3

∫
Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξ3=0,m3 ∈ Zn3
+ \{0}. (13)

Зауваження 1. Зi структури рiвняння
(1) та ФРЗК для нього випливає, що фун-
кцiя

∫
Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξ3 є ФРЗК для рiвнян-

ня (1), якщо в нього входять тiльки першi
двi групи просторових змiнних (n3 = 0), а∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ)dξ2dξ3 – ФРЗК для невиро-

дженого параболiчного за Петровським рiв-
няння (n2 = n3 = 0), адже∫

Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξ3 = (t− τ)−N2×

×F−1
(σ1,σ2)→(y1,y2)

[Ṽ (t, τ, (σ1, σ2, 0))](t, τ, y1, y2),∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ)dξ2dξ3 = (t− τ)−N1×

×F−1
σ1→y1

[Ṽ (t, τ, (σ1, 0, 0))](t, τ, y1),
де y1 = y1(t− τ, x, ξ), y2 = y2(t− τ, x, ξ).

Твердження iз зауваження 1 було врахо-
вано в [1], зокрема, при доведеннi рiвностей
(13).

Надалi сталу c0 з означення функцiй
kl(t, al), l ∈M , братимемо з iнтервалу (0, c),
де c – стала з оцiнок (10). Права частина
нерiвностi (10) мiстить функцïı Ec i ρ, якi
мають такi властивостi [1]:∫

Rn

(t− τ)−NEδ(t, x; τ, ξ)dξ = C, τ < t,

{x, ξ} ⊂ Rn, δ > 0; (14)

(d(Xs(t− τ); ξ))βEc̄(t, x; τ, ξ) ≤
≤ C(t− τ)β/(2b)Ec̄1(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T,

{x, ξ} ⊂ Rn, c̄1 ∈ (0, c̄), β ∈ (0, 1]; (15)

∀{c1, c2} ⊂ R, 0 < c2 < c1, ∃C > 0:
exp{−c1ρ(t, x′, ξ)} ≤ C exp{−c2ρ(t, x, ξ)},

x ∈ Rn, t > 0, d(x, x′) < t1/(2b). (16)

Крiм того, правильна нерiвнiсть
∀R̄ > 0 : ρ(t, x, ξ) ≥ t−λRq, t ∈ (0, T ],

x ∈ BR̄, ξ ∈ Rn \B2R, (17)

де R := R̄(1 + T + T 2/2), λ = q − 1 при
t ∈ (0, 1], λ = 3q − 1 при t > 1.

Доведемо нерiвнiсть (17). Маємо

ρ(t, x, ξ)≥ t−λ
3∑
l=1

|x̄l(t)− ξl|q≥ t−λ||ξ|−|X1(t)||q.

Якщо t ∈ (0, T ], x ∈ BR̄, то |X1(t)| =
= |x+ t(0, (x11, ..., x1n2), (x21, ..., x2n3))+

+(t2/2)(0, 0, (x11, ..., x1n3)) ≤
≤ |x|+ t(|x1|+ |x2|) + (t2/2)|x1| ≤

≤ (1 + t + t2/2)|x| ≤ (1 + T + T 2/2)R̄. Тому
для ξ ∈ Rn \ B2R, R = R̄(1 + T + T 2/2):
ρ(t, x, ξ)≥ t−λ(2R− R̄(1 + T + T 2/2))q= t−λRq.

3. Формули для похiдних вiд об’єм-
ного потенцiалу, породженого фунда-
ментальним розв’язком рiвняння (1).
Далi позначатимемо: r1 := 2b; r2 := 1; r3 := 1.

Теорема 1. Нехай f ∈ Ck(·) i задовольня-
ється така умова Гельдера з числами α1 ∈
(0, 1], α2 ∈ (1, 2b+ 1] i α3 ∈ (2b+ 1, 4b+ 1] :

∀R > 0 ∃C > 0 ∀(t, x) ∈ [0, T ]×BR :

|∆x′

x f(t, x)| ≤ Cd(x, x′;α1, α2, α3). (18)
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Тодi об’ємний потенцiал (3) має неперерв-
нi похiднi, що входять у рiвняння (1), якi
визначаються для (t, x) ∈ Π(0,T ] формулами

∂m1
x1
u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂m1
x1
G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ,

|m1| < 2b; (19)

∂ml
xl
u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂ml
xl
G(t, x; τ, ξ)×

×∆
Xl(t−τ)
ξ f(τ, ξ)dξ, |ml| = rl, l ∈M ; (20)

∂tu(t, x) = f(t, x)+

+

t∫
0

dτ

∫
Rn

∂tG(t, x; τ, ξ)∆
X3(t−τ)
ξ f(τ, ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
Rn1+n2

∂t

∫
Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξ3×

×∆
X2(t−τ)
X3(t−τ)f(τ,X3(t− τ))dξ1dξ2+

+

t∫
0

dτ

∫
Rn1

∂t

∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ)dξ2dξ3×

×∆
X1(t−τ)
X2(t−τ)f(τ,X2(t− τ))dξ1+

+

t∫
0

∂t

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)dξf(τ,X1(t− τ))dτ.

(21)
Крiм того задовольняється умова

∂ml
xl
u(t, x)−→

t→0
0, |ml| ≤ rl, l ∈M, (22)

рiвномiрно стосовно x ∈ BR з довiльним до-
датним R.

Доведення. Покладемо
I(t, x; τ) :=

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ,

Km1(t, x; τ) :=
∫
Rn

∂m1
x1
G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ,

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn. (23)

Тодi

u(t, x) =
t∫
0

I(t, x; τ)dτ, (t, x) ∈ Π(0,T ].

Спочатку доведемо правильнiсть форму-
ли (19). Щоб довести, що
∂m1
x1
I(t, x; τ) = Km1(t, x; τ), 0 ≤ τ < t ≤ T,

x ∈ Rn, |m1| < 2b, (24)

необхiдно переконатися, що ıнтеграл
Km1(t, x; τ) збiгається рiвномiрно стосовно
x ∈ BR для довiльного R > 0 та фiксова-
них t i τ . Оцiнимо пiдiнтегральну функцiю
з Km1 . На пiдставi (10) та належностi фун-
кцïı f до простору Ck(·) маємо
|∂m1
x1
G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)|≤Cm(t−τ)−N−|m1|/(2b)×
×Ec(t, x; τ, ξ) exp{[k(τ), ξ]}||f ||k(·).

За допомогою нерiвностi (7) отримуємо
|∂m1
x1
G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)|≤Cm(t−τ)−N−|m1|/(2b)×
×Ec−c0(t, x; τ, ξ) exp{[s(t), x]}||f ||k(·) =

= Cm||f ||k(·) exp{[s(t), x]}(t− τ)−N−|m1|/(2b)×

×exp{−(c−c0)
3∑
l=1

(t− τ)1−lq|x̄l(t− τ)−ξl|q}=

=: J1(t, x; τ, ξ).

Якщо в iнтегралi по ξ ∈ Rn вiд оцiннӧı
функцïı J1 зробити замiну змiнних ξl за фор-
мулами

ηl = (t− τ)1/q−l(ξl − x̄l(t− τ)), l ∈M, (25)

то дiстанемо ∫
Rn

J1(t, x; τ, ξ)dξ =

=
∫
Rn

Cm(t− τ)−|m1|/(2b) exp{[s(t), x]}||f ||k(·)×

× exp{−(c− c0)
3∑
l=1

|ηl|q}dη =

= C(t− τ)−|m1|/(2b) exp{[s(t), x]}||f ||k(·).
Отже, iнтеграл Km1(t, x; τ) збiгається рiв-

номiрно стосовно x ∈ BR для довiльного
R > 0 та фiксованих t i τ , тому справджую-
ться рiвнiсть (24) та оцiнка

|∂m1
x1
I(t, x; τ)| ≤

≤ C(t− τ)−|m1|/(2b) exp{[s(t), x]}||f ||k(·),

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn, |m1| < 2b. (26)

За допомогою нерiвностi (26) доводи-
ться рiвномiрна збiжнiсть стосовно (t, x) ∈
[0, T ]×BR, R > 0, iнтеграла

t∫
0

∂m1
x1
I(t, x; τ)dτ.
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Отже, правильна рiвнiсть

∂m1
x1
u(t, x) =

t∫
0

∂m1
x1
I(t, x; τ)dτ,

(t, x) ∈ [0, T ]×BR, R > 0,
звiдки на пiдставi довiльностi R > 0 та (24)
випливає формула (19). Крiм того, справ-
джується оцiнка
|∂m1
x1
u(t, x)|≤Ct1−|m1|/(2b) exp{[s(t), x]}||f ||k(·),

(t, x) ∈ Π(0,T ], |m1| < 2b. (27)

Для доведення рiвностi (20) покладемо
I ′(t, x; τ) :=

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)∆y
ξf(τ, ξ)|y=Xl(t−τ)dξ,

K ′
ml
(t, x; τ) :=

=
∫
Rn

∂ml
xl
G(t, x; τ, ξ)∆

Xl(t−τ)
ξ f(τ, ξ)dξ,

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn.
Доведемо, що

∂ml
xl
I ′(t, x; τ) = K ′

ml
(t, x; τ), 0 ≤ τ < t ≤ T,

x ∈ Rn, |ml| = rl, l ∈M. (28)

Для цього оцiнимо пiдiнтегральну функцiю
з K ′

ml
. Нехай R̄ > 0, R := R̄(1 + T + T 2/2).

При (t, x) ∈ (0, T ] × BR̄ i (τ, ξ) ∈ [0, t) × B2R

на пiдставi (10) та (18), а потiм (15) з c̄ = c з
урахуванням того, що α1 < α2 < α3, маємо

|∂ml
xl
G(t, x; τ, ξ)∆

Xl(t−τ)
ξ f(τ, ξ)| ≤

≤ Cm(t− τ)−N−(l−1/q)|ml|×
×Ec(t, x; τ, ξ)d(ξ,Xl(t− τ);α1, α2, α3) ≤

≤ Cm(t− τ)−N−(l−1/q)|ml|+αl/(2b)Ec̄1(t, x; τ, ξ).
(29)

Використовуючи нерiвностi (7), (8), (10)
i (17), а також те, що f ∈ Ck(·), для (t, x) ∈
(0, T ]× BR̄ i (τ, ξ) ∈ [0, t)× (Rn \ B2R) отри-
муємо

|∂ml
xl
G(t, x; τ, ξ)∆

Xl(t−τ)
ξ f(τ, ξ)| ≤

≤ Cm(t− τ)−N−(l−1/q)|ml|Ec(t, x; τ, ξ)×
×(exp{[k(τ), ξ]}+ exp{[k(τ), Xl(t− τ)]})×

×||f ||k(·) ≤ Cm(t− τ)−N−(l−1/q)|ml|×
×Ec−c0(t, x; τ, ξ) exp{[s(t), x]}||f ||k(·) ≤

≤ Cm(t− τ)−N−(l−1/q)|ml|×
× exp{− c−c0

2
(t− τ)−λRq}×

×E(c−c0)/2(t, x; τ, ξ) exp{[s(t), x]}||f ||k(·).
Очевидно, що iснує таке c2 ∈ (0, c−c0

2
), що

(t− τ)−(l−1/q)|ml| exp{− c−c0
2

(t− τ)−λRq} ≤

≤ C exp{−c2(t− τ)−λRq}.
Тому

|∂ml
xl
G(t, x; τ, ξ)∆

Xl(t−τ)
ξ f(τ, ξ)| ≤

≤ C(t− τ)−N exp{−c2(t− τ)−λRq}×
×E(c−c0)/2(t, x; τ, ξ) exp{[s(t), x]}||f ||k(·),

(t, x)∈(0, T ]×BR̄, (τ, ξ)∈ [0, t)×(Rn \B2R).
(30)

Якщо подати K ′
ml

у виглядi суми iнтегра-
лiв по B2R i по Rn \ B2R, то на пiдставi (29)
i (30) перший доданок оцiниться через
J2(t, x; τ) :=

∫
B2R

Cm(t− τ)−N−(l−1/q)|ml|+αl/(2b)×

×Ec̄1(t, x; τ, ξ)dξ, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ BR̄,
а другий – через

J3(t, x; τ) :=
=

∫
Rn\B2R

C(t− τ)−N exp{−c2(t− τ)−λRq}×

×E(c−c0)/2(t, x; τ, ξ) exp{[s(t), x]}||f ||k(·)dξ,
0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ BR̄.

Враховуючи рiвностi (14) i те, що при за-
даних αl i |ml| = rl виконується нерiвнiсть
−(l − 1/q)|ml| + αl/(2b) > −1, l ∈ M , дiста-
ємо збiжнiсть iнтегралiв J2 i J3 та рiвномiр-
ну збiжнiсть iнтеграла K ′

ml
(t, x; τ) стосовно

x ∈ BR̄ при фiксованих t i τ . На пiдставi
довiльностi R̄ > 0 звiдси випливає рiвнiсть
(28). Крiм того, оскiльки
J2(t, x; τ)≤

∫
Rn

Cm(t− τ)−N−(l−1/q)|ml|+αl/(2b)×

×Ec̄1(t, x; τ, ξ)dξ = C(t− τ)−(l−1/q)|ml|+αl/(2b),
J3(t, x; τ)≤

∫
Rn

C(t− τ)−NE(c−c0)/2(t, x; τ, ξ)dξ×

× exp{[s(t), x]}||f ||k(·)=C exp{[s(t), x]}||f ||k(·),
0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn,

то маємо ще таку оцiнку для |ml| = rl,
l ∈M :
|∂ml
xl
I ′(t, x; τ)| ≤ C((t− τ)−(l−1/q)|ml|+αl/(2b)+

+exp{[s(t), x]}||f ||k(·)), 0 ≤ τ < t ≤ T,

x ∈ Rn. (31)

Вираз ∂ml
xl
I ′(t, x; τ) можна записати у ви-

глядi
∂ml
xl
I ′(t, x; τ) = ∂ml

xl
I(t, x; τ) + ∂ml

xl
I ′1(t, x; τ),

де I – iнтеграл з формули (23), а
I ′1(t, x; τ) :=

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, y)|y=Xl(t−τ)dξ,

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn.
Оскiльки

I ′1(t, x; τ) =
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=
∫

Rn1×...×Rnl−1

( ∫
Rnl×...×Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξl...dξ3

)
×

×f(τ, y)|y=Xl(t−τ)dξ1...dξl−1,
то на пiдставi вiдповiднӧı рiвностi з (13)

∂ml
xl
I ′1(t, x; τ) =

=
∫

Rn1×...×Rnl−1

∂ml
xl

( ∫
Rnl×...×Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξl...dξ3

)
×

×f(τ, y)|y=Xl(t−τ)dξ1...dξl−1 = 0.
Отже,

∂ml
xl
I ′(t, x; τ) = ∂ml

xl
I(t, x; τ),

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn. (32)

Оцiнка (31), в якiй −(l − 1
q
)|ml| + αl

2b
>

−1, та рiвнiсть (32) доводять рiвномiрну збi-
жнiсть стосовно (t, x) ∈ (0, T ] × BR при до-
вiльному R > 0 iнтеграла

t∫
0

∂ml
xl
I(t, x; τ)dτ.

Звiдси та довiльностi R > 0 випливає рiв-
нiсть

∂ml
xl
u(t, x) =

t∫
0

∂ml
xl
I(t, x; τ)dτ,

(t, x) ∈ Π(0,T ], |ml| = rl, l ∈M,
що разом з (32) i (28) доводить формулу
(20). Крiм того, справджується оцiнка

|∂ml
xl
u(t, x)| ≤ C(t1−(l−1/q)|ml|+αl/(2b)+
+t exp{[s(t), x]}||f ||k(·)),

(t, x) ∈ Π(0,T ], |ml| = rl, l ∈M. (33)

Тепер доведемо правильнiсть формули
(21) для (t, x) ∈ Π[t0,T ], де t0 > 0. Для цього
розглянемо сукупнiсть функцiй

uh(t, x) :=
t−h∫
0

dτ
∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ =

=

t−h∫
0

I(t, x; τ)dτ, (t, x)∈Π[t0,T ], 0<h<t0.

(34)
Оскiльки пiдiнтегральна функцiя I на

пiдставi оцiнки (26) є обмеженою, то iснує
похiдна ∂tuh в Π[t0,T ], причому

∂tuh(t, x) = I(t, x; t− h) +
t−h∫
0

∂tI(t, x; τ)dτ,

(t, x) ∈ Π[t0,T ]. (35)

Очевидно, що iнтеграл I можна подати у ви-
глядi такӧı суми:

I(t, x; τ) =
=
∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)∆y3
ξ f(τ, ξ)|y3=X3(t−τ)dξ+

+
∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)∆y2
y3
f(τ, y3)| y2=X2(t−τ)

y3=X3(t−τ)

dξ+

+
∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)∆y1
y2
f(τ, y2)| y1=X1(t−τ)

y2=X2(t−τ)

dξ+

+
∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, y1)|y1=X1(t−τ)dξ =

=:
4∑
l=1

I ′′l (t, x; τ), 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn.

Тому

∂tI(t, x; τ) =
4∑
l=1

∂tI
′′
l (t, x; τ),

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn. (36)

Покладемо
K1(t, x; τ) :=

∫
Rn

∂tG(t, x; τ, ξ)∆
X3(t−τ)
ξ f(τ, ξ)dξ,

K2(t, x; τ) :=
∫

Rn1+n2

∂t
∫

Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξ3×

×∆
X2(t−τ)
X3(t−τ)f(τ,X3(t− τ))dξ1dξ2,

K3(t, x; τ) :=
∫

Rn1

∂t
∫

Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ)dξ2dξ3×

×∆
X1(t−τ)
X2(t−τ)f(τ,X2(t− τ))dξ1,

K4(t, x; τ) :=∂t
∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)dξf(τ,X1(t− τ)),

i доведемо, що
∂tI

′′
l (t, x; τ) = Kl(t, x; τ), 0 ≤ τ < t ≤ T,

x ∈ Rn, l ∈ {1, 2, 3, 4}. (37)

Для цього встановимо, що iнтеграли
Kl(t, x; τ) збiгаються рiвномiрно стосовно
t ∈ [t1 −h/3,min(t1 +h/3, T )], де t1 – довiль-
но фiксоване число з [t0, T ], для фiксованих
x ∈ Rn i τ ∈ [0, t1 − 2h/3].

При l ∈ {1, 2, 3} це доводиться аналогiчно
до доведення збiжностi iнтегралiв K ′

ml
, тiль-

ки для оцiнювання пiдiнтегральних фун-
кцiй з Kl використовуються не безпосере-
дньо оцiнки (10), а оцiнки

|∂tG(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−N−2−1/(2b)×
×Ec(t, x; τ, ξ)(|x1|+ |x2|),

|∂t
∫

Rn3

G(t, x; τ, ξ)dξ3| ≤ C(t− τ)−N2−1−1/(2b)×

× exp{−cρ2(t− τ, x, ξ)}|x1|,
|∂t

∫
Rn2+n3

G(t, x; τ, ξ)dξ2dξ3| ≤ C(t− τ)−N1−1×

× exp{−cρ1(t− τ, x, ξ)},

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (38)
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Щоб отримати першу з оцiнок (38), потрi-
бно пiдставити G в однорiдне рiвняння (1),
скористатися тим, що G є розв’язком цього
рiвняння, оцiнками (10) та обмеженiстю ко-
ефiцiєнтiв. Двi наступнi оцiнки з (38) отри-
муються подiбним чином, тiльки з урахува-
нням зауваження 1.

Зазначимо, що при доведеннi (37) при l ∈
{1, 2, 3} отримуємо такi оцiнки:

|∂tI ′′1 (t, x; τ)| = |K1(t, x; τ)| ≤
≤ C((t− τ)−2−1/(2b)+α3/(2b)×

×(|x1|+ |x2|) + exp{[s(t), x]}||f ||k(·)),
|∂tI ′′2 (t, x; τ)| = |K2(t, x; τ)| ≤ C(|x1|×

×(t−τ)−1−1/(2b)+α2/(2b)+exp{[s(t), x]}||f ||k(·)),
|∂tI ′′3 (t, x; τ)|= |K3(t, x; τ)|≤C((t− τ)−1+

α1
2b +

+exp{[s(t), x]}||f ||k(·)),

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn. (39)

На пiдставi рiвностi (12), належностi f до
простору Ck(·), а також нерiвностей (4) i (7)
маємо
|K4(t, x; τ)|≤ Cexp{[k(τ), X1(t− τ)]}||f ||k(·)≤

≤ C exp{[k(t), X1(t− τ)]}||f ||k(·) ≤
≤ C exp{[s(t), x]}||f ||k(·),
0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn.

Звiдси випливає, що K4(t, x; τ) також рiв-
номiрно збiгається стосовно t ∈ [t1 −
h/3,min(t1 + h/3, T )], справджуються рiв-
нiсть (37) з l = 4 та оцiнка
|∂tI ′′4 (t, x; τ)|= |K4(t, x; τ)|≤C exp{[s(t), x]}×

×||f ||k(·), 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn. (40)

Об’єднавши рiвностi (35), (36) i (37),
отримаємо

∂tuh(t, x) = I(t, x; t− h)+

+
t−h∫
0

4∑
l=1

Kl(t, x; τ)dτ =

= I(t, x; t− h) +
4∑
l=1

t−h∫
0

Kl(t, x; τ)dτ,

(t, x) ∈ Π[t0,T ], h ∈ (0, t0). (41)

Оскiльки для довiльних R̄ > 0 i t0 ∈ (0, T )
рiвномiрно стосовно (t, x) ∈ [t0, T ] × BR̄ є
правильними такi граничнi спiввiдношення:

uh(t, x)−→
h→0

u(t, x); (42)

I(t, x; t− h)−→
h→0

f(t, x); (43)

t−h∫
0

Kl(t, x; τ)dτ −→
h→0

t∫
0

Kl(t, x; τ)dτ,

l ∈ {1, 2, 3, 4}, (44)

то при прямуваннi в рiвностi (41) до границi
при h→ 0 отримаємо формулу (21).

Доведемо спiввiдношення (42)–(44). За
допомогою оцiнки (26) маємо

|u(t, x)− uh(t, x)| =

= |
t∫

t−h
dτ
∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ| ≤

≤ |
t∫

t−h
|I(t, x; τ)|dτ ≤

≤
t∫

t−h
C exp{[s(t), x]}||f ||k(·)dτ =

= C exp{[s(t), x]}||f ||k(·)h,
(t, x) ∈ Π[t0,T ], 0 < h < t0,

звiдки випливає (42).
Розпишемо
I(t, x; t− h) =

∫
Rn

G(t, x; t− h, ξ)f(t, ξ)dξ+

+

∫
Rn

G(t, x; t− h, ξ)∆t
t−hf(t− h, ξ)dξ. (45)

На пiдставi граничнӧı властивостi iнте-
грала Пуассона задачi Кошi [1]∫
Rn

G(t, x; t− h, ξ)f(t, ξ)dξ−→
h→0

f(t, x) (46)

рiвномiрно стосовно (t, x) ∈ [t0, T ]×BR̄.
Унаслiдок оцiнок (10) i (17), належностi

f до Ck(·) та неперервностi функцïı f за t в
[t0, T ]×BR отримаємо

|
∫
Rn

G(t, x; t− h, ξ)∆t
t−hf(t− h, ξ)dξ| ≤

≤
∫
B2R

|G(t, x; t− h, ξ)∆t
t−hf(t− h, ξ)|dξ+

+
∫

Rn\B2R

|G(t, x; t− h, ξ)∆t
t−hf(t− h, ξ)|dξ ≤

≤
∫
B2R

Ch−NEc(t, x; t− h, ξ)ω(h,R)dξ+

+
∫

Rn\B2R

Ch−NEc(t, x; t− h, ξ)×

×(exp{[k(t− h), ξ)]}+ exp{[k(t), ξ)]})×
×||f ||k(·)dξ =: J4(t, x;h) + J5(t, x;h),

де R = R̄(1 + T + T 2/2), ω(h,R) → 0 при
h→ 0.

Використовуючи рiвнiсть (14), маємо
J4(t, x;h) ≤
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≤
∫
Rn

Ch−NEc(t, x; t− h, ξ)ω(h,R)dξ =

= Cω(h,R), (t, x) ∈ [t0, T ]×BR̄,
а на пiдставi (7), (14) i (17)
J5(t, x;h)=

∫
Rn\B2R

Ch−Nexp{−cρ(h, x, ξ)}||f ||k(·)×

×(exp{[k(t− h), ξ)]}+ exp{[k(t), ξ)]})dξ ≤
≤ C

∫
Rn\B2R

h−N exp{−(c− c0)ρ(h, x, ξ)}×

×(exp{[k(t), X1(h)]}+
+exp{[k(t+ h), X1(h))]})dξ||f ||k(·) ≤
≤ C

∫
Rn\B2R

h−N exp{− c−c0
2
h−λRq}×

×E(c−c)/2(h, x; 0, ξ)dξ(exp{[k(t), X1(h)]}+
+exp{[k(t+ h), X1(h)]})||f ||k(·) ≤
≤ C exp{− c−c0

2
h−λRq}||f ||k(·)×

×(exp{[k(t), X1(h)]}+exp{[k(t+h), X1(h)]}),
(t, x) ∈ [t0, T ]×BR̄.

Оскiльки J4 та J5 прямують до нуля при
h → 0 рiвномiрно щодо (t, x) ∈ [t0, T ] × BR̄,
то другий доданок правӧı частини (45) рiв-
номiрно в цiй областi прямує до нуля при
h→ 0, а з урахуванням (46) отримуємо (43).

Спiввiдношення (44) випливає з
оцiнок (39) i (40), на пiдставi яких∣∣∣∣∣ t∫
t−h

Kl(t, x; τ)dτ

∣∣∣∣∣−→h→0
0 рiвномiрно щодо

(t, x) ∈ [t0, T ]×BR̄, l ∈ {1, 2, 3, 4}.
Отже, доведена правильнiсть формул

(19)–(21). Правильнiсть (22) безпосередньо
випливає з оцiнок (27) i (33). ◃

Зауваження 2. З виведених формул
(19)–(21) на пiдставi того, що функцiя
G(t, x; τ, ξ) як функцiя t i x при довiльно
фiксованих τ ∈ [0, t) i ξ ∈ Rn є розв’язком
рiвняння (1) з f = 0, випливає, що функцiя
(3) є регулярним розв’язком неоднорiдного
рiвняння (1).

4. Властивостi об’ємного потенцiа-
лу. Крiм наведених у теоремi 1 i зауваженнi
2 властивостей об’ємного потенцiалу, насту-
пна теорема мiстить новi його властивостi.

Теорема 2. Якщо f ∈ Cα
k(·), де α :=

(β, β + 1, β + 2b + 1) з деяким β ∈ (0, 1], то
u ∈ Cr,α′

s(·) , де α′ := (β, β, β), r := (r1, r2, r3),
справджуються оцiнка

||u||r,α
′

s(·) ≤ C||f ||αk(·) (47)

i рiвностi

lim
t→0

(
sup
x∈Rn

(|∂ml
xl
u(t, x)| exp{−[s(t), x]})

)
= 0,

|ml| ≤ rl, l ∈M. (48)

Доведення. Перш за все зауважимо, що
оскiльки f ∈ Cα

k(·), α = (β, β+1, β+2b+1) з
деяким β ∈ (0, 1], то функцiя f задовольняє
умови теореми 1, зокрема умову (18) з α1 =
β, α2 = β + 1, α3 = β + 2b + 1. Тому для u
правильнi всi твердження теореми 1.

Спочатку розглянемо випадок, коли
|m1| < 2b. На пiдставi (27) при d(x, x′) ≥
t1/(2b) для довiльного γ ∈ (0, 1] одержуємо

|∆x′
x ∂

m1
x1
u(t, x)| ≤ |∂m1

x1
u(t, x)|+

+|∂m1
x1
u(t, x)|x=x′ | ≤ Ct1−|m1|/(2b)×

×(exp{[s(t), x]}+ exp{[s(t), x′]})||f ||k(·) ≤
≤ C(d(x, x′))γt1−(|m1|+γ)/(2b)(exp{[s(t), x]}+

+exp{[s(t), x′]})||f ||k(·).
Якщо d(x, x′) < t1/(2b), то за допомогою

(7), (11), (14), (19) i належностi f до Cα
k(·)

маємо
|∆x′

x ∂
m1
x1
u(t, x)| ≤

≤
t∫
0

dτ
∫
Rn

|∆x′
x ∂

m1
x1
G(t, x; τ, ξ)||f(τ, ξ)|dξ ≤

≤ C(d(x, x′))γ
t∫
0

dτ
∫
Rn

(t− τ)−N−(|m1|+γ)/(2b)×

×Ec(t, x; τ, ξ) exp{[k(τ), ξ]}dξ||f ||k(·) ≤

≤ C(d(x, x′))γ
t∫
0

(t− τ)−(|m1|+γ)/(2b)dτ×

× exp{[s(t), x]}||f ||k(·) =
= C(d(x, x′))γt1−(|m1|+γ)/(2b)×

× exp{[s(t), x]}||f ||k(·).
З цих оцiнок та (27) випливає, що u ∈ Cp,α′′

s(·) ,
де p = (p1, 0, 0), p1 < 2b, α′′ = (γ, γ, γ), γ ∈
(0, 1], i

||u||p,α
′′

s(·) ≤ C||f ||k(·). (49)

Нехай тепер |ml| = rl, l ∈M . Оцiнки (33)
за умов теореми на f не є точними. Тому
оцiнимо ∂ml

xl
u за допомогою формули (20),

належностi f до Cα
k(·), нерiвностей (7), (8),

(10) i (15) та рiвностi (14). Маємо

|∂ml
xl
u(t, x)|≤Cm

t∫
0

dτ

∫
Rn

(t− τ)−N−(l− 1
q
)|ml|×
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×Ec(t, x; τ, ξ)d(ξ,Xl(t−τ); β, β+1, β+2b+1)×

×(exp{[k(τ), ξ]}+exp{[k(τ), Xl(t−τ)]})dξ×

×[f ]αk(·) ≤ C

t∫
0

dτ

∫
Rn

(t− τ)−N−(l− 1
q
)|ml|×

×Ec−c0(t, x; τ, ξ)×

×d(ξ,Xl(t− τ); β, β + 1, β + 2b+ 1)dξ×

× exp{[s(t), x]}[f ]αk(·) ≤

≤ C

t∫
0

dτ

∫
Rn

(t− τ)−N−(l− 1
q
)|ml|+αl/(2b)×

×Ec̄1(t, x; τ, ξ)dξ exp{[s(t), x]}[f ]αk(·) =

= C

t∫
0

(t− τ)−(l− 1
q
)|ml|+αl/(2b)dτ×

× exp{[s(t), x]}[f ]αk(·) =

= Ct1−(l− 1
q
)|ml|+αl/(2b) exp{[s(t), x]}[f ]αk(·).

Оскiльки |ml| = rl, l ∈ M , i α1 = β, α2 =
β+1, α3 = β+2b+1, то −(l− 1

q
)|ml|+αl/(2b) =

−1+β/(2b), l ∈M , i отримуємо таку оцiнку:

|∂ml
xl
u(t, x)| ≤ Ctβ/(2b) exp{[s(t), x]}[f ]αk(·),

(t, x) ∈ Π(0,T ], |ml| = rl, l ∈M. (50)

Якщо d(x, x′) ≥ t1/(2b), то з (50) вiдразу
маємо

|∆x′

x ∂
ml
xl
u(t, x)|≤C(d(x, x′))β(exp{[s(t), x]}+

+exp{[s(t), x′]})[f ]αk(·), {(t, x), (t, x′)}⊂Π(0,T ].
(51)

Нехай тепер {(t, x), (t, x′)} ⊂ Π(0,T ] i d :=

d(x, x′) < t1/(2b). Тодi

|∆x′

x ∂
ml
xl
u(t, x)| ≤

≤

∣∣∣∣∣∣
t−d2b∫
0

dτ

∫
Rn

∆x′

x ∂
ml
xl
G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
t∫

t−d2b

dτ

∫
Rn

∂ml
xl
G(t, x; τ, ξ)∆

Xl(t−τ)
ξ f(τ, ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣
t∫

t−d2b

dτ

∫
Rn

∂ml
xl
G(t, x; τ, ξ)∆

X′
l(t−τ)

ξ f(τ, ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣ =
=: P1 + P2 + P3,

де X ′
l(t− τ) = Xl(t− τ)|x=x′ , l ∈M .

За допомогою (11), першӧı рiвностi з (13)
i належностi f до Cα

k(·) маємо

P1 ≤
t−d2b∫
0

dτ

∫
Rn

|∆x′

x ∂
ml
xl
G(t, x; τ, ξ)|×

×|∆Xl(t−τ)
ξ f(τ, ξ)|dξ ≤

≤ Cdγ
t−d2b∫
0

dτ

∫
Rn

(t− τ)−N−(l− 1
q
)|ml|−γ/(2b)×

×Ec(t, x; τ, ξ)d(ξ,Xl(t−τ); β, β+1, β+2b+1)×
×(exp{[k(τ), ξ]}+exp{[k(τ), Xl(t− τ)]})dξ)×

×[f ]αk(·).

Далi використаємо нерiвностi (7), (8) i
(15) та рiвнiсть (14). Одержуємо

P1≤Cdγ
t−d2b∫
0

dτ

∫
Rn

(t− τ)−N−(l− 1
q
)|ml|−γ/(2b)×

×d(ξ,Xl(t− τ); β, β + 1, β + 2b+ 1)dξ×
×Ec−c0(t, x; τ, ξ) exp{[s(t), x]}[f ]αk(·) ≤

≤ Cdγ
t−d2b∫
0

(t− τ)−(l− 1
q
)|ml|+(αl−γ)/(2b)dτ×

× exp{[s(t), x]}[f ]αk(·) = Cdγ×

×
t−d2b∫
0

(t− τ)−1+(β−γ)/(2b)dτ exp{[s(t), x]}[f ]αk(·)

або при γ ∈ (β, 1)

P1 ≤ Cdγ(t− τ)(β−γ)/(2b)
∣∣∣t−d2b
0

exp{[s(t), x]}×

×[f ]αk(·) = Cdγ(dβ−γ − t(β−γ)/(2b))×
× exp{[s(t), x]}[f ]αk(·) ≤

≤ C(d(x, x′))β exp{[s(t), x]}[f ]αk(·). (52)
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На пiдставi (7), (8), (10), (14) i (15) та на-
лежностi f до Cα

k(·) маємо

P2 ≤ C

t∫
t−d2b

dτ

∫
Rn

(t− τ)−N−(l− 1
q
)|ml|×

×Ec(t, x; τ, ξ)d(ξ,Xl(t−τ); β, β+1, β+2b+1)×
×(exp{[k(τ), ξ]}+exp{[k(τ), Xl(t− τ)]})dξ×

×[f ]αk(·) ≤ C

t∫
t−d2b

(t− τ)−(l− 1
q
)|ml|+αl/(2b)dτ×

×exp{[s(t), x]}[f ]αk(·)=C
t∫

t−d2b

(t−τ)−1+β/(2b)dτ×

× exp{[s(t), x]}[f ]αk(·)=C(t− τ)β/(2b)
∣∣∣t−d2b
t

×

× exp{[s(t), x]}[f ]αk(·) =

= C(d(x, x′))β exp{[s(t), x]}[f ]αk(·). (53)

Аналогiчно

P3 ≤ C(d(x, x′))β exp{[s(t), x′]}[f ]αk(·). (54)

З оцiнок (51)–(54) випливає, що u ∈ Cr,α′

s(·) ,
де α′ = (β, β, β), r = (r1, r2, r3) = (2b, 1, 1) i
правильна оцiнка (47). З оцiнок (27) i (50)
безпосередньо випливає (48). ◃

5. Коректна розв’язнiсть задачi Ко-
шi (1), (2). Виберемо невiд’ємнi числа al,
l ∈ M , якi входять у вирази для функцiй kl
i sl, l ∈M , так, щоб виконувалася умова

T < min
l∈M

(c0/sl(T ))
(2b−1)/(2b(l−1)+1).

На пiдставi зауваження 2 та рiвностi
(48) за умов теореми 2 об’ємний потенцi-
ал (3), породжений ФРЗК для рiвняння (1),
є розв’язком неоднорiдного рiвняння (1) з
однорiдною початковою умовою (2).

З результатiв, отриманих в [1] (теорема
3.8), випливає, що не iснує бiльше одного
розв’язку рiвняння (1), який задовольняє
такi умови:

1) ∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ]:

sup
x∈Rn

(|u(t, x)| exp{−[s(t), x]}) ≤ C;

2) lim
t→0

∫
Rn

u(t, x)ψ(x)dx = 0

для довiльнӧı функцïı ψ такӧı, що∫
Rn

|ψ(x)| exp{[s(T ), x]}dx <∞.

Наслiдком цього є такий результат.
Твердження. У просторi Cr,α′

s(·) , де r =

(2b, 1, 1), α′ = (β, β, β) з деяким β ∈ (0, 1], не
iснує бiльше одного розв’язку рiвняння (1),
для якого виконується умова (48).

З теорем 1 i 2 та цього твердження випли-
ває така теорема про коректну розв’язнiсть
задачi Кошi (1), (2).

Теорема 3. Нехай f ∈ Cα
k(·), де α =

(β, β +1, β +2b+1) з деяким β ∈ (0, 1]. Тодi
формулою (3) визначається єдиний розв’я-
зок рiвняння (1), який належить до про-
стору Cr,α′

s(·) , де r = (2b, 1, 1), α′ = (β, β, β),
i для якого справджуються оцiнка (47) та
рiвностi (48).

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Kochubei A.N.
Analytic methods in the theory of differential and
pseudo-differential equations of parabolic type //
Operator Theory: Adv. and Appl. – 2004. – 152. –
390 р.

2. Дронь В.С. Про коректну розв’язнiсть у ваго-
вих просторах Гельдера задачi Кошi для одного кла-
су вироджених параболiчних рiвнянь типу Колмого-
рова // Наук. вiсник Чернiвецького ун-ту – 2000. –
76. – С. 32-41.

56 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2016. – Т. 4, № 3–4.


