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ПАРАБОЛIЧНI РIВНЯННЯ З ВИРОДЖЕННЯМИ
НА ПОЧАТКОВIЙ ГIПЕРПЛОЩИНI

Наведено короткий огляд результатiв учнiв С. Д. Ейдельмана, що стосуються побудови,
дослiдження i застосування фундаментального розв’язку задачi Кошi для параболiчних i
деяких ультрапараболiчних типу Колмогорова рiвнянь з виродженнями на початковiй гiпер-
площинi.

A brief review of results of S. D. Eidelman’s disciples is presented. These results relate to
construction, research and application of fundamental solution of the Cauchy problem for parabolic
and some ultraparabolic Kolmogorov equations with degenerations on initial hyperplane.

Вступ. У зв’язку з вiдзначенням у
2016 р. 70-рiччя кафедри диференцiальних
рiвнянь Чернiвецького унiверситету прина-
гiдно згадати її фундаторiв, якi започатку-
вали перспективнi напрямки наукових до-
слiджень. Одним iз таких фундаторiв був
С.Д. Ейдельман, який, працюючи в Чернiв-
цях, запропонував i почав активно розроб-
ляти низку актуальних проблем теорiї па-
раболiчних рiвнянь. Отриманi ним i його
учнями результати добре вiдомi свiтовiй ма-
тематичнiй громадськостi. У цiй статтi на-
водиться короткий огляд одержаних учня-
ми С. Д. Ейдельмана результатiв дослiджен-
ня параболiчних рiвнянь, якi мають вирод-
ження на гiперплощинi задання початкових
даних.

Поштовхом до цих дослiджень були пра-
цi [1–4], в яких розглядались параболiчнi
за Петровським рiвняння з виродження-
ми на початковiй гiперплощинi. У працях
А.С. Калашникова [1, 2] знайдено класи ко-
ректностi для вироджених за часовою змiн-
ною параболiчних рiвнянь другого поряд-
ку, що включають зростаючi функцiї. Цi ре-
зультати були одержанi без використання
фундаментального розв’язку. А. В. Глушак
та С. Д. Шмулевич [3] побудували фунда-
ментальний розв’язок задачi Кошi (ФРЗК)
для вироджених на початковiй гiперплощи-

нi {t = 0} параболiчних рiвнянь довiльно-
го порядку, за допомогою якого визначи-
ли клас коректностi задачi без початкових
умов. Цей клас ширший, нiж клас, одержа-
ний в [1]. Вiн мiстить функцiї, якi зроста-
ють як при |x| → ∞, так i при t → 0. У
працi В.П. Глушка [4] доведено, що сильно
вироджене рiвняння не дозволяє розгляда-
ти класичну задачу Кошi з початковими да-
ними при t = 0. Тому природно задавати
початкову умову з деякою вагою. Саме такi
розв’язки, якi з деякою вагою задовольня-
ють початкову умову спецiального вигляду,
були знайденi в [3].

Розглядатимемо рiвняння (скалярне або
векторне, тобто систему скалярних рiвнянь)
вигляду(

α(t)∂t − β(t)A(t, x, ∂x)− a0(t, x)
)
u = f,

t > 0, x ∈ Rn, (1)

де a0 – задана функцiя, A – диференцiаль-
ний вираз за n-вимiрною просторовою змiн-
ною x такий, що вираз

∂t − A(t, x, ∂x)− a0(t, x) (2)

рiвномiрно параболiчний в тому чи iншому
сенсi в шарi Π[0,T ] := [0, T ]×Rn; α i β – непе-
рервнi на [0, T ] функцiї, для яких α(t) > 0,
β(t) > 0 при t > 0 i α(0)β(0) = 0, причому
функцiя β монотонно неспадна.
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Оскiльки рiвняння (1) при t = 0 вирод-
жується, то для нього не завжди можна
розглядати задачу Кошi з початковими да-
ними при t = 0 у звичайному розумiннi.
Але можна говорити про фундаментальний
розв’язок задачi Кошi (ФРЗК) згiдно з та-
ким означенням.

Означення 1. ФРЗК для рiвняння (1)
називається функцiя G(t, x; τ, ξ), 0 < τ <
< t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, така, що формула

u(t, x) =

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)φ(ξ) dξ, (t, x) ∈ Π(τ,T ],

визначає розв’язок рiвняння (1) при t > τ ,
x ∈ Rn, який задовольняє початкову умову

u(t, x)

∣∣∣∣
t=τ

= φ(x), x ∈ Rn,

для будь-якого τ ∈ (0, T ) i довiльної непе-
рервної та обмеженої функцiї φ.

Рiвняння (1) мають виродження при t =
0, якi класифiкуються за величинами

A(t, τ) :=

t∫
τ

dθ

α(θ)
i B(t, τ) :=

t∫
τ

β(θ)

α(θ)
dθ.

Так, у випадку, коли A(T, 0) < +∞, рiв-
няння (1) має слабке виродження, а коли
A(T, 0) = +∞, то – сильне. Якщо A(T, 0) =
+∞ i B(T, 0) = +∞, то маємо випадок дуже
сильного виродження.

Зауважимо, що коли a0 ≡ 0, то в рiвнян-
нi (1) вiд змiнної t ∈ (0, T ] можна перейти
до нової змiнної τ = −B(T, t). При цьому
величина τ буде змiнюватися на iнтервалi
(−B(T, 0), 0], який у випадку дуже сильного
виродження є необмеженим. Отже, рiвнян-
ня (1) зведеться до рiвняння без вироджень,
яке треба розглядати, взагалi кажучи, на не-
обмеженому часовому iнтервалi. Такий роз-
гляд вимагає спецiального додаткового до-
слiдження.

Для скалярних рiвнянь, якi далi розгля-
датимемо, побудовано ФРЗК (в деяких ви-
падках в явному виглядi), одержано оцiнки
ФРЗК та його похiдних, установлено рiзнi
властивостi ФРЗК. За допомогою цих вла-
стивостей дослiджено коректну розв’язнiсть

рiвнянь iз звичайною початковою умовою у
випадку слабкого виродження i без початко-
вої умови, якщо виродження сильне. У ви-
падку слабкого виродження знайдено необ-
хiднi й достатнi умови зображення розв’яз-
кiв рiвнянь у виглядi суми iнтегралiв Пу-
ассона та об’ємних потенцiалiв, дослiджено,
в якому сенсi данi розв’язки задовольняють
початковi умови, та описано множини поча-
ткових значень розв’язкiв.

1. Параболiчнi за Петровським чи за
Ейдельманом рiвняння з обмеженими
коефiцiєнтами. Розглянемо рiвняння (1), в
якому вираз (2) є рiвномiрно параболiчним
за Петровським чи за Ейдельманом i його
коефiцiєнти обмеженi. Наведемо для такого
рiвняння результати, якi опублiкованi у пра-
цях [5–13]. У формулюваннях обмежимось
тiльки рiвняннями Ейдельмана, частинним
випадком яких є рiвняння Петровського.

Нехай n, b1, . . . , bn – заданi натуральнi чи-
сла; b – найменше спiльне кратне чисел
b1, . . . , bn; qj := 2bj/(2bj − 1), 1 ≤ j ≤ n;

M :=
n∑
j=1

(b/bj); ||k|| :=
n∑
j=1

(bkj/bj), якщо

k := (k1, . . . , kn) – мультиiндекс; p(x; y) :=

(
n∑
j=1

|xj − yj|2bj/b)1/2 –
−→
2b-параболiчна вiд-

стань мiж точками x := (x1, . . . , xn) i y :=
(y1, . . . , yn) з Rn ; ∆x′

x i ∆t′
t – прирости вiдпо-

вiдно за змiнними x i t; a ∆t′,x′

t,x – прирiст за
t i x;

A(t, x, ∂x) =
∑

0<||k||≤2b

ak(t, x) ∂
k
x . (3)

Теорема 1. Нехай виконуються умови:
А1) рiвняння (1) у випадку (3) рiвномiр-

но
−→
2b-параболiчне на множинi Π[0,T ];
А2) коефiцiєнти ak, ||k|| ≤ 2b, обмеже-

нi, неперервнi за t (для векторного рiвняння
неперервнiсть за t ak з ||k|| = 2b рiвномiрна
щодо x ∈ Rn) i гельдеровi за x рiвномiрно
стосовно t з показником γ ∈ (0, 1) в Π[0,T ].

Тодi для цього рiвняння iснує ФРЗК G,
для якого правильнi оцiнки

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M−∥k∥/(2b)×
×Ed

c (t, x; τ, ξ), (4)
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|∆x′

x ∂
k
xG(t, x; τ, ξ)| ≤ C(p(x;x′))γ×
×(B(t, τ))−M−(∥k∥+γ)/(2b)×

×
(
Ed
c (t, x; τ, ξ) + Ed

c (t, x
′; τ, ξ)

)
, (5)

0 < τ < t ≤ T, {x, x′, ξ} ⊂ Rn, ∥k∥ ≤ 2b,

де C > 0, c > 0 i d ∈ R.
В оцiнках (4) i (5)

Ed
c (t, x; τ, ξ) := Ec(t, x; τ, ξ)E

d(t, τ),

Ed(t, τ) := exp{dA(t, τ)}, Ec(t, x; τ, ξ) :=

= exp
{
−c

n∑
j=1

(B(t, τ))1−qj |xj − ξj|qj
}
.

Якщо додатково до умов теореми 1 вико-
нується ще умова

А3) коефiцiєнти ak, ∥k∥ ≤ 2b, для довiль-
них {t, t′} ⊂ (0, T ], t < t′, i x ∈ Rn задоволь-
няють умову

|∆t′

t ak(t, x)| ≤ C(A(t′, t))γ/(2b),

то, крiм оцiнок (4) i (5), справджуються
оцiнки

|∆t′,x′

t,x ∂
k
xG(t, x; τ, ξ)| ≤ C(p(t′, x′; t, x))γ×

×
(
(B(t, τ))−M−(∥k∥+γ)/(2b)Ed

c (t, x; τ, ξ)+

+(B(t′, τ))−M−(∥k∥+γ)/(2b)Ed
c (t

′, x′; τ, ξ)
)
,

∥k∥ ≤ 2b, (6)∣∣∣∫
Rn

∂kxG(t, x; τ, y)dy
∣∣∣ ≤ C(B(t, τ))−(∥k∥−γ)/(2b)×

×Ed(t, τ), 0 < ∥k∥ ≤ 2b, (7)∣∣∣∆t′,x′

t,x

∫
Rn

∂kxG(t, x; τ, y)dy

∣∣∣∣ ≤ C(p(t′, x′; t, x))γ×

×
(
Ed(t, τ) + Ed(t′, τ)

)
, 0 < ∥k∥ ≤ 2b, (8)

де 0 < τ < t < t′ ≤ T , {x, x′, ξ} ⊂ Rn,
p(t, x; τ, y) := ((A(t, τ))1/b + (p(x; y))2)1/2.

В оцiнках (4)–(8) стала d може бути до-
вiльного знака або нулем. У випадку слаб-
кого вирождення рiвняння (1) у цих оцiнках
можна брати τ = 0 i d = 0.

ФРЗК G породжує iнтеграл Пуассона

функцiї φ

u1(t, x) :=

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ],

(9)
iнтеграл Пуассона узагальненої мiри µ

u2(t, x) :=

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)dµ(ξ), (t, x) ∈ Π(0,T ],

(10)
та об’ємний потенцiал

v(t, x) :=

t∫
0

dτ

α(τ)

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ]. (11)

Результати про ФРЗК дозволяють дослi-
джувати коректну розв’язнiсть задач з по-
чатковими умовами i задач без початкових
умов у залежностi вiд характеру вироджень
рiвнянь. Наведемо деякi результати такого
дослiдження.

Розглядатимемо простори функцiй, якi є
неперервними або мають потрiбну гладкiсть
та задовольняють певнi умови при t → 0 i
|x| → ∞. Їх поведiнка при t → 0 описується
функцiєю

(δ(t))µ(∆(t, 0))rEd(T, t), t ∈ (0, T ],

де µ – невiд’ємне цiле число, {r, d} ⊂ R,
δ : [0, T ] → [0,∞) – неперервна монотонно
неспадна функцiя така, що для довiльних
t ∈ (0, T ]

0 < δ(t) ≤ β(t), ∆(t, 0) :=

t∫
0

δ(λ)

α(λ)
dλ <∞,

а при |x| → ∞ – функцiєю

Φν(t, x) := exp
{
ν

n∑
j=1

kj(t, aj)|xj|qj
}
,

(t, x) ∈ Π[0,T ], ν ∈ {−1, 1}, (12)

з k⃗(t, a⃗) := (k1(t, a1), ..., kn(t, an)), t ∈ [0, T ],
де

kj(t, aj) :=
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:= c0aj(c
2bj−1
0 − (T −B(T, t))a

2bj−1
j )1−qj ,

j ∈ {1, ..., n}, (13)

для t ∈ (0, T ] и kj(0, aj) := 0, якщо B(T, 0) =
∞. Тут c0 – фiксоване число з промiжку
(0, c), де c – стала з оцiнок ФРЗК, а числа
aj такi, що 0 ≤ aj < c0T

1−qj .
Зазначимо, що кожна з функцiй kj(·, aj),

j ∈ {1, ..., n}, монотонно зростає i справджу-
ється нерiвнiсть

Ec0(t, x; τ, ξ)Φ1(τ, ξ) ≤ Φ1(t, x),

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn.

Нехай p ∈ [1,∞] i u(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ], –
задана комплекснозначна функцiя, вимiрна
за x при довiльному t ∈ [0, T ]. Для кожного
t ∈ [0, T ] означимо норми

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)p := ∥u(t, ·)Φ−1(t, ·)∥Lp(Rn).

Через Lk⃗(t,⃗a)p позначимо простiр вимiрних за
Лебегом функцiй φ : Rn → C, для яких скiн-
ченна норма ∥φ∥k⃗(t,⃗a)p .

Нехай B – σ-алгебра борельових множин
простору Rn, а M – сукупнiсть усiх злiчен-
но адитивних функцiй ν : B −→ C (уза-
гальнених борельових мiр), якi мають скiн-
ченну повну варiацiю |ν|. Через M k⃗(0,⃗a) по-
значимо сукупнiсть усiх узагальнених мiр
µ : B −→ C таких, що функцiя

ν(A) =

∫
A

Φ−1(0, x) dµ(x), A ∈ B,

належить до простору M . При цьому для
довiльної µ ∈M k⃗(0,⃗a)

∥µ∥k⃗(0,⃗a) :=
∫
Rn

Φ−1(0, x) d|µ|(x) <∞.

Використовуватимемо ще простори
L
−k(T,⃗a)
1 , вимiрних функцiй ψ : Rn → C

зi скiнченною нормою ∥ψ∥−k⃗(T,⃗a)1 :=

∥ψ(·)Φ1(T, ·)}∥L1(Rn) i простiр C
−k⃗(T,⃗a)
0 не-

прервних функцiй ψ : Rn → C таких, що
|ψ(x)|Φ1(T, x) −→

|x|→∞
0. Для ψ ∈ C

−k⃗(T,⃗a)
0 по-

кладемо ∥ψ∥−k⃗(T,⃗a)∞ := sup
x∈Rn

(|ψ(x)|Φ1(T, x)).

Для функцiї f : Π(0,T ] → CN використо-
вуватимемо такi умови:

Д1) для довiльного R > 0 iснують сталi
C > 0 i γ ∈ (0, 1] такi, що для будь-яких t ∈
(0, T ] i {x, ξ} ⊂ BR виконується нерiвнiсть

|∆ξ
xf(t, x)| ≤ C(p(x, ξ))λ;

Д2) для будь-якого R > 0 iснують сталi
C > 0 i γ ∈ (0, 1] такi, що для довiльних t ∈
(0, T ] и {x, ξ} ⊂ BR виконується нерiвнiсть

|∆ξ
xf(t, x)| ≤ Cδ(t)E−d(T, t)(p(x; ξ))γ,

де δ : (0, T ] → [0,∞) – функцiя, яка задо-

вольняє умову
T∫
0

(δ(t)/α(t))dt <∞;

Д3p) для довiльних t ∈ (0, T ] скiнченнi

величини ∥f(t, ·)∥k⃗(t,⃗a) i F3p(t) :=
t∫
0

(B(t −

τ))−1+1/(2b)∥f(τ, ·)∥k⃗(τ,⃗a)dτ , 1 ≤ p ≤ ∞;
Д4) iснує така стала C > 0, що для до-

вiльних t ∈ (0, T ] виконується нерiвнiсть

F (t) :=

t∫
0

Ed(T, τ)∥f(τ, ·)∥k⃗(τ,⃗a) dτ
α(τ)

≤ C,

де BR – куля в Rn радiуса R з центром у
початку координат,

∥f(τ, ·)∥k⃗(τ,⃗a) := sup
x∈Rn

(|f(τ, x)|Ψ−1(τ, x)).

У випадку слабкого виродження можна
розглядати задачу Кошi для рiвняння (1) з
початковою умовою

u(t, x)
∣∣∣
t=0

= φ(x), x ∈ Rn. (14)

Теорема 2. Нехай рiвняння (1) у випад-
ку (3) має слабке виродження i для його ко-
ефiцiєнтiв виконуються умови А1, А2 та
умова

А3) iснують похiднi ∂kxak, ||k|| ≤ 2b, якi
задовольняють умову А2.

Тодi правильними є такi твердження:
1) якщо φ ∈ L

k⃗(0,⃗a)
p i функцiя f задоволь-

няє умови Д1 та Д3p, 1 ≤ p ≤ ∞, то
функцiя

u(t, x) := u1(t, x) + v(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ],
(15)

60 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2016. – Т. 4, № 3–4.



є єдиним розв’язком рiвняння (1) таким,
що

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] ∀ l ∈ Zn+, ||l|| ≤ 2b :

∥∂lxu(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)p ≤ C
(
∥φ∥k⃗(0,⃗a)p + F3p(t)

)
,

при 1 ≤ p <∞

lim
t→0+

∥u(t, ·)− φ∥k⃗(t,⃗a)p = 0

i при p = ∞

lim
t→0+

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)φ(x)dx

для будь-якої функцiї ψ ∈ L
−k⃗(T,⃗a)
1 ;

2) якщо µ ∈M k⃗(0,⃗a) i для функцiї f вико-
нуються умови Д1 та Д31, то функцiя

u(t, x) := u2(t, x) + v(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ],
(16)

є єдиним розв’язком рiвняння (1), який за-
довольняє такi умови:

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] :

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a)1 ≤ C
(
∥µ∥k⃗(0,⃗a) + F31(t)

)
,

i

lim
t→0+

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)dµ(x)

для довiльної функцiї ψ ∈ C
−k⃗(T,⃗a)
0 .

Якщо рiвняння (1) має дуже сильне ви-
родження, то для цього рiвняння початко-
ву умову вигляду (14) задовольнити, взага-
лi кажучи, не можна. Наведемо теорему, в
якiй даються умови коректної розв’язностi
дуже сильно вирожденого рiвняння (1) без
початкових умов.

Теорема 3. Нехай для коэфiцiєнтiв ak,
∥k∥ ≤ 2b, рiвняння (1) виконуються умови
А1, А2 та умова

А4) коефiцiєнти ak, ||k|| ≤ 2b, обмеже-
нi, гельдеровi за t, x з показником γ ∈ (0, 1)
в Π[0,T ] i та A(T, 0) = ∞. Якщо функцiя
f : Π(0,T ] → C непрервна та задовольняє
зi сталою d з оцiнок (4) умови Д2 i Д4,

то формула (11) визначає єдиний розв’язок
рiвняння (1), для якого правильна оцiнка

∥v(t, ·)∥k⃗(t,⃗a) ≤ CE−d(T, t)F (t), t ∈ (0, T ].

У випадку сильного виродження рiвнян-
ня (1), можна ставити початкову умову у ви-
глядi

(u(t, x)Ed(T, t))
∣∣∣
t=0

= φ(x), x ∈ Rn, (17)

де число d з оцiнок (4). Розв’язок задачi (1),
(17) зображується у виглядi

u(t, x) =

∫
Rn

G0(t, x; ξ)φ(ξ)dξ + v(t, x),

(t, x) ∈ Π(0,T ], (18)

де

G0(t, x; ξ) := lim
τ→0

(G(t, x; τ, ξ)E−d(T, τ)).

Зазначимо, що в працях В.В. Городець-
кого та I. В.Житарюка [14, 15] вивченi влас-
тивостi розв’язкiв задачi Кошi для пара-
болiчних рiвнянь зi слабким виродженням
на початковiй гiперплощинi та початковими
даними iз спецiальних просторiв узагальне-
них функцiй.

2. Параболiчнi рiвняння зi зростаю-
чими коефiцiєнтами. У випадку, коли ко-
ефiцiєнти виразу A та a0 можуть зроста-
ти при |x| → +∞, результати опублiковано
в [16–18]. Сформулюємо вiдповiднi теореми
для випадку рiвнянь з

A(t, x, ∂x) =
∑

||k||≤2b

ak(t, x) ∂
k
x , a0(t, x) = 0

(19)
i

A(t, x, ∂x) =
∑

0<||k||≤2b

ak(t, x)∂
k
x ,

a0(t, x) = b(t, x), (20)

Щоб сформулювати припущення щодо
коефiцiєнтiв рiвняння (1), розглянемо вiдпо-
вiдне рiвнянню (1) у випадку (19) рiвняння
без виродження(

∂t −
∑

||k||≤2b

ak(t, x)∂
k
x

)
u(t, x) = 0,
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(t, x) ∈ Π(0,T ], (21)

та у випадку (20) рiвняння без виродження
i без члена з коефiцiєнтом b(

∂t −
∑

0<||k||≤2b

ak(t, x)∂
k
x

)
u(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (22)

Означення 2. Рiвняння з виродженням
(1) у випадках (19) i (20) називають диси-
пативними

−→
2b-параболiчними в Π[0,T ], якщо

такими є вiдповiдно рiвняння (21) i (22).
Означення 3. Рiвняння (21) називати-

мемо дисипативним
−→
2b-параболiчним (за

Ейдельманом) в Π[0,T ], якщо iснує неперерв-
на функцiя D : Rn → [1,∞), яка задоволь-
няє такi умови:

1) D(x) → ∞ при |x| → ∞;
2) функцiї bk(t, x) := ak(t, x)(D(x))||k||−2b,

(t, x) ∈ Π[0,T ], ||k|| ≤ 2b, обмеженi;
3) рiвняння(

∂t−
∑

||k||+kn+1=2b

bk(t, x)∂
k
x(−i∂xn+1)

kn+1

)
v(t, x) = 0

з обмеженими коефiцiєнтами i додатко-
вою просторовою змiнною xn+1 є рiвномiр-
но на Π[0,T ] × R

−→
2B-параболiчним, де

−→
2B :=

(2b1, . . . , 2bn, 2b). Функцiя D при цьому на-
зивається характеристикою дисипацiї рiв-
няння (21).

Теорема 4. Нехай для коефiцiєнтiв ak,
∥k∥ ≤ 2b, рiвняння (1) у випадку (19) вико-
нуються умови

Б1) рiвняння (1) є дисипативним
−→
2b-

параболiчним у Π[0,T ] з характеристикою
дисипацiї D;

Б2) коефiцiєнти ak, ||k|| ≤ 2b, рiвняння
мають неперервнi похiднi ∂lxak, ||k|| ≤ 2b,
||l|| ≤ 2b, для яких справджуються оцiнки

|∂lxak(t, x)| ≤ C(D(x))2b−||k||+||l||(1−ε),

(t, x) ∈ Π[0,T ],

де C > 0, ε ∈ (0, 1); функцiї bk, ||k|| ≤ 2b, як
функцї t, є неперервними рiвномiрно щодо
x ∈ Rn;

Б3) похiднi ∂lxak, ||k|| ≤ 2b, ||l|| ≤ 2b, за-
довольняють локальну умову Гельдера за x

з показником λ ∈ (0, 1] вiдносно вiдстанi p
рiвномiрно щодо t ∈ [0, T ], тобто

∀R > 0 ∃C > 0 ∀ {x, x′} ⊂ BR ∀ t ∈ [0, T ] :

|∆x′

x ∂
l
xak(t, x)| ≤ C(p(x, x′))λ.

Тодi для такого рiвняння iснує ФРЗК G,
для якого правильнi оцiнки

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤ C(B(t, τ))−M−∥k∥/(2b)×
×Ec(t, x; τ, ξ) exp{dB(t, τ)} (23)

i

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤ C×

×
∥k∥∑
j=0

(B(t, τ))−M−(∥k∥−j)/(2b)(D(x))j(1−ε)×

×Ec(t, x; τ, ξ) exp{dB(t, τ) + g(x)− g(ξ)},
(24)

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, ∥k∥ ≤ 2b,

в яких C > 0, c > 0, d ∈ R, а g – довiльна
функцiя, що задовольняє умову

Б4) g(x) → ∞ при |x| → ∞; iснують ло-
кально неперервнi за Гельдером з показни-
ком λ з умови А3 похiднi ∂kxg, 0 < ||k|| ≤ 4s,
якi пов’язанi з характеристикою дисипацiї
D умовою

|∂kxg(x)| ≤ Cη(D(x))||k||(1−ε),

x ∈ Rn, 0 < ||k|| ≤ 4b,

де C > 0, ε ∈ (0, 1), η – досить мале дода-
тне число, вибором якого в кожнiй конкре-
тнiй ситуацiї розпоряджаємось.

Для рiвняння (1) i випадку (20) правиль-
на наступна теорема про ФРЗК.

Теорема 5. Якщо для коефiцiєнтiв ak,
0 < ∥k∥ ≤ 2b, i характеристики дисипацiї
D виконанi умови

В1) виконується умова Б1;
В2) ∃C > 0 ∃ γ ∈ (0, 1] ∀ {(t, x), (t, y)} ⊂

Π[0,T ] ∀ k ∈ Zn+, ||k|| ≤ 2b : |∆y
xak(t, x)| ≤

C(p(x, y))γ((D(x))2b−||k||+(D(y))2b−||k||); фун-
кцiї bk, ||k|| ≤ 2b, як функцiї t, є неперерв-
ними рiвномiрно стосовно x ∈ Rn;

В3) характеристика дисипацiї D задо-
вольняє такi умови:

1) ∃C > 0 ∀ {x, y} ⊂ Rn, q(x, y) ≤ 1 :
D(x) ≤ CD(y);
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2) ∃C > 0 ∀ {x, y} ⊂ Rn, q(x, y) > 1:

D(x) ≤ C exp{ε
n∑
j=1

|xj − yj|(D(y))mj},

де ε – досить мале додатне число, вибором
якого в конкретнiй ситуацiї розпоряджає-
мось, а функцiя b обмежена, неперервна за
t i гельдерова за x з показником γ в Π[0,T ], a

q(x, y) := (
n∑
j=1

|xj− yj|qj)1/q
′ – спецiальна вiд-

стань мiж точками x i y простору Rn, а
q′ := max

i∈{1,...,n}
qj, то для рiвняння (1) у випад-

ку (20) iснує ФРЗК G, для якого правильнi
при ∥k∥ < 2b оцiнки

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤ Cl

(
(B(t, τ))−M−∥k∥/(2b)×

× exp{−cB(t, τ)(D(ξ))2b}+ (D(ξ))−l
)
×

×Ed
c (t, x; τ, ξ), (25)

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤ C

∥k∥∑
j=0

(B(t, τ))−M−(∥k∥−j)/(2b)×

(D(x))jEd
c (t, x; τ, ξ) exp{g(x)− g(ξ)}, (26)

а при ∥k∥ = 2b оцiнки

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤ Cl

(
(B(t, τ))−M−1×

× exp{−cB(t, τ)(D(ξ))2b}+ (D(ξ))−l
)
×

×Ed
c (t, x; τ, ξ)×

×
(
(D(x))2b + exp{2bεMB(t, τ)(D(x))2b}

)
.

(27)

В оцiнках (25)–(27) 0 < τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂
Rn, l – довiльне додатне число, g – довiльна
функцiя, що звдовольняє умову

В4) g(x) → ∞ при |x| → ∞, iснують
похiднi ∂kxg, 0 < ||k|| ≤ 2b, для яких справ-
джуються нерiвностi

|∂kxg(x)| ≤ Cη(D(x))||k||,

|∆y
x∂

k
xg(x)| ≤ Cη(p(x, y))γ

(
(D(x))||k||+

+(D(y))||k||
)
, {x, y} ⊂ Rn, 0 < ||k|| ≤ 2b,

де C > 0, γ ∈ (0, 1] з умови Б2, η – досить
мале додатне число, вибором якого в кон-
кретнiй ситуацiї розпоряджаємось;
Cl > 0, C > 0, c > 0, d ∈ R.

Зазначимо, що набiр умов В не вимагає
великої гладкостi коефiцiєнтiв, але наклада-
ється спецiальне обмеження на характери-
стику дисипацiї D.

Наведемо ще результати про ФРЗК для
рiвняння (1) у випадку (19) зi зростаючи-
ми коефiцiєнтами, для якого виконанi iншi
умови. Нехай b′ := max

j∈{1,...,n}
bj, δ0 ∈ (0, 1) i

функцiя η0 ∈ C4b′(R) така, що η0(r) := |r|
при |r| ≥ 1 + δ0, η0(r) := 1 при |r| ≤ 1 − δ0 i
|η(k)0 (r)| ≤ C, r ∈ R, k ∈ {1, ..., 4b′}. Розгля-
немо функцiї

D0(x) :=
( n∑

j=1

(η0(xj))
qj
)(1−ε0)/(2b)

, x ∈ Rn,

(28)
i

g0(t, x) := a(1− (Aa)2b−1B(t, 0))−1/(2b−1)×
×(D0(x))

2b, (t, x) ∈ Π[0,T ], (29)

де число ε0 ∈ (0, 1) в кожнiй конкретнiй
ситуацiї вибирається спецiальним способом,
A – досить велике додатне число, а число
a > 0 таке, що виконується нерiвнiсть T ≤
(Aa)1−2b/2.

Використовуватимемо наступний набiр
умов з функцiєю D = D0, означеною в (28).

Г1. Функцiї bk(t, x) := ak(t, x)×
×(D0(x))

∥k∥−2b, (t, x) ∈ Π[0,T ], ∥k∥ ≤ 2b,
обмеженi i рiвняння (21) рiвномiрно

−→
2b-

параболiчне в Π[0,T ].
Г2. Виконуються умови А1 i А3.
Г3. Для рiвняння (1) у випадку (19) iснує

спряжене рiвняння, для коефiцiєнтiв якого
виконується умова B2.

Г4. Має мiсце слабке виродження.
Теорема 6. Якщо для рiвняння (1) у ви-

падку (19) виконуються умови Г1, Г2 i
Г4, то для нього iснує ФРЗК G, для якого
правильними є оцiнки

|∂kxG(t, x; τ, ξ)| ≤ C×
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×
∥k∥∑
j=0

(B(t, τ)−(M+∥k∥−j)/(2b)(D0(x))
j(1−ε)×

×Ec(t, x; τ, ξ) exp{g0(t, x)− g0(τ, ξ)},
0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, ∥k∥ ≤ 2b,

(30)

де C > 0, c > 0, функцiї D0 i g0 вiдповiдно з
(28) i (29).

Якщо додатково припустити виконання
умови Г3, то ФРЗК G володiє властивi-
стю нормальностi i для нього правильна
формула згортки.

Наведемо теореми про розв’язнiсть рiв-
нянь зi зростаючими коефiцiєнтати.

Крiм функцiй (12), розглянемо ще фун-
кцiї

Ψν(x) := exp{νg(x)},
Ψν(t, x) := exp{νg0(t, x)},

(t, x) ∈ Π[0,T ], ν ∈ {−1, 1},

i норми

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a),g(·)p :=

:= ∥u(t,·)Φ−1(t, ·)Ψ−1(·)∥Lp(Rn),

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a),g0(t,·)p :=

:= ∥u(t,·)Φ−1(t, ·)Ψ−1(t, ·)∥Lp(Rn),

1 ≤ p ≤ ∞, t ∈ [0, T ],

i вiдповiдно простори L
k⃗(0,⃗a),g(·)
p , Lk⃗(0,⃗a),g0(0,·)p ,

L
−k⃗(T,⃗a),−g(·)
1 , L

−k⃗(T,⃗a),−g0(T,·)
1 , C

−k⃗(T,⃗a),−g(·)
0 ,

C
−k⃗(T,⃗a),−g0(T,·)
0 , M k⃗(0,⃗a),g(·), M k⃗(0,⃗a),g0(0,·)

Для функцiї f : Π(0,T ] → CN використо-
вуватимемо ще такi умови:

Д5p) для довiльного t ∈ (0, T ] скiнчен-
ними є величини ||f(t, ·)||k⃗(t,⃗a),g(·) i F5p(t) ≡
t∫
0

∥f(τ, ·)∥k⃗(τ,⃗a),g(·)p
dτ
α(τ)

<∞, 1 ≤ p ≤ ∞;

Д6p) для довiльного t ∈ (0, T ] скiнченни-
ми є величини ||f(t, ·)||k⃗(t,⃗a),g0(t,·)p i F6p(t) :=
t∫
0

∥f(τ, ·)∥k⃗(τ,⃗a),g0(τ,·)p
dτ
α(τ)

<∞, 1 ≤ p ≤ ∞;

Д7) для будь-якого R > 0 iснують сталi
C > 0 i γ ∈ (0, 1] такi, що для довiльних t ∈
(0, T ] i {x, ξ} ⊂ BR виконується нерiвнiсть

|∆ξ
xf(t, x)| ≤ Cδ(t)E−d(B(T, t))(p(x, ξ))λ,

де δ : (0, T ] → [0,∞) – функцiя, яка задо-

вольняє умову
T∫
0

(δ(t)/α(t))dt <∞, а d – ста-

ла з оцiнок (24);
Д8) для довiльного t ∈ (0, T ] скiнчен-

ними є величини ||f(t, ·)||k⃗(t,⃗a),g0(t,·)∞ i F (t) :=
t∫
0

Ed(B(T, τ))∥f(τ, ·)∥k⃗(τ,⃗a),g0(τ,·)∞
dτ
α(τ)

< ∞ , де

стала d така сама, як в умовi Д7.
Теорема 7. Нехай рiвняння (1) у випад-

ку (19) має слабке виродження i виконую-
ться умови Б1 – Б3. Тодi правильними є
такi твердження:

1) якщо φ ∈ L
k⃗(0,⃗a),g(·)
p i функцiя f задо-

вольняє умови Д1 та Д5p, 1 ≤ p ≤ ∞,
то функцiя (15) є розв’язком рiвняння (1)
таким, що

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] :

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a),g(·)p ≤ C
(
∥φ∥k⃗(0,⃗a),g(·)p + F5p(t)

)
,

при 1 ≤ p <∞

lim
t→0+

∥u(t, ·)− φ∥k⃗(t,⃗a),g(·)p = 0

i при p = ∞

lim
t→0+

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)φ(x)dx

для будь-якої функцiї ψ ∈ L
−k⃗(T,⃗a),−g(·)
1 ;

2) якщо µ ∈M k⃗(0,⃗a),g(·) i для функцiї f ви-
конуються умови Д1 та Д51, то функцiя
(16) є розв’язком рiвняння (1), який задо-
вольняє такi умови:

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] :

∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a),g(·)1 ≤ C
(
∥µ∥k⃗(0,⃗a),g(·) + F51(t)

)
,

i

lim
t→0+

∫
Rn

ψ
′
(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ
′
(x)dµ(x)

для довiльної функцiї ψ ∈ C
−k⃗(T,⃗a),−g(·)
0 .

Теорема 8. Нехай для слабко виродже-
ного рiвняння (1) у випадку (19) викону-
ються умови Г1, Г2 i Г4. Тодi

64 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2016. – Т. 4, № 3–4.



1) якщо φ ∈ L
k⃗(0,⃗a),g0(0,·)
p i функцiя f задо-

вольняє умови Д1 та Д6p, 1 ≤ p ≤ ∞,
з функцiєю g0 з (29), то функцiя (15) є
розв’язком рiвняння (1) таким, що

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] : ∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a),g0(t,·)p ≤

≤ C
(
∥φ∥k⃗(0,⃗a),g0(0,·)p + F6p(t)

)
,

при 1 ≤ p <∞

lim
t→0+

∥u(t, ·)− φ∥k⃗(t,⃗a),g0(t,·)p = 0

i при p = ∞

lim
t→0+

∫
Rn

ψ
′
(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ
′
(x)φ(x)dx

для будь-якої функцiї ψ ∈ L
−k⃗(T,⃗a),−g0(T,·)
1 ;

2) якщо µ ∈ M k⃗(0,⃗a),g0(0,·) i для функцiї f
виконуються умови Д1 та Д36, то фун-
кцiя (16) є розв’язком рiвняння (1), який за-
довольняє такi умови:

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] : ∥u(t, ·)∥k⃗(t,⃗a),g0(t,·)1 ≤

≤ C
(
∥µ∥k⃗(0,⃗a),g0(0,·) + F61(t)

)
,

i для довiльної функцiї ∀ψ ∈ C
−k⃗(T,⃗a),−g0(T,·)
0 :

lim
t→0+

∫
Rn

ψ(x)u(t, x)dx =

∫
Rn

ψ(x)d(µ(x)).

Якщо ж додатково припускати викона-
ння умови Г3, то розв’язки, що визнача-
ються формулами (15) i (16), є єдиними в
класi функцiй, якi задовольняють умову

∃C > 0 ∀ t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||k⃗(t,⃗a),D(·),g0(t,·)
p :=

= ||Φ−1(t, ·)(D(·))2bΨ−1(t, ·)u(t, ·)||Lp(Rn) <∞,

Теорема 9. Нехай для рiвняння (1) у ви-
падку (19) виконуються умови Б1 – Б3 i
B(T, 0) = ∞. Якщо f задовольняє умови Д7

i Д8, то функцiя (11) є розв’язком рiвнян-
ня (1), для якого справджується оцiнка

||v2(t, ·)||k⃗(t,⃗a),g(·)∞ ≤ CE−d(B(T, t))F (t),

t ∈ (0, T ].

Цей розв’язок єдиний, якщо єдиним є вiдпо-
вiдний розв’язок задачi Кошi для рiвняння
(21) в Π[t1,T ] при довiльному t1 ∈ (0, T ).

Аналогiчнi результати про розв’язнiсть
задачi Кошi та задачi без початкових умов
одержуються й для рiвняння (1) у випадку
(20) за умов В.

Зауважимо, що наведенi в пунктах 1 i 2
результати для скалярних рiвнянь узагаль-
нено в працях [16–18] на системи рiвнянь.

3. Ультрапараболiчнi рiвняння типу
Колмогорова Нехай n, n1, n2 i n3 – за-
данi натуральнi числа такi, що n1 ≥ n2 ≥
n3 i n = n1 + n2 + n3, просторова змiн-
на x ∈ Rn складається з трьох груп змiн-
них: основної групи x1 ∈ Rn1 i груп змiн-
них виродження x2 ∈ Rn2 та x3 ∈ Rn3 , де
xj := (xj1, . . . , xjnj

) ∈ Rnj , j ∈ {1, 2, 3}, так
що x := (x1, x2, x3).

У працях [19–21] розглянуто рiвняння ви-
гляду (1) з

A(t, x, ∂x) =
n2∑
j=1

x1j∂x2j +

n3∑
j=1

x2j∂x3j + A(t, ∂x1),

a0(t, x) = a0(t), (31)

де A(t, ∂x1) – диференцiальний вираз з непе-
рервними на [0, T ] коефiцiєнтами такий, що
вираз ∂t − A(t, ∂x1) є рiвномiрно параболiч-
ним за Петровським чи за Ейдельманом у
шарi Π1

[0,T ] := [0, T ]×Rn1 . Для таких рiвнянь
побудовано ФРЗК, вивчено його властиво-
стi та властивостi породжених ним iнтегра-
лiв Пуассона, якi застосовано до дослiдже-
ння розв’язностi цих рiвнянь зi звичайними
початковими даними у випадку слабкого ви-
родження.

У статтi [22] результати праць [19–21], що
стосуються побудови та дослiдження ФРЗК,
узагальнено на випадок рiвняння (1) друго-
го порядку з

A(t, x, ∂x) =
n2∑
j=1

x1j∂x2j + A(t, x1, ∂x1),

A(t, x1, ∂x1) :=

n1∑
j,l=1

ajl(t, x1)∂x1j∂x1l+
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+

n1∑
j=1

aj(t, x1)∂x1j , a0(t, x) = a0(t, x1), (32)

а просторова змiнна x ∈ Rn складається з
двох груп змiнних: основної групи x1 ∈ Rn1

i групи змiнних виродження x2 ∈ Rn2 .
Останнi новi результати стосуються рiв-

няння (1) з

A(t, x, ∂x) =
n2∑
j=1

x1j∂x2j +

n3∑
j=1

x2j∂x3j+

+

n1∑
j,l=1

ajl∂x1j∂x1l + b

n1∑
j=1

x1j∂x1j ,

a0(t, x) = a, (33)

де ajl, a i b – сталi, причому

∃ δ > 0 ∀σ1 ∈ Rn1 :

n1∑
j,s=1

ajsσ1jσ1s ≥ δ|σ1|2.

У цьому випадку отримано явну формулу
для ФРЗК, з якої для довiльного T > 0 i
будь-яких мультиiндексiв {kl,ml} ⊂ Znl

+ , l ∈
{1, 2, 3}, випливають оцiнки

|∂k1x1∂
k2
x2
∂k3x3∂

m1
ξ1
∂m2
ξ2
∂m3
ξ3
G(t, x; τ, ξ)| ≤

≤ Ck1k2k3m1m2m3e
n1bB(t,τ)×

×
3∏
l=1

(pl(B(t, τ)))−(nl+|kl|+|ml|)/2×

×Êa
c (t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

(34)

де Ck1k2k3m1m2m3 i c – додатнi сталi, якi зале-
жать лише вiд коефiцiєнтiв ajl, b, n1, n2 i n3,
а також вiд T тiльки у випадку, коли b > 0;

Êa
c (t, x; τ, ξ) := Êc(t, x; τ, ξ)E

a(t, τ),

Êa(t, τ) := exp{aA(t, τ)}
Êc(t, x; τ, ξ) :=

= exp

{
− c

( |ebB(t,τ)X1(B(t, τ))− ξ1|2

p1(B(t, τ))
+

+
3∑
l=2

|Xl(B(t, τ))− ξl|2

pl(B(t, τ))

)}
,

X1(t) := x1, X2(t) := x2 + αb(t)x̂1,

X3(t) := x3 + tx′2 +
αb(t)− t

b
x′1,

αb(t) :=


ebt − 1

b
, b ̸= 0,

t, b = 0.

Для цього рiвняння вводяться аналогiчно
до (13) такi набори функцiй, визначених для
t ∈ [0, T ]:
⃗̂
k(t, a⃗) := (k̂1(t, a1), k̂2(t, a2), k̂3(t, a3)),

k̂1(t, a1) :=
c0a1e

2b(T−B(T,t))

c0 − a1p1(T −B(T, t))
,

k̂l(t, al) :=
c0al

c0 − alpl(T −B(T, t))
, l ∈ {2, 3};

⃗̂s(t) := (s1(t), s2(t), s3(t)),

s⃗l(t) := (sl1(t), . . . , slnl
(t)), l ∈ {1, 2, 3},

ŝ1j(t) := k̂1(t, a1)+

+ 2θ(n2 − j)(αb(B(t, 0)))2k̂2(t, a2)+

+4
(αb(B(t, 0))−B(t, 0)

b

)2
θ(n3 − j)k̂3(t, a3),

j ∈ {1, . . . , n1},
ŝ2j(t) := 2k̂2(t, a2) + 4(B(t, 0))2θ(n3 − j)×

× k̂3(t, a3), j ∈ {1, . . . , n2},
ŝ3j(t) := 4k̂3(t, a3), j ∈ {1, . . . , n3},
де c0 ∈ (0, c), c – стала з оцiнок (34), a⃗ :=
(a1, a2, a3) – набiр таких невiд’ємних чисел,
що pl(T ) <

c0
al

, l ∈ {1, 2, 3}, θ(τ) = 1 для

τ ≥ 0 i θ(τ) = 0 для τ < 0, а також ваговi
функцiї

Φ̂ν(t, x) := exp
{
ν

3∑
l=1

k̂l(t, al)|Xl(B(t, 0))|2
}
,

Ψ̂ν(t, x) := exp
{
ν

3∑
l=1

nl∑
j=1

ŝlj(t) |xlj|2
}
,

(t, x) ∈ Π[0,T ], ν ∈ R.
i норми

∥u(t, ·)∥
⃗̂
k(t,⃗a)
p := ∥u(t, ·)Φ̂−1(t, ·)∥Lp(Rn),

∥u(t, ·)∥⃗̂s(t)p := ∥u(t, ·)Ψ̂−1(t, ·)∥Lp(Rn).

Зазначимо, що початкова умова у випадку
слабкого виродження задовольняється в ро-
зумiннi другої норми.
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4. Зауваження та висновки. У працях
[23–25] установлено локальну розв’язнiсть
квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь з виро-
дженнями на початковiй гiперплощинi.

Огляд деяких результатiв з теорiї пара-
болiчних рiвнянь з виродженнями при t = 0
мiститься в працi [26, c. 162–172].

Лiнiйнi та квазiлiнiйнi рiвняння з виро-
дженнями на початковiй гiперплощинi вiд-
носяться до класу рiвнянь з особливостями
та виродженнями, якi мають практичне за-
стосування i якi на даний час дослiджено
ще недостатньо. Працi, огляду яких присвя-
чена ця стаття, вносять певний вклад у те-
орiю параболiчних рiвнянь з виродженнями
на гiперплощинi задання початкових даних.
Результати цих праць сприятимуть подаль-
шому розвитку теорiї таких класiв рiвнянь.
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