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УМОВИ IСНУВАННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ СТЕПЕНЕВОГО ВИДУ У
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ПРАВИЛЬНО ЗМIННИМИ

НЕЛIНIЙНОСТЯМИ
Встановлюються умови iснування деяких типiв розв’язкiв степеневого виду у двочленного

неавтономного звичайного диференцiального рiвняння з правильно змiнними нелiнiйностями.

The conditions of existence of some types of power-mode solutions of a binomial non-
autonomous ordinary differential equation with regularly varying nonlinearities are established.

1. Постановка задачi
Розглядається диференцiальне рiвняння

y(n) = αp(t)
n−1∏
j=0

φj(y
(j)), (1.1)

де n ≥ 3, α ∈ {−1, 1}, p : [a,+∞[→]0,+∞[
– неперервна функцiя, φj : ∆Yj →]0; +∞[ –
неперевна та правильно змiнна при y(j) → Yj
функцiя порядку σj, j = 0, n− 1, ∆Yj – де-
який одностороннiй окiл точки Yj, Yj дорiв-
нює або 0, або ±∞1.

Функцiї φj (j = 0, n− 1) (см.[1], гл.I, §1,
c.10) можуть бути зображенi у виглядi

φj(y
(j)) = |y(j)|σjLj(y(j)) (j = 0, n− 1), (1.2)

де Lj : ∆Yj →]0,+∞[ (j = 0, n− 1) – по-
вiльно змiннi при y(j) → Yj функцiї. Згiдно з
означенням та властивостями повiльно змiн-
них функцiй для будь-якого λ > 0

lim
y(j)→Yj

y(j)∈∆Yj

Lj(λy
(j))

Lj(y(j))
= 1 (j = 0, n− 1), (1.3)

причому данi граничнi спiввiдношення ви-
конуються рiвномiрно по λ на будь-якому
вiдрiзку [c, d] ∈]0,+∞[.

У цiй роботi вважаючи, що для деякого
k ∈ {3, . . . , n}{

lim
y(i)→Yi

φi(y
(i)) = φ0

i ∈ R \ {0},

i = n− k + 1, n− 2,
(1.4)

1При Yj = ±∞ тут i далi будемо вважати, що усi числа з
околу ∆Yj одного знаку.

встановлюються умови iснування у рiвнян-
ня (1.1) розв’язкiв, для яких

lim
t→+∞

y(n−k)(t) = c (c ̸= 0), (1.5)

а також асиптотичнi при t → +∞ зображе-
ння таких розв’язкiв та їх похiдних до по-
рядку n− 1 включно.

Очевидно, що в силу (1.5) для таких
розв’язкiв мають мiсце наступнi асимптоти-
чнi при t→ +∞ зображення

y(j−1)(t)=
ctn−k−j+1

(n−k−j+1)!
[1+o(1)] (l = 1, n−k)

(1.6)
i c ∈ ∆Yn−k.

З вигляду рiвняння (1.1) також зрозумi-
ло, що y(n)(t) зберiгає знак в деякому околi
+∞. Тодi y(n−l)(t) (l = 1, k − 1) є строго мо-
нотонними функцiями в околi +∞ i, в силу
(1.5), можуть прямувати лише до нуля при
t→ +∞. Тому для iснування таких розв’яз-
кiв насамперед необхiдно, щоб

Yj−1 = 0 при j = n− k + 2, n. (1.7)

Для визначення знакiв чисел з околiв
∆Yj (j = 0, n− 1) будемо вважати, що

µj =


1, якщо Yj = 0 та ∆Yj −

правий окiл 0 або Yj = +∞,
−1, якщо Yj = 0 та ∆Yj −

лiвий окiл 0 або Yj = −∞

i тодi з (1.6) випливає, що при j = 1, n− k

Yj−1 =

{
+∞, якщо µn−k > 0,
−∞, якщо µn−k < 0,

(1.8)
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Цi умови являються необхiдними для
iснування у рiвняння (1.1) розв’язкiв, для
яких має мiсце (1.5).

Отриманi тут результати доповнюють на-
слiдок 8.2 [2, Гл. II, §8, стр. 207] i теорему
16.9 [2, Гл. IV, §16, стр. 321] з монографiї
I.Кiгурадзе i Т.Чантурiя для диференцiаль-
них рiвнянь n–го порядку загального вигля-
ду.

2. Основнi результати

Для визначенностi будемо вважати, що

∆Yn−1 =


[y0n−1, Yn−1[, якщо ∆Yn−1 −

лiвий окiл Yn−1;
]Yn−1, y

0
n−1], якщо ∆Yn−1 −

правий окiл Yn−1,

i введемо функцiю Φ(y) наступним чином

Φ(y) =

y∫
B

ds

φn−1(s)
,

B =


Yn−1, якщо

Yn−1∫
y0n−1

ds
φn−1(s)

< +∞;

y0n−1, якщо
Yn−1∫
y0n−1

ds
φn−1(s)

= ±∞.

Оскiльки Φ′(y) > 0 при y ∈ ∆Yn−1, то
Φ : ∆Yn−1 → ∆Zn−1, де

∆Zn−1 =

=

{
[z0n−1, Zn−1[, якщо ∆Yn−1 = [y0n−1, Yn−1[;
]Zn−1, z

0
n−1], якщо ∆Yn−1 =]Yn−1, y

0
n−1],

Zn−1 = lim
y→Yn−1

Φ(y), z0n−1 = Φ(y0n−1), i для

неї iснує зворотня функцiя Φ−1 : ∆Zn−1 →
∆Yn−1.

Крiм того, з врахуванням (1.4) покладемо

K =

(
φn−k(c)

n−2∏
i=n−k+1

φ0
i×

×
n−k∏
j=1

∣∣∣∣ c

(n− k − j + 1)!

∣∣∣∣σj−1

) 1
1−σn−1

,

i при Yj−1 = ±∞ (j = 1, n− k) введемо
функцiю W0(t) = Φ−1(αI(t)), де

I(t) =

t∫
A

p(τ)
n−k−1∏
j=0

φj
(
µjτ

n−k−j) dτ,

A=


+∞, якщо

+∞∫
a0

p(τ)
n−k−1∏
j=0

φj
(
µjτ

n−k−j)dτ <+∞;

a0, якщо
+∞∫
a0

p(τ)
n−k−1∏
j=0

φj
(
µjτ

n−k−j)dτ=±∞,

a0 ≥ a таке, що µj−1t
n−k−j+1 ∈ ∆Yj−1 (j =

1, n− k) при t ≥ a0.
Теорема. Нехай k ∈ {3, . . . , n}, σn−1 ̸= 1

i справджується (1.4). Для iснування у рiв-
няння (1.1) розв’язкiв, для яких має мiсце
(1.5), необхiдно i достатньо, щоб c ∈ ∆Yn−k
i виконувались умови (1.6)− (1.8), а також

A = +∞, якщо B = 0,
A = a0, якщо B = y0n−1,

(2.1)

αy0n−1(1−σn−1)I(t) > 0 при t ∈]a0,+∞[ (2.2)

+∞∫
a1

|Wm(τ)|dτ < +∞ (m = 0, k − 2), (2.3)

де a1 ≥ a0 таке, що αI(t) ∈ ∆Zn−1 при
t ≥ a1, i Wm(t) визначаються з врахуван-
ням вигляду W0(t) наступним чином

Wm(t) =

t∫
+∞

Wm−1(s)ds (m = 1, k − 2).

Бiльш того, для кожного c ∈ ∆Yn−k при
виконаннi цих умов у випадку signI(t) = 1
при t > a0 iснує (n − k + 1)−параметрич-
на, а у випадку signI(t) = −1 при t > a0 —
(n−k)−параметрична сiм’я таких розв’яз-
кiв i для кожного з них окрiм (1.6) мають
мiсце при t→ +∞ наступнi асимптотичнi
зображення

y(n−k)(t) = c+KWk−1(s)[1 + o(1)],
y(j)(t) = KWn−j−1(t)[1 + o(1)]
(j = n− k + 1, n− 1),

(2.4)

де Wk−1(t) =
t∫

+∞
Wk−2(s)ds.
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Доведення теореми. Необхiднiсть. Не-
хай у рiвняння (1.1) iснує розв’язок y, зада-
ний на [t0,+∞[ та який задовольняє (1.5).
Тодi c ∈ ∆Yn−k, справджуються (1.7)-(1.8)
i мають мiсце асимптотичнi при t → +∞
формули (1.6).

Враховуючи зображення (1.2) правильно
змiнних при t → +∞ функцiй φj(y

(j)) (j =

0, n− k) i справедливiсть виконання спiввiд-
ношень (1.3) рiвномiрно по λ на будь-якому
вiдрiзку [d1, d2] ⊂]0,+∞[, при t → +∞ має-
мо

φj−1

(
ctn−k−j+1

(n− k − j + 1)!
[1 + o(1)]

)
=

=

∣∣∣∣ ctn−k−j+1

(n− k − j + 1)!
[1 + o(1)]

∣∣∣∣σj−1

×

×Lj−1

(
ctn−k−j+1

(n− k − j + 1)!
[1 + o(1)]

)
=

=

∣∣∣∣ c

(n− k − j + 1)!

∣∣∣∣σj−1

×

×tn−k−j+1Lj−1

(
µj−1t

n−k−j+1
)
[1 + o(1)] =

=

∣∣∣∣ c

(n− k − j + 1)!

∣∣∣∣σj−1

×

×φj−1(µj−1t
n−k−j+1)[1+o(1)] (j = 1, n−k+1).

Тодi, пiдставивши розв’язок разом з по-
хiдними до порядку n − k включно в (1.1),
отримаємо

y(n)(t)

φn−1(y(n−1)(t))
= αK1−σn−1p(t)×

×
n−k−1∏
j=0

φj
(
µjτ

n−k−j) [1 + o(1)] при t→ +∞.

Проiнтегрувавши дане спiввiдношення на
[t∗, t], де t∗ = max{a0, t0}, та зробивши в
iнтегралi, що стоїть злiва, замiну змiнної
s = y(n−1)(t), маємо

yn−1(t)∫
yn−1(t∗)

ds
φn−1(s)

= αK1−σn−1×

×
t∫
t∗

p(τ)
n−k−1∏
j=0

φj
(
µjτ

n−k−j) [1 + o(1)]dτ.

Оскiльки при t→ +∞ y(n−1)(t) → Yn−1 =

0, отримаємо, що iнтеграли
0∫

y(n−1)(t∗)

ds
φn−1(s)

та
+∞∫
t∗

p(τ)
n−k−1∏
j=0

φj
(
µjτ

n−k−j) dτ збiгаються

та розбiгаються одночасно. Тому справджу-
ється (2.1). Крiм того, з врахування вигля-
ду функцiї Φ та її властивостей, а також
пропонування 6 з монографiї [3] (гл.V, §3,
с.293) про асимптотичне обчислення iнте-
гралiв, при t→ +∞ маємо

Φ(y(n−1)(t)) = αK1−σn−1I(t)[1 + o(1)]. (2.5)

Використовуючи пропонування 2 з [4]
(Appendix, p.123) та враховуючи те, що φn−1

– правильно змiнна при y → 0 функцiя
порядку σn−1 ̸= 1, отримаємо, що Φ(y) ∼

1
1−σn−1

y
φn−1(y)

при y → 0 i тодi

lim
y→0

yΦ′(y)

Φ(y)
= lim

y→0

y
φn−1(y)

Φ(y)
= 1− σn−1.

Звiдси випливає, що signΦ(y) = sign(y0n−1(1−
σn−1)) при y ∈ ∆Yn−1 та з врахуванням
(2.5) маємо справедливiсть знакової умови
(2.2). Крiм того, отримали, що Φ(y) — пра-
вильно змiнна при y → 0 функцiя порядку
1 − σn−1 i, в силу властивостей правильно
змiнних функцiй та умови σn−1 ̸= 1, зворо-
тня до неї функцiя Φ−1(z) — правильно змiн-
на при z → Zn−1 = lim

y→0
Φ(y) функцiя поряд-

ку 1
1−σn−1

. Тодi, з врахуванням теореми про
рiвномiрну збiжнiсть (див.[1], гл.I, §1, c.10),
з (2.5) випливає, що при t→ +∞

y(n−1)(t) = Φ−1(αK1−σn−1I(t)[1 + o(1)]) =

= Φ−1(αK1−σn−1I(t))[1 + o(1)] =

= KΦ−1(αI(t))[1 + o(1)],

тобто має мiсце останнє зображення з (2.4).
Проiнтегрувавши його на [t∗, t], де t∗ =
max{a1, t0}, отримаємо

y(n−2)(t)=y(n−2)(t∗)+K

t∫
t∗

Φ−1(αI(τ))[1+o(1)]dτ.

Оскiльки при t → +∞ y(n−2) → Yn−2 = 0,
то iнтеграл, що стоїть зправа, при t → +∞
має скiнченну границю i тодi для (n − 2)–ї
похiдної розв’язку має мiсце зображення з
(2.4) i справджується (2.3) при m = 0.
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Продовжуючи мiркування аналогiчним
чином, встановлюємо справедливiсть всiх
останнiх k − 1 зображень з (2.4) та збi-
жнiсть iнтегралiв (2.3) при всiхm = 0, k − 3.
Проiнтегрувавши отримане спiввiдношення
для (n − k + 1)–ї похiдної на [t∗, t], де t∗ =
max{a0, t0}, маємо

y(n−k)(t) = y(n−k)(t∗)+

+K
t∫
t∗

tk−2∫
+∞

. . .
t1∫

+∞
Φ−1(αI(τ))[1+o(1)]dt1 . . . dtk−2dτ.

(2.6)
В силу припущення (1.5)

lim
t→+∞

t∫
t∗

tk−2∫
+∞

. . .

t1∫
+∞

Φ−1(αI(τ))[1+o(1)]dt1 . . . dtk−2dτ

= const

та за ознакою порiвняння справджується
(2.3) при m = k − 2, а спiввiдношення (2.6)
може бути переписано у виглядi 1−го зобра-
ження з (2.4).

Достатнiсть. Припустивши, що справ-
джуються умови (1.7) − (1.8), (2.1) − (2.3),
виберемо довiльним чином число c ∈ ∆Yn−k.

Застосовуючи до рiвняння (1.1) перетво-
рення

y(j−1)(t) = ctn−k−j+1

(n−k−j+1)!
[1 + vj(t)] (j = 1, n−k),

y(n−k)(t) = c+KWk−1(t)[1 + vn−k+1(t)],
y(j)(t) = KWn−j−1(t)[1 + vj+1(t)] (j =
= n− k + 1, n− 1),

(2.7)
отримаємо систему диференцiальних рiв-
нянь

v′j =
n−k−j+1

t
[−vj + vj+1] (j = 1, n− k − 1),

v′n−k = −1
t
vn−k +

KWk−1(t)

tc
vn−k+1 +

KWk−1(t)

tc
,

v′j=
Wn−j−1(t)

Wn−j(t)
[−vj+vj+1] (j=n−k+1, n−1),

v′n = 1
W0(t)

[−W ′
0(t)[1 + vn]+

+ α
K
p(t)

n−k−1∏
j=0

φj

(
ctn−k−j

(n−k−j)! [1 + vj+1]
)
×

×φn−k(c+KWk−1(t)[1 + vn−k+1])×

×
n−1∏

j=n−k+1

φj (KWn−j−1(t)[1 + vj+1])]

(2.8)

Розглянемо її на множинi Ωn =
[t0,+∞[×Rn

1
2

, де Rn
1
2

= {(v1, . . . , vn) ∈
Rn : |vj| ≤ 1

2
, j = 1, n} i t0 ≥ a1 вибране з

врахуванням (2.3) таким чином, щоб при
t > t0 i (v1, . . . , vn) ∈ Rn

1
2

виконувались
умови:
ctn−k−j

(n−k−j)! [1 + vj+1] ∈ ∆Yj (j = 0, n−k−1),

c+KWk−1(t)[1 + vn−k+1] ∈ ∆Yn−k,
KWn−j−1(t)[1+vj+1]∈∆Yj (j=n−k+1,n−1).

Оскiльки функцiї φj(y
(j)) (j =

0, n− k − 1) можуть бути представленi
у виглядi (1.2), спiввiдношення (1.3) ви-
конуються рiвномiрно по λ на будь-якому
вiдрiзку [d1, d2] ⊂]0,+∞[ i справджується
(1.4), а також в силу неперервностi функцiї
φn−k(y

(n−k)) на ∆Yn−k i (2.3), маємо

φj

(
ctn−k−j

(n−k−j)! [1 + vj+1]
)
=
∣∣∣ c
(n−k−j)!

∣∣∣σj ×
×φj(µjtn−k−j)(1 + vj+1)

σj(1 +Rj(t, vj+1))
(j = 0, n− k − 1),
φj(KWn−j−1(t)[1 + vj+1]) =
= φ0

j(1 +Rj(t, vj+1)) (j = n− k + 1, n− 2),
φn−1(KW0(t)[1 + vn]) = Kσn−1φn−1(W0(t))×
×(1 + vn)

σn−1(1 +Rn−1(t, vn)),
φn−k(c+KWk−1(t))[1 + vn−k+1] =
= φn−k(c)(1 +Rn−k(t, vn−k+1)),

де функцiї Rj(t, vj+1) (j = 0, n− 1) пряму-
ють до нуля при t → +∞ рiвномiрно по
vj+1 ∈

[
−1

2
, 1
2

]
. Крiм того,

W ′
0(t) = φn−1(W0(t))αKI

′(t).

В силу цих зображень систему рiвнянь
(2.8) перепишемо у виглядi

v′j=
n−k−j+1

t
[−vj + vj+1] (j = 1, n− k − 1),

v′n−k=−1
t
vn−k +

KWk−1(t)

tc
vn−k+1 +

KWk−1(t)

tc
,

v′j=
Wn−j−1(t)

Wn−j(t)
[−vj+vj+1] (j=n−k+1, n−1),

v′n=
W ′

0(t)

W0(t)

[
n−k∑
j=1

σj−1vj + (σn−1 − 1)vn+

+
2∑

k=1

Ynk(t, v1, . . . , vn)

]
,

(2.9)
де Yn1(t, v1, ..., vn) =

= R(t, v1, ..., vn)(1 + vn)
σn−1

n−k∏
j=1

(1 + vj)
σj−1 ,
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R(t, v1, ..., vn)=(1+R0(t, v1))...(1+Rn−1(t, vn))−
− 1 при t→ +∞ прямує до нуля рiвномiрно
по vi ∈

[
−1

2
, 1
2

]
(i = 1, n),

Yn2(t, v1, ..., vn) = (1+vn)
σn−1

n−k∏
j=1

(1+vj)
σj−1−

− σn−1vn
n−k∏
j=1

σj−1vj − 1.

Уважаючи в неї
vj = δzj (j = 1, n− k),
vj = zj (j = n− k + 1, n),

(2.10)

де δ > 0 вибрано так, щоб справджувалась

нерiвнiсть 0 < δ
n−k−1∑
j=0

|σj| < |σn−1 − 1|, отри-

маємо систему диференцiальних рiвнянь

z′j=
n−k−j+1

t
[−zj + zj+1] (j=1, n−k−1),

z′n−k=−1
t
zn−k +

KWk−1(t)

δtc
zn−k+1 +

KWk−1(t)

δtc
,

z′n−k+1=
Wk−2(t)

Wk−1(t)
[−zn−k+1 + δzn−k],

z′j=
Wn−j−1(t)

Wn−j(t)
[−zj + zj+1] (j=n−k+2, n−1),

z′n=
W ′

0(t)

W0(t)

[
δ
n−k∑
j=1

σj−1zj + (σn−1 − 1)zn+

+
2∑

k=1

Znk(t, z1, . . . , zn)

]
(2.11)

в якiй Znk(t, z1, . . . , zn) =
Ynk(t,

1
δ
v1, . . . ,

1
δ
vn−k, vn−k+1, . . . , vn) (k = 1, 2)

i такi, що lim
t→+∞

Zn1(t, z1, . . . , zn)=0 рiвномiр-

но по (z1, . . . , zn) ∈ Rn
l = {(z1, . . . , zn) ∈ Rn :

|zj| ≤ l, j = 1, n}, l = min
{

1
2δ
, 1
2

}
,

lim
|z1|+...+|zn|→0

∂Zn2(t,z1,...,zn)
∂zk

= 0 (k = 1, n)

рiвномiрно по t∈ [t0,+∞[.
В силу вигляду Wj(t) (j = 1, k − 1) й (2.3)

lim
t→+∞

Wj(t) = 0,

+∞∫
t0

Wn−j−1(t)dt

Wn−j(t)
= ±∞ (j = n− k + 1, n− 1),

+∞∫
t0

W ′
0(t)dt

W0(t)
= ±∞

та при t > t0

Wn−j−1(t)

Wn−j(t)
< 0 (j = n− k + 1, n− 1),

W ′
0(t)

W0(t)
(σn−1 − 1) < 0, якщо signI(t) = 1,

W ′
0(t)

W0(t)
(σn−1 − 1) > 0, якщо signI(t) = −1.

При зазначеному виборi числа δ в силу опи-
саних вище умов для системи (2.11) вико-
нанi всi умови теореми 1.2 з роботи [5]. То-
дi в неї iснує q−параметрична сiм’я пря-
муючих до нуля при t → +∞ розв’язкiв
(zj)

n
j=1 : [t1,+∞[−→ Rn

l (t1 ≥ t0), де

q =

{
n− k + 1, якщо signI(t) = 1,
n− k, якщо signI(t) = −1,

кожному з яких в силу перетворень (2.7) i
(2.10) вiдповiдає розв’язок вигляду (1.5) ди-
ференцiального рiвняння (1.1), що допускає
асимптотичнi зображення (2.4). Теорема до-
ведена.

3. Висновки
У данiй роботi для двочленного неавто-

номного звичайного диференцiального рiв-
няння n-го порядку з правильно змiнними
нелiнiйнстями (1.1) у випадку, коли границi
φi(y

(i)) (i = n− k + 1, n− 2) при y(i) → Yi
дорiвнюють додатним сталим, отриманi не-
обхiднi та достатнi умови iснування розв’яз-
кiв, для яких (n − k)−а похiдна прямує до
вiдмiнної вiд нуля сталої при t→ +∞.

При цьому були встановленi асимптоти-
чнi при t → +∞ формули для похiдних
таких типiв розв’язкiв до порядку n − 1
включно та з’ясоване питання про кiлькiсть
розв’язкiв зi знайденими зображеннями.

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Сенета Е. Правильно меняющиеся функции.
— М.: Наука, 1985. — 144 с.

2. Кигурадзе И.Т., Чантурия Т.А. Асимптоти-
ческие свойства решений неавтономных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. — М.: Наука,
1990. — 430 с.

3. Бурбаки Н. Функции действительного пере-
менного. — М.: Наука, 1965. — 424 с.

4. Maric V. Regular variation and differential
equations (Seria: Lecture Notes in Mathematics Seri-
es). — Springer-Verlag. New York LLC, 2000. – 140
p.

5. Евтухов В.М., Самойленко А.М. Условия су-
ществования исчезающих в особой точке решений
у вещественных неавтономных систем квазилиней-
ных дифференциальных уравнений // Укр. мат.
ж. – 2010. – 62, N1. – С. 52-80.

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2016. – Т. 4, № 3–4. 79


