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ЗНАХОДЖЕННЯ ДВОХ МОЛОДШИХ КОЕФIЦIЄНТIВ
У ТЕЛЕГРАФНОМУ РIВНЯННI З ДРОБОВИМИ ПОХIДНИМИ

Встановлюємо однозначну розв’язнiсть оберненої задачi Кошi для рiвняння u
(α)
t −r(t)u

(β)
t +

a2(−∆)γ/2u− b(t)u = F0(x)g(t), (x, t) ∈ Rn× (0, T ], з дробовими похiдними, заданими узагаль-
неними функцiями F0 та у правих частинах початкових умов. Задача полягає у знаходженнi
трiйки функцiй: узагальненого розв’язку u (неперервного й iнтегровного за часом в узагаль-
неному сенсi) та невiдомих неперервних та iнтегровних коефiцiєнтiв b(t), r(t).

We establish the unique solvability of an inverse Cauchy problem for the equation u
(α)
t −

r(t)u
(β)
t + a2(−∆)γ/2u − b(t)u = F0(x)g(t), (x, t) ∈ Rn × (0, T ], with fractional derivatives, given

distributions F0 and in right-hand sides of the initial conditions. The problem is to find the generali-
zed solution u (continuous and integrable in time in generalized sense) and unknown continuous
and integrable coefficients b(t), r(t).

Вступ. У [1, 2] дослiджена задача Кошi
для певних класiв параболiчних рiвнянь iз
псевдодиференцiальним оператором у прос-
торах узагальнених функцiй типу Шварца.
У [3–7] доведенi теореми iснування i єдино-
стi, а також одержано зображення за допо-
могою функцiй Грiна класичних розв’язкiв
задач Кошi для рiвнянь iз дробовою похiд-
ною за часом.

Оберненi задачi для рiвнянь iз дробови-
ми похiдними виникають у багатьох галузях
науки i технiки.

Оберненi крайовi задачi на визначення
або головного коефiцiєнта, або правої части-
ни, або порядку дробової похiдної у рiвнян-
нi, або невiдомої крайової умови вивчались у
[8–14] та iнших працях, розв’язнiсть прямої
й оберненої задач для одного класу рiвнянь
iз псевдодиференцiальним оператором вста-
новлено у [15]. Оберненi задачi з невiдоми-
ми молодшими коефiцiєнтами у рiвняннях iз
дробовими похiдними мало вивченi.

У данiй статтi ми доcлiджуємо iснування
i єдинiсть розв’язку (u, r, b) оберненої задачi
Кошi

u
(α)
t − r(t)u

(β)
t + a2(−∆)γ/2u− b(t)u =

= F0(x)g(t), (x, t) ∈ Rn × (0, T ],
(1)

u(x, 0) = F1(x),

ut(x, 0) = F2(x), x ∈ Rn, (2)(
u(·, t), φ1(·)

)
= Φ1(t),(

u(·, t), φ2(·)
)
= Φ2(t), t ∈ (0, T ]

(3)

з дробовими похiдними Рiмана-Лiувiля
u
(α)
t , u

(β)
t та (−∆)γ/2u, визначеною з викори-

станням перетворення Фур’є

F [(−∆)γ/2u] = |λ|γF [u]

при умовi
(L) α ∈ (1, 2), β ∈ (0, 1), γ > α,

min{n, 2, γ} > (n− 1)/2,
де F0, F1, F2 – заданi узагальненi функцiї,
g,Φ1,Φ2, φ1, φ2 – заданi гладкi функцiї, че-
рез (f, φ) позначено значення узагальненої
функцiї f на основнiй функцiї φ, a2 – додат-
на стала.

Зауважимо, що однозначну розв’язнiсть
задачi Кошi для рiвняння (1) при b(t) =
r(t) = 0, t ∈ [0, T ] у просторах узагальнених
функцiй було доведено в [16, 17], зокрема,
у [17] – у просторах беселевих потенцiалiв
при α ∈ (0, 1].

1. Позначення, формулювання зада-
чi й допомiжнi результати. Нехай N –
множина натуральних чисел, Z+ = N ∪ 0,
Q = Rn×(0, T ], n ∈ N, D(Rn) – простiр не-
скiнченно диференцiйовних функцiй iз ком-
пактними носiями в Rn, E(Rn) = C∞(Rn),
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D(Q̄) – простiр нескiнченно диференцiйов-
них функцiй iз компактними носiями i та-
ких, що ( ∂

∂t
)kv|t=T = 0, k ∈ Z+, Dk(Rn) –

простiр функцiй iз Ck(Rn) з компактними
носiями, ||φ||Dk(Rn) = max

|κ|≤k
max

x∈suppφ
|Dκφ(x)|, де

κ = (κ1, . . . , κn), κj ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , n},
|κ| = κ1 + · · · + κn, Dκφ(x) = ∂|κ|φ(x)

∂x
κ1
1 ...∂xκnn

,
D′(Rn), E ′(Rn) i D′(Q̄) – простори лiнiй-
них неперервних функцiоналiв вiдповiдно
на D(Rn), E(Rn) i D(Q̄). Зауважимо, що
E ′(Rn) – простiр узагальнених функцiй iз
компактними носiями. Нехай

D′
+(R) = {f ∈ D′(R) : f = 0, t < 0},

D′
C(Q̄) = {v ∈ D′(Q̄) : (v(·, t), φ(·)) ∈ C[0, T ]

∀φ ∈ D(Rn)},
D′
C,L(Q) = {v ∈ D′(Q̄) : (v(·, t), φ(·)) ∈

C(0, T ] ∩ L(0, T ) ∀φ ∈ D(Rn)}.

Через f∗g позначаємо згортку узагаль-
них функцiй f i g, використовуємо функцiю

fλ(t) =

{
θ(t)tλ−1/Γ(λ), λ > 0,

f ′
1+λ(t), λ ≤ 0,

де Γ(z) – гама-функцiя, θ(t) – функцiя Хевi-
сайда. Зауважимо, що

fλ ∗ fµ = fλ+µ.
Нагадаємо, що похiдна Рiмана-Лiувiля по-
рядку β > 0 визначена формулою

v
(β)
t (x, t) = f−β(t) ∗ v(x, t),

а похiдна Капуто – формулою

Dα
t v(x, t) =

1
Γ(n−α)

t∫
0

(t− τ)n−α−1 dn

dτn
v(τ)dτ

при n− 1 < α < n, n ∈ N.
Позначаємо

Cα,γ(Q) = {v ∈ C(Q) :
(−∆)γ/2v,Dα

t v ∈ C(Q)},
Cα,γ(Q̄) = {v ∈ Cα,γ(Q) | v, vt ∈ C(Q̄)},
(Lv)(x, t) = v

(α)
t (x, t) + a2(−∆)γ/2v(x, t),

(Lregv)(x, t) = Dα
t v(x, t) + a2(−∆)γ/2v(x, t),

(L̂v)(x, t) = f−α(t)∗̂v(x, t)+
+a2(−∆)γ/2v(x, t), (x, t) ∈ Q,

де при v ∈ D(Q̄)
f−α(t)∗̂v(x, t) =

(
f−α(τ), v(x, t+ τ)

)
.

Правильна формула Грiна [16]:∫
Q

v(y, τ)(L̂ψ)(y, τ)dydτ =

=

∫
Q

(Lregv)(y, τ)ψ(y, τ)dydτ−

−
∫
Rn

v(y, 0)dy

T∫
0

f2−α(τ)ψτ (y, τ)dτ+

+

∫
Rn

vt(y, 0)dy

T∫
0

f2−α(τ)ψ(y, τ)dτ

∀v ∈ Cα,γ(Q̄) ψ ∈ D(Q̄).

Припущення:

(A1) F0, F1, F2 ∈ E ′(Rn),
s ∈ [0,min{(α− β)/2, 1− β}),
tsg ∈ C[0, T ],

(A2) ln tΦj, t
β ln tΦ

(β)
j , tsΦ

(α)
j ∈ C[0, T ],

φj ∈ D(Rn), j = 1, 2, d(t) :=
tβ(1 + | ln t|)[Φ(β)

1 (t)Φ2(t)−Φ1(t)Φ
(β)
2 (t)],

inf
t∈(0,T ]

|d(t)| = d0 > 0.

Означення 1. Трiйка функцiй (u, r, b) ∈
U = U(T ) := D′

C,L(Q) × (C(0, T ] ∩ L(0, T ))2,
яка задовольняє тотожнiсть

(u, L̂ψ) =

T∫
0

g(t)
(
F0(·), ψ(·, t)

)
dt+

+

T∫
0

r(t)
(
u
(β)
t (·, t), ψ(·, t)

)
dt+

+

T∫
0

b(t)
(
u(·, t), ψ(·, t)

)
dt+

+
2∑
j=1

(
Fj(x)fj−α(t), ψ(x, t)

)
∀ψ ∈ D(Q̄)

(4)
та умови (3), називається розв’язком задачi
(1)-(3).

Зауважимо, що у подiбному формулю-
ваннi в [18] встановлена однозначна розв’яз-
нiсть у просторi D′

C(Q̄)×C(0, T ] задачi Кошi
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для рiвняння (1) при b(t) = 0 та однiй до-
датковiй умовi в (3). Тут розглядаємо зада-
чу з двома невiдомими коефiцiєнтами та ко-
ли регулярнi данi задачi можуть мати слабкi
особливостi при t = 0.

Для доведення розв’язностi задачi вико-
ристовуємо метод функцiї Грiна.

Означення 2. Вектор-функцiя(
G0(x, t), G1(x, t), G2(x, t)

)
така, що при

достатньо регулярних g0, g1, g2 функцiя

u(x, t) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0(x− y, t− τ)g0(y, τ)dy

(5)

+
2∑
j=1

∫
Rn

Gj(x− y, t)gj(y)dy, (x, t) ∈ Q̄

є класичним (iз Cα,γ(Q̄)) розв’язком задачi
Кошi

Lregu(x, t) = g0(x, t), (x, t) ∈ Q,

u(x, 0) = g1(x), ut(x, 0) = g2(x), x ∈ Rn

називається вектор-функцiєю Грiна цiєї за-
дачi. Позначаємо

(Ĝ0φ)(y, τ) =

T∫
τ

∫
Rn

G0(x− y, t− τ)φ(x, t)dxdt,

(Ĝjφ)(y) =
T∫

0

∫
Rn

Gj(x− y, t)φ(x, t)dxdt,

j = 1, 2,

(Ĝjφ)(y, t) =

∫
Rn

Gj(x− y, t)φ(x) dx,

j = 0, 1, 2.

Лема 1 [16]. Правильнi наступнi спiввiд-
ношення:

Gj(x, t) =
(
fj−α(τ), G0(x, t− τ)

)
,

(x, t) ∈ Q, j = 1, 2,

(Ĝ0(L̂ψ))(y, τ) = ψ(y, τ), (y, τ) ∈ Q̄,

(Ĝj(L̂ψ))(y) =
(
fj−α(τ), ψ(y, τ)

)
,

y ∈ Rn, j = 1, 2, ∀ψ ∈ D(Q̄). (6)

Лема 2. Вектор-функцiя Грiна задачi
Кошi (1), (2) iснує.

Доведення. У [5, 16] одержано зображен-
ня компонент вектор-функцiї Грiна

G0(x, t) =
π−n/2tα−1

|x|n
×

H2,1
2,3

(
|x|γ

2γa2tα

∣∣∣(1, 1) (α, α)
(1, 1) (n/2, γ/2) (1, γ/2)

)
,

Gj(x, t) =
π−n/2tj−1

|x|n
×

H2,1
2,3

(
|x|γ

2γa2tα

∣∣∣(1, 1) (j, α)
(1, 1) (n/2, γ/2) (1, γ/2)

)
,

j = 1, 2, де Hm,n
p,q

(
z
∣∣∣(a1, γ1) . . . (ap, γp)
(b1, α1) . . . (bq, αq)

)
–H-функцiя Фокса [19,20].

Для функцiй Gj, j = 0, 1, 2 маємо

a∗ =
n∑
i=1

αi −
p∑

i=n+1

αi +
m∑
i=1

βi −
q∑

i=m+1

βi =

= 2− α > 0,

∆∗ =
q∑
i=1

βi −
p∑
i=1

αi = γ − α > 0.

Тому за припущення (L) за теоремою 1.1
[20] цi функцiї iснують для всiх x ̸= 0, t > 0.

Лема 3. Для всiх k ∈ Z+, мультиiндексiв
κ, |κ| = k, φ ∈ D(Rn),

Dκ
y (Ĝjφ) ∈ C(Q), Dκ

y (Ĝjφ)
(β)
t ∈ C(Q),

j = 0, 1, 2, i правильнi наступнi оцiнки:∣∣Dκ
y (Ĝ0φ)(y, t)

∣∣ ≤ ctα−1(1 + |ln t|)||φ||Dk(Rn),∣∣Dκ
y (Ĝjφ)(y, t)

∣∣ ≤ ctj−1(1 + |ln t|)||φ||Dk(Rn),∣∣Dκ
y (Ĝ0φ)

(β)
t (y, t)

∣∣ ≤
≤ cβt

α−β−1(1 + |ln t|)||φ||Dk(Rn),∣∣Dκ
y (Ĝjφ)

(β)
t (y, t)

∣∣ ≤
cβt

j−β−1(1 + |ln t|)||φ||Dk(Rn),

(y, t) ∈ Q, j = 1, 2.

Тут i далi bi, c, cβ, Ci, C∗
i , ci, c

∗
i (i ∈ Z+)– до-

датнi сталi.
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Доведення. Лема доводиться з викори-
станням оцiнок компонент вектор-функцiї
Грiна. Вони були отриманi в роботi [16]
на базi властивостей та асимптотики H-
функцiй Фокса [20]. Враховуючи теорему 1.7
iз [20], одержано оцiнки

|G0(x, t)| ≤
C0t

α−1

|x|n
, |Gj(x, t)| ≤

Cjt
j−1

|x|n
,

j = 1, 2 при |x|γ > tα, (7)

а за наслiдком з теореми 1.12 [20] у випадку

γ ̸= n+ 2l

σ
, l ∈ Z+, σ ∈ N (8)

одержано оцiнки при |x|γ < tα:

|G0(x, t)| ≤
C∗

0

t|x|n−γ
, якщо γ < n, (9)

|G0(x, t)| ≤ C∗
0 t
α−1−nα/γ для γ ≥ n, (10)

|Gj(x, t)| ≤
C∗
j t
j−1−α

|x|n−γ
при γ < n, (11)

|Gj(x, t)| ≤ C∗
j t
j−1−nα/γдля γ ≥ n, j = 1, 2.

(12)
У загальному випадку правильнi такi ж
оцiнки, але з множниками lnN tα

|x|γ при де-
яких натуральних N у формулах (9)–(12).
Не обмежуючи загальностi, далi розглядає-
мо випадок (8).

Iз наведених оцiнок випливає iнтегров-
нiсть функцiй Gj(x, t) в Rn для кожного
t > 0, j = 0, 1, 2. Оскiльки

∂

∂yi
Gj(x− y, t) = − ∂

∂xi
Gj(x− y, t),

i = 1, . . . , n, j = 0, 1, 2

i подiбно для похiдних вищих порядкiв, то
для всiх φ ∈ D(Rn) та мультиiндексiв κ

Dκ(Gjφ)(y, t) =
∫
Rn

Gj(x− y, t)Dκφ(x)dx

за умови рiвномiрної збiжностi iнтегралiв

vj,κ(y, t) =

=
∫
Rn

Gj(x− y, t)Dκφ(x)dx, j = 0, 1, 2.

За цих умов з попередньої рiвностi одер-
жимо, що Dκ(Ĝjφ) ∈ C(Q) для довiльного

мультиiндексу κ, а отже, Ĝjφ ∈ C∞(Q) при
φ ∈ D(Rn), j = 0, 1, 2.

Покажемо рiвномiрну збiжнiсть iнтегра-
лiв vj,κ(y, t) для кожного κ.

Враховуючи оцiнки (7), (9) функцiї
G0(x−y, t), фiнiтнiсть та обмеженiсть функ-
цiй Dκφ(x, t) в QT , у випадку |κ| = k, γ < n
одержуємо

|v0,κ(y, t)| ≤

≤
[ ∫
x:|x−y|γ<tα

|G0(x− y, t)| · |Dκφ(x)|dx+

+
∫

x:|x−y|γ>tα
|G0(x− y, t)| · |Dκφ(x)|dx

]
≤

≤ d0,κ,0

[ ∫
x:|x−y|γ<tα

|Dκφ(x)|
t|x− y|n−γ

dx+

+

∫
x:|x−y|γ>tα

tα−1|Dκφ(x)|
|x− y|n

dx
]
dt ≤

≤ d0,κ,1

[1
t

tα/γ∫
0

rγ−1dr + tα−1|ln t|
]
||φ||Dk(Rn)

≤ d0,κ,2t
α−1−ε ||φ||Dk(Rn),

а з (7), (10) при γ ≥ n

|v0,κ(y, t)| ≤

≤ d0,κ,0

[
tα−1−nα/γ

∫
x:|x−y|γ<tα

|Dκφ(x)|dx+

+tα−1

∫
x:|x−y|γ>tα

|Dκφ(x)|
|x− y|n

dx
]
dt ≤

≤ d0,κ,1

[
tα−1−nα/γ

tα/γ∫
0

rn−1dr+

+tα−1|ln t|
]
||φ||Dk(Rn) ≤

≤ d0,κ,2t
α−1−ε ||φ||Dk(Rn) ∀ε ∈ (0, 1).

Тут i далi dj,κ,0 = max{Cj, C∗
j }, dj,κ,k, dj,κ,k

(j = 0, 1, 2, k ∈ Z+) – додатнi сталi.
Аналогiчно, враховуючи оцiнки (7), (11)

функцiй Gj(x − y, t), j = 1, 2, при γ < n
одержуємо

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2016. – Т. 4, № 3–4. 83



∣∣∣vj,κ(y, t)| ≤
≤ |

∫
x:|x−y|γ<tα

Gj(x− y, t)Dκφ(x)dx+

+
∫

x:|x−y|γ>tα
Gj(x− y, t)Dκφ(x)dx

∣∣∣ ≤
≤ dj,κ,0

[
tj−1−α ∫

x:|x−y|γ<tα

|Dκφ(x)|
|x−y|n−γ dx+

+tj−1
∫

x:|x−y|γ>tα

|Dκφ(x)|
|x−y|n dx

]
≤

≤ dj,κ,1

[
tj−1−α

tα/γ∫
0

rγ−1dr+

+tj−1
+∞∫
tα/γ

|Dκφ(x)|r−1dr
]
≤

≤ dj,κ,2t
j−1−ε||φ||Dk(Rn), k = |κ|.

У випадку γ ≥ n з врахуванням оцiнок
(7), (12), матимемо

|vj,κ(y, t)| ≤ dj,κ,0t
j−1
[ ∫
x:|x−y|γ<tα

|Dκφ(x)|
tnα/γ dx+

+
∫

x:|x−y|γ>tα

|Dκφ(x)|
|x−y|n dx

]
≤

≤ dj,κ,1t
j−1[1 + |lnt|] ||φ||Dk(Rn) ≤

≤ dj,κ,2t
j−1−ε ||φ||Dk(Rn), j = 1, 2.

Використовуючи властивiсть 2.3 [20]

Hm,n
p,q

(
1
z

∣∣∣(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)
=

= Hn,m
q,p

(
z
∣∣∣(1− b1, β1) . . . (1− bq, βq)
(1− a1, α1) . . . (1− ap, αp)

)
H-функцiї Фокса, можемо подати функцiї
Gj(x, t) як

G0(x, t) =
π−n/2tα−1

|x|n

H1,2
3,2

(
2γa2

|x|γ t
α
∣∣∣(0, 1) (1− n/2, γ/2) (0, γ/2)
(0, 1) (1− α, α)

)
,

Gj(x, t) =
π−n/2tj−1

|x|n

H1,2
3,2

(
2γa2

|x|γ t
α
∣∣∣(0, 1) (1− n/2, γ/2) (0, γ/2)
(0, 1) (1− j, α)

)
,

j = 1, 2.

За теоремою 2.7 iз [20] про дробове дифе-
ренцiювання H-функцiй

f1−β(t) ∗G0(x, t) =
π−n/2tα−β

|x|n ×

×H1,2
3,2

(
tα
∣∣∣(0, 1) (1− n/2, γ/2) (0, γ/2)

(0, 1) (β − α, α)

)
.

За властивiстю 2.8 [20] про диференцiю-
вання знаходимо

(f1−β(t) ∗G0)t =
π−n/2tα−β−1

|x|n ×

×H2,1
2,3

(
|x|γ

2γa2tα

∣∣∣(1, 1) (α− β, α)
(1, 1) (n/2, γ/2) (1, γ/2)

)
.

Подiбно обчислюємо

f1−β(t) ∗Gj(x, t) =
π−n/2tj−β

|x|n ×

×H1,2
3,2

(
2γa2

|x|γ t
α
∣∣∣(0, 1) (1− n/2, γ/2) (0, γ/2)
(0, 1) (β − j, α)

)
,

∂
∂t

(
f1−β(t) ∗Gj(x, t)

)
= π−n/2tj−β−1

|x|n ×

×H1,2
3,2

(
2γa2

|x|γ t
α
∣∣∣(0, 1) (1− n/2, γ/2) (0, γ/2)
(0, 1) (1 + β − j, α)

)
= π−n/2tj−β−1

|x|n ×

×H2,1
2,3

(
|x|γ

2γa2tα

∣∣∣(1, 1) (j − β, α)
(1, 1) (n/2, γ/2) (1, γ/2)

)
,

j = 1, 2.

Для всiх функцiй ∂
∂t

(
f1−β(t) ∗ Gj(x, t)

)
(j = 0, 1, 2) маємо ∆∗ = γ − α > 0,
a∗ = 2− α > 0. Тому за теоремою 1.1 iз [20]
цi функцiї iснують для всiх x ̸= 0, t > 0.

Враховуючи теорему 1.7 iз [20], знаходи-
мо оцiнки

| ∂
∂t

(
f1−β(t) ∗G0(x, t)

)
| ≤ c0t

α−β−1

|x|n
,

| ∂
∂t

(
f1−β(t) ∗Gj(x, t)

)
| ≤ cjt

j−β−1

|x|n
, j = 1, 2

при |x|γ > tα.

За наслiдком з теореми 1.12 [20] одержу-
ємо оцiнки при |x|γ < tα:

| ∂
∂t

(
f1−β(t) ∗G0(x, t)

)
| ≤

≤ c∗0t
α−β−1

|x|n
( |x|γ
tα
)min{1,n/γ}

=

=

{
c∗0

tβ+1|x|n−γ , γ < n
c∗0

t
β+1+α(nγ −1) , γ ≥ n

,
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| ∂
∂t

(
f1−β(t) ∗Gj(x, t)

)
| ≤

≤
c∗j t

j−1−β

|x|n
( |x|γ
tα
)min{1,n/γ}

=

=

{ c∗j
tα+β+1−j |x|n−γ , γ < n

c∗j

t
β+1−j+αn

γ
, γ ≥ n

, j = 1, 2.

Нехай

wj,γ(y, t) =
( ̂(f1−β(t) ∗Gj)tφ

)
(y, t) =

=

∫
Rn

∂

∂t

(
f1−β(t) ∗Gj(x− y, t)

)
Dγφ(x)dx,

j = 0, 1, 2, φ ∈ D(Rn).

Використовуючи знайденi вище оцiнки, у
випадку γ < n матимемо

|w0,γ(y, t)| ≤

≤ d0,γ,3

[
1

tβ+1

∫
x:|x−y|γ<tα

|Dγφ(x)|
|x−y|n−γ dx+

+tα−β−1
∫

x:|x−y|γ>tα

|Dγφ(x,t)|
|x−y|n dx

]
≤

≤ d0,γ,4t
α−β−1(1 + |ln t|)||φ||Dk(Rn) ≤

≤ dγ,5t
α−β−1−ε||φ||Dk(Rn), ∀ε > 0,

|wj,γ(y, t)| ≤

≤ dj,γ,3

[ ∫
x:|x−y|γ<tα

|Dγφ(x)|
tα+β+1−j |x−y|n−γ dx+

+
∫

x:|x−y|γ>tα

tj−β−1|Dγφ(x,t)|
|x−y|n dx

]
≤

≤ dj,γ,4t
j−β−1(1 + |ln t|)||φ||Dk(Rn) ≤

dj,γ,5t
j−β−1−ε||φ||Dk(Rn), ∀ε > 0, j = 1, 2,

а у випадку γ ≥ n

|w0,γ(y, t)| ≤

≤ d0,γ,3

[
1

t
β+1+α(nγ −1)

∫
x:|x−y|γ<tα

|Dγφ(x)|dx+

+tα−β−1
∫

x:|x−y|γ>tα

|Dγφ(x,t)|
|x−y|n dx

]
≤

≤ d0,γ,4t
α−β−1(1 + |ln t|)||φ||Dk(Rn) ≤

≤ d0,γ,5t
α−β−1−ε||φ||Dk(Rn), ∀ε > 0,

|wj,γ(y, t)| ≤

≤ dj,γ,3

[ ∫
x:|x−y|γ<tα

|Dγφ(x)|
t
β+1−j+αn

γ
dx+

+
∫

x:|x−y|γ>tα

tj−β−1|Dγφ(x,t)|
|x−y|n dx

]
≤

≤ dj,γ,4t
j−β−1(1 + |ln t|)||φ||Dk(Rn) ≤

≤ dj,γ,5t
j−β−1−ε||φ||Dk(Rn), ∀ε > 0,

j = 1, 2, k = |γ|.

Теорема 1. Нехай виконанi припущення
(L), (A1) при s ∈ [0, α − β). Тодi iснує єди-
ний розв’язок u ∈ D′

C,L(Q) задачi (1), (2)
iз r(t) = b(t) = 0, t ∈ [0, T ] такий, що
u
(β)
t ∈ D′

C,L(Q). Вiн визначений формулою(
u(·, t), φ(·)

)
= hφ(t)

∀φ ∈ D(Rn), t ∈ (0, T ],
(13)

де

hφ(t) =
2∑
j=1

(
Fj(·), (Ĝjφ)(·, t)

)
+

+

t∫
0

g(τ)
(
F0(·), (Ĝ0φ)(·, t− τ)

)
dτ, t ∈ (0, T ].

Доведення. Використовуємо схему дове-
дення теореми 3 iз [21]. Узагальненi функ-
цiї Fj мають скiнченнi порядки сингулярно-
стей s(Fj) ≤ kj, j = 0, 1, 2: iснують числа
k0, k1, k2 ∈ Z+ i функцiї gjκ ∈ Lloc(Rn), |κ| ≤
kj, j = 0, 1, 2 такi, що

(Fj, φ) =
∑
|κ|≤kj

∫
Rn

gjκ(y)D
κφ(y)dy

∀φ ∈ D(Rn), j = 0, 1, 2.

(14)

Використовуючи зображення (14) та ле-
му 3, переконуємось, що для довiльної φ ∈
D(Rn)

t∫
0

g(τ)
(
F0(y), (Ĝ0φ)(y, t, τ)

)
dτ =

=
∑
|κ|≤k0

t∫
0

g(τ)×
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×
[ ∫
Rn

g0α(y)D
κ
y (Ĝ0φ)(y, t, τ)dy

]
dτ,

(
Fj(y), (Ĝjφ)(y, t)

)
=

=
∑
|κ|≤k1

∫
Rn

g1κ(y)D
κ
y (Ĝ1φ)(y, t)dy

та правильнi оцiнки

∣∣∣ t∫
0

g(τ)
(
F0(y), (Ĝ0φ)(y, t, τ)

)
dτ
∣∣∣ ≤

≤ c0||φ||Dk0 (Rn)×

×
t∫

0

τ s|g(τ)|τ−s(t− τ)α−1−ε dτ

≤ b0t
α−s−ε||φ||Dk0 (Rn), t ∈ [0, T ],

∣∣(Fj(y), (Ĝjφ)(y, t)
)∣∣ ≤ bjt

j−1−ε||φ||Dkj (Rn),

t ∈ (0, T ], ε ∈ (0, 1), j = 1, 2.

Отож, при φ ∈ D(Rn) права частина (13)
(функцiя hφ) належить C(0, T ] ∩ L(0, T ).

Покажемо, що функцiя (13) є розв’язком
задачi в сенсi означення 1. Для довiльної
ψ ∈ D(Q) знаходимо

(
u, (L̂ψ)

)
=

T∫
0

(
u(·, t), (L̂ψ)(·, t)

)
dt =

T∫
0

( t∫
0

g(τ)
(
F0(y), (Ĝ0(L̂ψ))(y, t, τ)

)
dτ
)
dt

+
2∑
j=1

T∫
0

(
Fj(y), (Ĝj(L̂ψ))(y, t)

)
dt =

=
(
F0(y),

T∫
0

g(τ)dτ

T∫
τ

(Ĝ0(L̂ψ))(y, t, τ)dt
)
+

+
2∑
j=1

(
Fj(y),

T∫
0

(
Ĝj(L̂ψ)

)
(y, t)dt

)
=

=
(
F0(y) · g(τ),

(
Ĝ0(L̂ψ)

)
(y, τ)

)
+

+
2∑
j=1

(
Fj, Ĝj(L̂ψ)

)
.

Скориставшись формулами (6), для
функцiї u, заданої формулою (13), i довiль-
ної ψ ∈ D(Q) одержуємо тотожнiсть (4) при
r(t) = b(t) = 0, t ∈ [0, T ]. За означенням 1
функцiя (13) є розв’язком задачi шуканого
класу.

Єдинiсть розв’язку задачi доводиться, як
у [21].

Покажемо, що u(β)t ∈ D′
C,L(Q).

Використовуючи зображення (13), для
довiльної φ ∈ D(Rn) одержуємо(

u
(β)
t (·, t), φ(·)

)
= h(β)φ (t) =

=
2∑
j=1

(
Fj(·), (Ĝjφ)

(β)
t (·, t)

)
+

+f−β(t) ∗
t∫

0

g(τ)
(
F0(·), (Ĝ0φ)(·, t− τ)

)
dτ =

=
2∑
j=1

(
Fj(·),

(
(f1−β(t) ∗ Ĝj)φ

)
t
(·, t)

)
+

+
(
F0(·), f1−β(t) ∗

∂

∂t

(
g(t) ∗ (Ĝ0φ)(·, t)

))
=

=
2∑
j=1

(
Fj(·),

(
(f1−β(t) ∗ Ĝj)tφ

)
(·, t)

)
+

+
(
F0(·), g(t) ∗

(
(f1−β(t) ∗ Ĝ0)tφ

)
(·, t)

)
=

=
2∑
j=1

(
Fj(·),

( ̂(f1−β(t) ∗Gj)tφ
)
(·, t)

)
+

+
(
F0(·), g(t) ∗

( ̂(f1−β(t) ∗G0)tφ
)
(·, t)

)
.

За лемою 3 та формулою (14) при j = 0 для
довiльної φ ∈ D(Rn)∣∣∣(F0(·), g(t) ∗

( ̂(f1−β(t) ∗G0)tφ
)
(·, t)

)∣∣∣ =∣∣∣ t∫
0

g(τ)
(
F0(y), (Ĝ0φ)

(β)
t (y, t− τ)

)
dτ
∣∣∣ ≤

≤ c0||φ||Dk0 (Rn)×
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×
t∫

0

τ s|g(τ)|(t− τ)α−β−1−ετ−s dτ

≤ b̂0t
α−β−s−ε||φ||Dk0 (Rn), t ∈ [0, T ],∣∣∣(Fj(·), ( ̂(f1−β(t) ∗Gj)tφ

)
(·, t)

)∣∣∣ ≤
≤ b̂jt

j−β−1−ε||φ||Dkj (Rn), t ∈ (0, T ].

Отож, також h
(β)
φ ∈ C(0, T ]∩L(0, T ) при φ ∈

D(Rn).

Наслiдок 1. Нехай виконанi припущен-
ня теореми 1 при s = 0 та F1 = 0. Тодi iснує
єдиний розв’язок u задачi (1), (2) iз r(t) =

b(t) = 0, t ∈ [0, T ] такий, що u, u(β)t ∈ D′
C(Q̄).

2. Теореми iснування та єдиностi
для оберненої задачi. За теоремою 1
за припущень (L), (A1) маємо hφ, h

(β)
φ ∈

C(0, T ] ∩ L(0, T ) для всiх φ ∈ D(Rn) i будь-
який розв’язок u ∈ D′

C,L(Q) рiвняння(
u(·, t), φ(·)

)
= hφ(t)+ (15)

+

t∫
0

r(τ)
(
u(β)τ (·, τ), (Ĝ0φ)(·, t− τ)

)
dτ+

+

t∫
0

b(τ)
(
u(·, τ), (Ĝ0φ)(·, t− τ)

)
dτ

∀φ ∈ D(Rn), t ∈ (0, T ],

при r(t) = b(t) = 0 є розв’язком задачi (1),
(2). При r(t) ̸= 0 для довiльної ψ ∈ D(Q)

T∫
0

dt

t∫
0

r(τ)
(
u(β)τ (·, τ), (Ĝ0(L̂ψ))(·, t−τ)dτ

)
=

=

T∫
0

r(τ)dτ

T∫
τ

(
u(β)τ (·, τ), (Ĝ0(L̂ψ))(·, t− τ)

)
dt

=

T∫
0

r(τ)
(
u(β)τ (·, τ),

T∫
τ

(Ĝ0(L̂ψ))(·, t− τ)dt
)
dτ

=

T∫
0

r(τ)
(
u(β)τ (·, τ), (Ĝ0(L̂ψ))(·, τ)

)
dτ

=

T∫
0

r(t)
(
u
(β)
t (·, t), ψ(·, t)

)
dt.

Аналогiчно при b(t) ̸= 0

T∫
0

dt

t∫
0

b(τ)
(
u(·, τ), (Ĝ0(L̂ψ))(·, t− τ)dτ

)

=

T∫
0

b(τ)dτ

T∫
τ

(
u(·, τ), (Ĝ0(L̂ψ))(·, t− τ)

)
dt

=

T∫
0

b(τ)
(
u(·, τ),

T∫
τ

(Ĝ0(L̂ψ))(·, t− τ)dt
)
dτ

=

T∫
0

b(τ)
(
u(·, τ), (Ĝ0(L̂ψ))(·, τ)

)
dτ

=

T∫
0

b(t)
(
u(·, t), ψ(·, t)

)
dt.

Отже, права частина (15) задовольняє то-
тожнiсть (4) i за означенням будь-який
розв’язок u ∈ D′

C,L(Q) рiвняння (15) є роз-
в’язком задачi (1), (2).

З рiвняння (1) отримуємо(
u
(α)
t (·, t), φj(·)

)
+ a2

(
u(·, t), (−∆)γ/2φj(·)

)
=

= r(t)
(
u
(β)
t (·, t), φj

)
+

+b(t)
(
u(·, t), φj

)
+ g(t)

(
F0, φj

)
, j = 1, 2,

а використовучи умови (3), матимемо

Φ
(α)
1 (t) = −a2

(
u(·, t), (−∆)γ/2φ1(·)

)
+r(t)Φ

(β)
1 (t) + b(t)Φ1(t) + g(t)

(
F0, φ1

)
,

Φ
(α)
2 (t) = −a2

(
u(·, t), (−∆)γ/2φ2(·)

)
+r(t)Φ

(β)
2 (t) + b(t)Φ2(t) + g(t)

(
F0, φ2

)
.

Звiдси, враховуючи припущення (A2), зна-
ходимо неперервнi й iнтегровнi функцiї

r(t) =
[(

Φ
(α)
1 (t) + a2

(
u(·, t), (−∆)γ/2φ1(·)

)
(16)

−g(t)
(
F0, φ1

))
Φ2(t)−
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−
(
Φ

(α)
2 (t) + a2

(
u(·, t), (−∆)γ/2φ2(·)

)
−

−g(t)
(
F0, φ2

))
Φ1(t)

]
tβ(1 + |ln t|)[d(t)]−1,

b(t) =
[
−
(
Φ

(α)
1 (t)+a2

(
u(·, t), (−∆)γ/2φ1(·)

)
−

−g(t)
(
F0, φ1

))
Φ

(β)
2 (t)+

+
(
Φ

(α)
2 (t) + a2

(
u(·, t), (−∆)γ/2φ2(·)

)
−

−g(t)
(
F0, φ2

))
Φ

(β)
1 (t)

]
tβ(1 + |ln t|)[d(t)]−1,

t ∈ (0, T ].

Вiдзначимо, що r(t) = O(tβ−s(1 + |ln t|)),
b(t) = O(t−s), t → +0 та iнтегровнi на (0, T )
при 0 ≤ s < 1− β.

Позначимо через H1(u, t), H2(u, t) правi
частини (16), пiдставимо їх у (15) вiдповiдно
замiсть r(t), b(t). Отримуємо нелiнiйне опе-
раторне рiвняння(

u(·, t), φ(·)
)
= hφ(t)+ (17)

+

t∫
0

H1(u, τ)
(
u(β)τ (·, τ), (Ĝ0φ)(·, t− τ)

)
dτ+

+

t∫
0

H2(u, τ)
(
u(·, τ), (Ĝ0φ)(·, t− τ)

)
dτ

∀φ ∈ D(Rn), t ∈ (0, T ]

щодо невiдомої u ∈ D′
C,L(Q). Навпаки, якщо

u ∈ D′
C,L(Q) – розв’язок рiвняння (17), r, b

визначенi формулою (16), то з наведеного
вище i доведення теореми 1 випливає, що
трiйка (u, r, b) задовольняє задачу (1)–(3).

Теорема 2. За припущень (L), (A1), (A2)
iснує T ∗ ∈ (0, T ] (вiдповiдно Q∗ = Rn ×
(0, T ∗]) i розв’язок (u, r, b) ∈ U(T ∗) задачi
(1)-(3): функцiя u – розв’язок рiвняння (17),
r та b визначенi формулами (16).

Доведення. Згiдно з наведеним, за при-
пущень теореми трiйка (u, r, b) ∈ U така, що
функцiя u ∈ D′

C,L(Q) є розв’язком (17), а
r(t), b(t) визначенi згiдно з (16), є розв’яз-
ком задачi (1)-(3). Достатньо довести роз-
в’язнiсть рiвняння (17) в D′

C,L(Q).

Iз доведення теореми 1 для всiх ε ∈ (0, 1),
φ ∈ DK(Rn) iз K ∈ Z+, K ≥ max{k0, k1, k2}
отримуємо

ts
∣∣∣ t∫
0

g(τ)
(
F0(·), (Ĝ0φ)(·, t− τ)

)
dτ
∣∣∣ ≤

≤ b0t
α−ε||φ||DK(Rn),

(18)

ts|hφ(t)| ≤[
b0t

α−ε + b1t
s−ε + b2t

s+1−ε] ||φ||DK(Rn).
(19)

Нехай при R > 0

MR,s =MR,s(Q) =
{
v ∈ D′

C,L(Q) :

||v||s = sup
t∈(0,T ]

sup
φ∈DK(Rn)

ts
∣∣(v(·, t), φ(·))∣∣
||φ||DK(Rn)

≤ R
}
.

Визначаємо оператор

P : D′
C,L(Q) → D′

C(Q),(
(Pv)(·, t), φ(·)

)
= hφ(t)

+

t∫
0

H1(v, τ)
(
v(β)τ (·, τ), (Ĝ0φ)(·, t− τ)

)
dτ

+

t∫
0

H2(v, τ)
(
v(·, τ), (Ĝ0φ)(·, t− τ)

)
dτ

∀φ ∈ DK(Rn).

Використовуючи принцип Банаха, дове-
демо розв’язнiсть рiвняння (17), тобто рiв-
няння

u = Pu, u ∈MR,s(Q) ⊂ D′
C,L(Q).

Спочатку покажемо, що iснуютьR > 0, T ∗ ∈
(0, T ], Q∗ = Rn × (0, T ∗] i M∗

R,s = MR,s(Q
∗)

такi, що P :M∗
R,s →M∗

R,s.
Для кожної v ∈MR,s маємо

τ s|
(
v(·, τ), a2(−∆)γ/2φj(·)

)
| ≤

≤ R∥(−∆)γ/2φj∥DK(Rn) := BjR,

тому

τ s|Hj(v, τ)| ≤
Aj +BjR

d0
, j = 1, 2,
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де

A1 = sup
τ∈(0,T ]

τ s
∣∣∣[Φ(α)

1 (τ)− g(τ)(F0, φ1)]Φ2(τ)

−[Φ
(α)
2 (τ)− g(τ)(F0, φ2)]Φ1(τ)

∣∣∣τβ(1 + |ln τ |)),

A2 = − sup
τ∈(0,T ]

τ s
∣∣∣[Φ(α)

1 (τ)−

−g(τ)(F0, φ1)]Φ
(β)
2 (τ)− [Φ

(α)
2 (τ)−

−g(τ)(F0, φ2)]Φ
(β)
1 (τ)

∣∣∣τβ(1 + |ln τ |)).

Звiдси, враховуючи (18), (19) i лему 3,
для всiх v ∈ MR,s, φ ∈ D(Rn), t ∈ (0, T ] при
0 ≤ s < α−β

2
, ε < min{α−β−s, s} отримуємо

ts
∣∣((Pv)(·, t), φ(·))∣∣

||φ||DK(Rn)

≤

b0t
α−ε + b1t

s−ε + b2t
s+1−ε+

+
(A1 +B1R)Rt

s

d0
×

×
t∫

0

||(Ĝ0φ)
(β)
τ (·, t− τ)||DK(Rn)τ

−2sdτ

||φ||DK(Rn)

+
(A2 +B2R)Rt

s

d0
×

×
t∫

0

||(Ĝ0φ)(·, t− τ)||DK(Rn)τ
−2sdτ

||φ||DK(Rn)

≤ b0t
α−ε + b1t

s−ε + b2t
s+1−ε+

+
(A1 +B1R)Rt

s

d0

t∫
0

cK(t− τ)α−β−ε−1τ−2sdτ+

+
(A2 +B2R)Rt

s

d0

t∫
0

cK(t− τ)α−ε−1τ−2sdτ ≤

≤ b0t
α−ε + b1t

s−ε + b2t
s+1−ε+

+
(A1 +B1R)R

d0
tα−β−ε +

(A2 +B2R)R

f
tα−ε ≤

≤ tα−β−s−ε(q0R
2 + q1R) + q2,

де qj (j ∈ {0, 1, 2, 3}) – додатнi сталi.
Для виконання нерiвностi

tα−β−s−ε(q0R
2 + q1R) + q2 ≤ R ∀t ∈ [0, T ∗]

(20)

iз деякими R > 0, T ∗ ∈ (0, T ], спочатку ви-
беремо R ≥ max{1, 2q2}. Тодi (20) випливає
з нерiвностi

(q0 + q1)Rt
α−β−s−ε ≤ 1

2
∀t ∈ [0, T ∗] (21)

при вибраному R, правильної при T ∗ ≤
min{T, [2(q0 + q1)R]

− 1
α−β−s−ε}. Ми довели

iснування R ≥ max{1, 2q2}, T ∗ ∈ (0, T ] та-
ких, що P :M∗

R,s →M∗
R,s при s ∈ [0, α−β

2
).

Тепер покажемо, що P є стисним опера-
тором на M∗

R,s. Для v1, v2 ∈M∗
R,s, φ ∈ D(Rn),

t ∈ [0, T ∗] маємо

ts
∣∣((Pv1)(·, t)− ((Pv2)(·, t), φ(·))∣∣

||φ||DK(Rn)

=

=
ts

||φ||DK(Rn)

∣∣∣ t∫
0

H1(v2, τ)×

×
(
v1(·, τ)− v2(·, τ), (Ĝ0φ)

(β)
τ (·, t− τ)

)
dτ+

+

t∫
0

(
H1(v1, τ)−H1(v2, τ)

)
×

×
(
v1(·, τ), (Ĝ0φ)

(β)
τ (·, t− τ)

)
dτ
∣∣∣+

+
ts

||φ||DK(Rn)

∣∣∣ t∫
0

H2(v2, τ)×

×
(
v1(·, τ)− v2(·, τ), (Ĝ0φ)(·, t− τ)

)
dτ+

+

t∫
0

(
H2(v1, τ)−H2(v2, τ)

)
×

×
(
v1(·, τ), (Ĝ0φ)(·, t− τ)

)
dτ
∣∣∣ ≤

≤ (A1 +B1R)t
s

d0
×

×
t∫

0

∣∣(v1(·, τ)− v2(·, τ), (Ĝ0φ)
(β)
τ (·, t− τ)

)∣∣
||(Ĝ0φ)

(β)
τ (·, t− τ)||DK(Rn)

||(Ĝ0φ)
(β)
τ (·, t− τ)||DK(Rn)

||φ||DK(Rn)

τ−sdτ+

+
a2tsR||(−∆)γ/2φ1||DK(Rn)

d0
×
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×
t∫

0

∣∣(v1(·, τ)− v2(·, τ), (−∆)γ/2φ1(·)
)∣∣

||(−∆)γ/2φ1||DK(Rn)

×

×
||(Ĝ0φ)

(β)
τ (·, t− τ)||DK(Rn)

||φ||DK(Rn)

τ−sdτ+

+
(A2 +B2R)t

s

d0
×

×
t∫

0

∣∣(v1(·, τ)− v2(·, τ), (Ĝ0φ)(·, t− τ)
)∣∣

||(Ĝ0φ)(·, t− τ)||DK(Rn)

||(Ĝ0φ)(·, t− τ)||DK(Rn)

||φ||DK(Rn)

τ−sdτ+

+
a2tsR||(−∆)γ/2φ2||DK(Rn)

d0
×

×
t∫

0

∣∣(v1(·, τ)− v2(·, τ), (−∆)γ/2φ2(·)
)∣∣

||(−∆)γ/2φ2||DK(Rn)

×

×
||(Ĝ0φ)(·, t− τ)||DK(Rn)

||φ||DK(Rn)

τ−sdτ

≤ (2A1 +B1R)t
s

d0
· ||v1 − v2||s×

×

t∫
0

||(Ĝ0φ)
(β)
τ (·, t− τ)||DK(Rn)τ

−2sdτ

||φ||DK(Rn)

+

+
(2A2 +B2R)t

s

d0
· ||v1 − v2||s×

×

t∫
0

||(Ĝ0φ)(·, t− τ)||DK(Rn)τ
−2sdτ

||φ||DK(Rn)

≤

≤ (2q0R + q1)t
α−β−s−ε||v1 − v2||s.

Якщо (−∆)γ/2φj(x) ≡ 0, x ∈ Rn, то(
v1(·, t)− v2(·, t), (−∆)γ/2φj(·)

)
= 0

∀t ∈ [0, T ∗], j = 1, 2.

Для t ∈ [0, T ∗] маємо

(2q0R + q1)t
α−β−s−ε ≤

≤ 2q0R + q1
2(q0 + q1)R

<
2q0 + q1
2(q0 + q1)

< 1.

Отже, P є стисним оператором на
MR,s(Q

∗), i за теоремою Банаха отримує-
мо розв’язнiсть рiвняння (17) в M∗

R,s ⊂
D′
C,L(Q

∗).
Наслiдок 2. Нехай F1 = 0, виконанi при-

пущення (L), (A1) при s = 0, φj ∈ D(Rn),
Φj,Φ

(β)
j ,Φ

(α)
j ∈ C[0, T ], j = 1, 2, Φ1(0) = 0,

Φ2(0) = (F2, φ2), inf
t∈(0,T ]

|p(t)| = p0 > 0, де

p(t) := Φ
(β)
1 (t)Φ2(t) − Φ1(t)Φ

(β)
2 (t). Тодi iснує

T ∗ ∈ (0, T ] (вiдповiдно Q∗ = Rn × (0, T ∗]) i
розв’язок

(u, r, b) ∈ D′
C(Q̄)× C[0, T ]2

задачi (1)-(3): функцiя u є розв’язком рiв-
няння (17),

r(t) = H1(u, t) =
[(

Φ
(α)
1 (t)+

+a2
(
u(·, t), (−∆)γ/2φ1(·)

)
−

−g(t)
(
F0, φ1

))
Φ2(t)−

−
(
Φ

(α)
2 (t) + a2

(
u(·, t), (−∆)γ/2φ2(·)

)
−

−g(t)
(
F0, φ2

))
Φ1(t)

]
[p(t)]−1,

b(t) = H2(u, t) =
[
−
(
Φ

(α)
1 (t)+

+a2
(
u(·, t), (−∆)γ/2φ1(·)

)
−

−g(t)
(
F0, φ1

))
Φ

(β)
2 (t)+

+
(
Φ

(α)
2 (t) + a2

(
u(·, t), (−∆)γ/2φ2(·)

)
−

−g(t)
(
F0, φ2

))
Φ

(β)
1 (t)

]
[p(t)]−1, t ∈ (0, T ].

Теорема 3. За припущень (L), (A2) розв’я-
зок (u, r, b) ∈ U(T ) задачi (1)-(3) єдиний.

Доведення. Нехай iснує два розв’язки
(u1, r1, b1), (u2, r2, b2) ∈ U задачi (1)-(3). Пiд-
ставимо їх в (1), (2). Вiзьмемо u = u1 − u2,
r = r1 − r2, b = b1 − b2 i отримаємо задачу
Кошi для рiвняння

u
(α)
t = a2(−∆)γ/2u+ r2u

(β)
t + ru1

(β)
t + b2u+ bu1

(22)
з нульовими початковими умовами. За озна-
ченням розв’язку

(
u, L̂ψ

)
=

T∫
0

[
r2(t)

(
u
(β)
t (·, t), ψ(·, t)

)
+
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+r(t)
(
u1

(β)
t (·, t), ψ(·, t)

)
+

+b2(t)
(
u(·, t), ψ(·, t)

)
+ b(t)

(
u1(·, t), ψ(·, t)

)]
dt

∀ψ ∈ D(Q̄).

Згiдно з [16], для кожної ϱ ∈ D(Q̄) iснує
ψ = Ĝ0ϱ ∈ D(Q̄) така, що L̂ψ = ϱ в Q. Тодi
для кожної ϱ ∈ D(Q̄)

T∫
0

(
u(·, t), ϱ(·, t)

)
dt =

=

T∫
0

(
r2(t)u

(β)
t (·, t)+

r(t)u1
(β)
t (·, t) + b2(t)u(·, t)+

+b(t)u1(·, t), (Ĝ0ϱ)(·, t)
)
dt.

(23)

Зауважимо, що рiвнiсть (23) бу-
де правильною також для такої ϱ, що
ϱ(·, t) ∈ D(Rn) при кожному t ∈ (0, T ], а(
u1

(β)
t (·, t), (Ĝ0ϱ)(·, t)

)
неперервна й iнтегров-

на на (0, T ). З умови (3) знаходимо

r(t)Φ
(β)
1 (t) + b(t)Φ1(t) =

= a2
(
u(z, t), (−∆)γ/2φ1(z)

)
,

r(t)Φ
(β)
2 (t) + b(t)Φ2(t) =

= a2
(
u(z, t), (−∆)γ/2φ2(z)

)
, t ∈ (0, T ],

звiдки

r(t) =
a2tβ(1 + |ln t|)

d(t)
×

×
[(
u(z, t), (−∆)γ/2φ1(z)

)
Φ2(t)−

−
(
u(z, t), (−∆)γ/2φ2(z)

)
Φ1(t)

]
,

(24)

b(t) =
a2tβ(1 + |ln t|)

d(t)
×

×
[(
u(z, t), (−∆)γ/2φ2(z)

)
Φ

(β)
1 (t)

−
(
u(z, t), (−∆)γ/2φ1(z)

)
Φ

(β)
2 (t)

]
,

t ∈ (0, T ]

(25)

i тодi, з (23), для всiх ϱ ∈ D(Q̄) отримуємо
рiвняння

T∫
0

(
u(·, t), ϱ(·, t)− r2(t)(Ĝ0ϱ)

(β)
t (·, t)−

−b2(t)(Ĝ0ϱ)(·, t) + wϱ(t)
)
dt = 0,

(26)

де

wϱ(t) =
a2tβ(1 + |ln t|)

d(t)

[
Φ2(t)(−∆)γ/2φ1(·)−

−Φ1(t)(−∆)γ/2φ2(·)
](
u1

(β)
t (·, t), (Ĝ0ϱ)(·, t)

)
+

+
a2tβ(1 + |ln t|)

d(t)

[
Φ

(β)
1 (t)(−∆)γ/2φ2(·)−

−Φ
(β)
2 (t)(−∆)γ/2φ1(·)

](
u1(·, t), (Ĝ0ϱ)(·, t)

)
i є вiдомою функцiєю iз C(0, T ] ∩ L(0, T ),

ϱ(·, t)− r2(t)(Ĝ0ϱ)
(β)
t (·, t)− b2(t)(Ĝ0ϱ)(·, t)+

+wϱ(t) ∈ D(Rn) ∀t ∈ (0, T ]

i є неперервною й iнтегровною функцiєю t ∈
(0, T ] (за лемою 3). Отже, для довiльних φ ∈
D(Rn), µ ∈ D(0, T ], µ(T ) = 0 iснує єдиний
розв’язок ϱ ∈ D(Q) iнтегрального рiвняння
Вольтерри другого роду

ϱ(x, t)− r2(t)(Ĝ0ϱ)
(β)
t (x, t)−

−b2(t)(Ĝ0ϱ)(·, t)+wϱ(t) = φ(x)µ(t), (x, t) ∈ Q

з iнтегровним ядром. Тодi з (12)

T∫
0

(
u(·, t), φ(·)

)
µ(t)dt = 0

∀φ ∈ D(Rn), µ ∈ D(0, T ], µ(T ) = 0.

За лемою Дюбуа-Реймона отримуємо(
u(·, t), φ(·)

)
= 0 ∀φ ∈ D(Rn), t ∈ (0, T ].

Отже, u = 0 в D′
C,L(Q), а з (21) та (22) ви-

пливає, що r(t) = 0, b(t) = 0, t ∈ (0, T ].

3. Висновок. Вивчено обернену задачу
Кошi для телеграфного рiвняння з дробо-
вими похiдними та заданими узагальненими
функцiями в правих частинах прямої зада-
чi. Вона полягає у визначеннi узагальненого
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розв’язку u i невiдомих, залежних вiд часу,
неперервних та iнтегровних молодших кое-
фiцiєнтiв b, r у рiвняннi. Iснування розв’яз-
ку (u, r, b) ∈ U(T ∗) отримано при деякому
T ∗ ∈ (0, T ], а єдинiсть на всьому iнтервалi
(0, T ] за слабших припущень. �
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